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ض             ع            چه                 ک   ح   ه آ   ض فه     ،        ت          ح ص   

 )تمرين کتاب(                                                                                                                                    ع        ت. ح ص 

 

 

 

 

 ض             ف           عو    ک،    ع        ت؟   ت      ح ص  

 

 

 

 

            ص  ح    ت.       ص       ض     ع   ت             ف       
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       a    b                               ،      ت   ab

a b+2 2
  ت؟      ه 3

 1  3
2

  2
3

  3 

 

 

 

 

چ اا    جاا       اا   a   b  اا     ح   اا    غ  صاا    (a,b) ااه      چ اا         ااد     اا  

 ه
a b a b

= +
+
1 1  ؟1

         ه       ک  ص   

 

 

 

 

n ه      چ          ع      1 20       n (n )+2 21
4

       ت؟ 

 9  10  11  12 

 

 

 

 

p+48ح ص     p ه      چ                (۹۶)سراسري                               ت؟     جذ    ک        ع    1

 1  2  3  4 
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    اااع    ااا     ااا ،  ااا  ه  ااا     ab ااا      ااا         ااا   .   ااا   a   b  ااا      

 )کتاب درسي(                                                                                                                                                              ص  ح   ت؟

 a    b   ع           .          a    b  .      ک               

 a    b  .                a b2  .ع        ت    

 

 

 

 

اثبات با در نظر گرفتن همه حالات: 

.    ه لا ه   ت    ه  ه ح   ه    خ        آه            ک         ح                  ک                

     ج     ه    آه    .          ه     ،         ح  ت                  آ ه 

n(p      ه ص   ح   چ      أ ه p ... p ) q   1        ،      ت  ه               ق      ج          2

    ت:

n n(p p ... p ) q (p q) (p q) ... (p q)          1 2 1 2 

 
 

 

 

p        آ  چ   ح   ه،                    q     ه    آ  ف ض (p          n     ح  تp1    np   ا    )ات  n 

     .    q  ح            p1    npآ ه     أ ه ج     ه    ت      ه ف ض

 

 

n   ع         n ه                   ت     n− +2 5  )تمرين کتاب(                          ک     ف     ت.  7
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ab       ح          .    ت            a     bف ض        = a=0    bآ گ     0 =  )تمرين کتاب(     .0

 

 

 

 

  مثال نقض: 

    .  ت،             ه          ت      ح س            ه        ه           ک    جه

  ا   آ            ا      ا    ا  لا    ا    ج     ا    ا  ،         قع                    ک    جاه

     .    ک                  

             آ            ج       :    ص  ح         ع             
 

 " ح ص  ج ع              ،  ک           ت  "
 

 

 

 

  مثال نقض 

  ج ع       ق   ض             چ          گ ،      ً  ک            ت!

 :   ه     ه         جه    

( ) ( ) ' , '

( ) ( ) ' , '

− + + =   = = 

+ − + =  = = 

1 2 2 3 4 2 8 16 4

83 2 2 1 2 4 2
2
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   )تمرين کتاب(                                            آه  ک                 :                  ک        ه 

x     y   :     x           ح         y x y+ = +.  

 

 

n           1       n               ع      −2        ت.  1

 

 

A        ه        A      B     C          ه  ج   ه  B A C=  :  آ گB C=. 

 

 

x  :     x            ح         x2 3.  

 

 

       a b=2 aآ گ    2 b=. 

 

 

    ،            ت.      ض    ک              ک   ح ص 

 

 

p        ک                        )   q ص     ک              د    ا   ا       ا   اه        ،)

    ا     ا                ق  ت ف ض    ت   ق  ت ح             ه  ک            ت    . ج       

 آ    .                          ه  
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ح ص               عا    ا       k        " ک              د                        k   ه          

 ،    k +3      ؟     "           ت 1

 12  16  20  30 

 

 

 

 

x آ گ            x     "             ه     ه             x+ +2 4  ؟         "      ت     5

 −4 1  +2 1  −2 2  −2 1 

 

 

 

 

 ؟                   ،    ه  ک                    ص  ح       a    b   ف ض     ه    

     ab          ،a b+2 ab          ،a      ف     ت. 2 b+2         ت. 2

     ab        ف ،a b+2 a، ف        ab            ت. 2 b+2      ت.ف  2

 

 

 

 

  ا     ،ح صا  ضا    ا      ا     ا "    ا    ا     ا                   ه     ه   ا     ا  

 ؟         "  ت    

 6   216  6   12  18   216  18   12 
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برهان خلف يا اثبات غير مستقيم: 

          ک   أ ه  ص            ت.

     .    ح   ص  ح       ه   گ  چ                 ق      

                 ، ف ض پس             ک   أ اه  ه     غ   

         ه        ک ف ض ج    آ ه ح        ت   ت          

    . ه     ض       ه   أ ه  ض فه    

 

           ح          ضا       ه   أ ه  ه        ه         

              ق     آ ج     ه  ج     .      جه       ق     

     !    ت     آ      ت  ه      ح       ه

                ح     ت  ه ص  ح   ت.ص  ح                  ضح   ت  ه      ح  

 

 

 آ (          ج   ه    )   گ         ح    

   ا      ا      ا          گ         ح            خ  ج           ا              ه           

            ت.  ع  :

 

' , '= =

 

         ،       ت.  آ  ،          ه       ذ      ع                

 

 

   

 
    ج ع                         ،            ت.ح ص 

 

           ،            ت.         غ  ص       ض           ح ص 

 

ح      ض       ه

    ض       ه

     ح  
+ ?
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       x         ک             ،    ت 
x
 )تمرين کتاب(                                                             ت. 1

 

 

 

r،            ت.  ع  :   r               q غ  ص                     ح ص  
'

q
. 

 

 

 

 :بدانيم     p      q  ط                 p q    آ گ ،     p q+

2
  ک              آ ه    ت. 

 

 
     .  ع  :   p     q ض فه     ،        ح ص        p    ه        p     q  ف    ت  ص  ف ص ه     

 

q p p q p p q
p p q p q p q

− + − +
 +  →   →  

2
2 2 2

 

        p      q   ط                 p q ،      گ   آ q p
p

t

−
 1 ک     صا  ح      ا      tه    آ    +

   ت. p     q  ت،  ک              

 
 

 

p)   ف ض     p      q   ت                                     q .       تمرين کتاب(         (  ک          ج(     

 

   ت. p     q    .     ح     ح ص       ض فه     p    آ      ه           p    q        3ف ص ه      

q p
p p q

−
 + 

3
 

p)                                                                           ، پس    ض  آ ه             ت.  ع  :  p    qچ    q)− . 

p)                                       پس:       غ  ص       ک        ،       ت. ض            ح ص  q) ' − 
1
3

 

p                                                           ج                   ک        ،       ت. پس:    (p q) '+  − 
1
3
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     r    s                   r s+         ت    ،         r s− .            )تمرين کتاب(    

 

 

 

 

     r    s                   r s+       ت    ،         r s+  )تمرين کتاب(           . 2

 

 

 

 

                        −  ،            آ گ +  ........   − 2 5 ............ 

         ت  /  ت             ت  /      ت  

       ت  /       ت                    ت                           /      ت  

 

 

 

        a ,a ,a3 2 b        ص  ح             1 ,b ,b3 2       ه                  ا       ا  ، آ گا     1

a)   ت      ح ص         b )(a b )(a b )− − −1 1 2 2 3  )تمرين کتاب(                                                         ت.  3

 

 

 

 

       a ,a ,a3 2 b        صا  ح      1 ,b ,b3 2    ا    اه  ا    ا       ا    گا     ا  ، آ گا    1

(a b )(a b )(a b )− − −1 1 2 2 3  . . . . . . . .    ت             . . . .. . . .           3

    .    /    ت   ت  ه                 ت     

     .     /      ت   ت  ه                    

      .ف   /    ت   ت  ه                 ت     

    . ف   /    ت   ت            ه ح لا     ت     
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f   g    x  اا      ااع   a=  پ   اا ه    اا  ،    اات    اا     ااه     ااد پ   اا ه  f g+    x a=  

   )تمرين کتاب(                                                                                                                                               پ    ه   ت.

 
 

 

 

   ت. n           3    ، آ گ    n2       3 ک        ع          n     ت          

 
 

 

 

        n           ک        ع n2      k    آ گ ،    n          k    ه  ت  ه   ط آ k  ج  اه  اه    

 . ه          1                        

 

     :     2    ج  ه  ه                  12)          ت!  n2      12     ً      ،    n       12 ع                

= 212 2 3  

 

 

 )تمرين کتاب(                                                                                                ت.       3   ت       

 

 

 

n  ااا    (n )+2 21
4

n   عااا   اااه  n اااه       ااا    1   اااک  ااا          ااا ، ،6

n   ت     : ,= 3   )تمرين کتاب(                                                                                                                               .4
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              ؟                                ه  ک          

 
  ت.  ح ص  ج ع  ک             ک        ،         

   ،            ت.  ح ص  ض    ک          غ   ص       ک      

  ع  س                           ت.

       x     y ،                x y+         .ت   

 

 

   :یاثبات بازگشت 

   آ  .                                                                    ،  ه آ ه    :           

 

 

p ا            ،        ص                      p      q ع    ف                q   q p  ا        ات 

p              جه                q    ت               ت   . 

p د              س      ط د     ص  ح   ت.  ع          q       ص  ح     ، آ گp      q       ا    

                                    ،        گ              س   ت.  

a ع                    b    a b3 a                                     ت:                3 b a b  3 3. 

               a b     a b2              . چ  ؟!   2

 پ      .                  آ        ،  ه                 ح    ه      ه ه      

    ص  ح       د      ح  ،  ه  ک  ا     صا  ح  ا  ه                                    آه      ه

-   ،       ا             ص ت آ         ظ   ج       .    ه    ت       ت      آ                    ه      

        ص  ح      . 

 

 

  ا  صا      ا .               ،                        ت  ه حا  ق  آ   ا                        

   چ     ج    چ                                       ت.

 

107



 
 

 

 

Bahmanmoazzenipour

38 

 ورپمؤذنیاستاد  | ریاضیات گسسته | 1403 ویژه کنکور

         a  :     ح        ت     ،    ت    a
a

+ 
1     تاب(ک  )تمرين                                                 .2

 

 

 

 

         a  :     ح              ،    ت    a
a

+  −
1     )تمرين کتاب(                                                 . 2

 

 

 

 

       a     b  :     ح          ،    ت       a ab b+ + 2 2     )تمرين کتاب(                                           .0

 

 

 

 

x    :      ت x     y               ح         y xy x y+ +  + +2 2     )تمرين کتاب(                              .1

 

 

 

 

x   ت     :  x     y     z         ه     ح         y z xy xz yz+ +  + +2 2     )تمرين کتاب(                  .2
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           ؟    ه                   

 
"a b

ab
+


2

"      "( a b)− 2    .                     a     b   ه  "0

"n2       4      "     "  n        4      " ه  n    ت        ع  . 

 ".        ت AB   ط         پ     C ف ص ه   طه  "      "ت    AB   ط          ص  پ     C   طه  "

 a b ab+ + 2 2 0     ( )a b a b+ + + 
2 2 2 0 
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 ( یدرس اول از فصل اول )استدلال رياض  یتمرينات تشريح

 

       a     b      ص  ح       ab       ف       ،    تa b+2  )تمرين کتاب(                              ت. 2

 

 

 

 

 

 )تمرين کتاب(                                                 ،      ف     ت.     ت         ع     عد        ف 

 

 

 

 

 

 (با)تمرين کت                                 ت          گ   پ ي        ع                    ط    ت. 

 

 

 

 

 

 )تمرين کتاب(                                                          خ      :                     ک          

       A B     x B    آ گx A    

       AB     BC    آ گAC 

       x A     A B    آ گx B 
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   )تمرين کتاب(                                                                                ؟             ه    ه          

 "n  .ت      "      "n2  .ت      " 

 

 

 ." ه  ک ف ص ه   ت  C           AB  طه   "      "  ت  AB ط           ص  پ     C  طه   " 

 

 

k4    k   ت         ع        ص  ح  ص     +4  .k  ت  ه    آ   1

 

 

 

    )تمرين کتاب(                      ت.      آ         گ                  ح             ت          گ 

 

 

 

 )تمرين کتاب(                                       (    ت     :                  ه             )           

x   y   و ت   yx
;

y x
+  2

 
 

 

 

a b a b ab ; a b+  + + 3 3 2 2 0  

 

 

a

a


+

2

4
1
21
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ab ; a b , a , b + =  
1 1 0 0
4

 

 

 

 

     )تمرين کتاب(                                                                                   . ه  ئ  لا              پ  خ      

a : ج          ط     ه  a     bآ         ص  ح     b (a b)+ = +2 2  ؟2

 

 

 

 

 ط     ه:   ج         x     y  غ  ص  آ         ح        
x y x y

= +
+
1 1  ؟1

 

 

 

 

       m  :     ک        ت         ت m
m

+ 
2
4  )تمرين کتاب(                                                    .3

 

                                 
m

m m m m m
m m

+
+     +   − + 

3 3 2 3 2
2 2
4 43 3 4 3 3 4 0 

m = m     ع   ه   جه   ه ف     ت، پس          ه 1− m− +3 23 4     m+  پذ     ت.  ع  : خ  1

m m (m )(m m ) (m )(m )− + = + − + = + − 3 2 2 23 4 1 4 4 1 2 0 

   ت، پس       ف                   ت.   ک     ح        ت mچ   
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+vp جاا         ااه  v،  اا   صاا  ح p   اات    اا   اا     اا   اا           اا       عااد  1

 )تمرين کتاب(            .

 

                                                       vp k vp k vp (k )(k k )+ = → = − → = − + +3 3 21 1 1 1  

k          ف ض − 1              p            ،    k k+ +2 1          v :ت. پس   

k pp k
v (p ) p v p p

v k k

= +
 = −

⎯⎯⎯→ = + + + + → = + +
 = + +

1 2 2
2

1
1 1 1 3 3

1
  

p    ص  ح    p ع                     p+ +2 3 p(p ج         ه  3 p )+ +2 3   عد        ت.  3

 

 

              لا          :    ه 

     p = v    ، آ گ       ص  ح   2 = +  + =22 3 2 3 +pv                   ج         ه: 13 =  + = = 31 2 13 1 27 3. 

      p = v    ، آ گ       ص  ح    3 = +  + =23 3 3 3 +pv                         ه:  ج 21 =  + = = 31 3 21 1 64 4. 

      p = v    ، آ گ       ص  ح    5 = +  + =25 3 5 3 +pv              ج         ه:  43 =  + = = 31 5 43 1 216 6.  

 

 

f ج         ه     f   ت         ع  چ     f−=  )تمرين کتاب(                                                        . 1

 

y      ع   ه    ت  ه  ط     x=    ،              ج        .          ع      y
x

=
y      ع  1 x= −.   
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 اد ک د 

               

             

                 

               

                        

         

               

                   

              

            

              

         

               

                   

              

           

ا  اد او 

             

                

             n!

 

  اد ک د  )شمارش با شمارن ه( 
آ   شا  ء    ا    ا   ه     ا      ا     ا   ا  ت  شا         اا        ش ء                          

  ت   م     ه ش   ا     ط 

  ا    ا  شا       ا    8      4    2 1   ا      8ها    ث اع  ا             شا   ا  ش ء         8          ث  

     

2|ا   ا م    ها م   اث م  ا  ا ا     ا    "|"      ا  ا ا                  12 ا       2 ا     " ا  ا م      ا    12

  "   ش                  

 

2|   ط            ع     2     12         ت ا  ا                      12
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       اع   تا       ا   تا   ا        b       a  ع )       b              ا   ش  a  غ                      

b  : ط           ش     ش      q        ا      qa=     ا شع:             ض      

 

a |b q ; b aq   = 

 

   a|bا    م:            اک      a        b     ا  ش          b    a        ع  ت    

 :        ث  

| , | , | , |− − − −26 2 6 2 6 180 

 

 

  اا   هاا د  اا    اا        اا    ااع    اا      اا         اا     اا  هاا   اا        اا    اا   

0|      ا    گ :              ا    a  

 

 

       طا      ترفند:      ش  ص          ا  a |b ا ي    اع   ا   b
a
    ا  شا     شا     را    آ   ا    

            ش   

 

 0|    :                                      م                             :قرارداد 0   

 

 

|     ط  x           چ              ا  x x− +4 20 4           ع؟3

      1  2  3 
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a|       ع      :              a    1        ع    ه           غ        ا         , a |a 1 

 

 

aه ت       |b :            a | b−   a |b−    a | b− −  

5|         ث   |     ا     ت يع   :  س     10 , | , |− − − −5 10 5 10 5 10   

 

 

 

aه ت       |b  :     ث  ع             

 a | b−   

 

 

 

 a |b−   

 

 

 

 a | b− − 

 

 

 

a2    ab|   ت   = b  ش   ث  ع       60 |30   
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       ش   چ      ع            ؟    n!455     آاک     ط    n  چک      ر       

 7  4  10  14 

 

 

 

 

 رابطه  اد ک د  یهایويژگ 

m       ط       ش    ط         m   n ت      n :  آاگ                                                               m na |a  

3|     :                      ث   52 2       |5 83 3  

a                                                                  ش    :     ه چ    ه           ه                  a (a ) 

 

    :    چ ق    چ ق                            ط  

 

 

  a   ش     آاگ    b a  ه                      بيان ديگر: تb        ش          :   ا          a |b a |mb→   

      ض             ا    گ    ع    ع    ط                 ه              

|                          ث  : |− → − 2 6 2 6 5   

 

 

 

a ت       |b      n                                                                                              :  ط       ش   آاگ       na |b     

|                 :          ث   |→ 32 4 2 4    
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a       ا  ع        ت      2 کس   ژت      |bc    ا     ت يع                م اa |b    a |c   

                   ث                   :

| ; | , |

| ; |





3 6 9 3 6 3 9

4 2 16 4 , |

| ; |

2 4 16

4 6 2 4 , |6 4 2

 

 

 

 رابطه  اد ک د  یهایويژگ 
    :   غ      غ   ط ف                    ط           

n

ab c a c,b c

a b a b

 


 

 

 

                    ض                       غ   ا    ر ا م ط ي         ط                   

     

 

 :     

k

k

a |b ka |kb

ka |kb a |b





 ⎯⎯⎯→




⎯⎯→
0

  

                  :        ث  

 

| |

| |





 ⎯⎯→




⎯⎯→

3

6

2 8 6 24

12 60 2 10         

 

 

                               ط        ا       :ط ي         ط                  

n na |b a |b , n→  

|         :                  ث   | ( )− → −3 32 4 2 4 
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a ت      |b      ط         m     n  ش        ت ا     m n :  آاگ                                                    m na |b  

|                  :          ث   |→ 2 32 4 2 4 

 

 

 

 

 بدانيم:  

a b a b a b a b     

 

 

 

 

 رابطه  اد ک د  یهایويژگ 

                                                               :       ع           ع      ط                  
a |b

a |c
b |c


→


 

|          :                   ث   | | →2 6 6 18 2 18 

 

            :        آاگ       ع      ض  آا      ا     ت                گ              

a |b
a |b c

a |c


→ 


 

            :                 ث  
|

| , |
|


→ + −



2 6
2 6 14 2 6 14

2 14
 

 

mx      ع   :  x     y    ب  ط             ny   آ      m   n       ه            
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  ا :    ا        ا ا   ا    ا       آا ا       اب  طا  ها        ا     ا   آاگا               گا  ت          

 

a |b a |c a |mb nc → 

 
                      :        ث  

| |

| |

 +  
→ 

 −  

2 6 2 4 6 3 10

2 10 2 9 6 5 10
 

 

 

 بدانيم:  

 

 

 

 

 

 ا            ا       ا م ا ا         ا  ع        ت            ع       ض           گ     5 کس   ژت      

        ت ع          آ                  

  ث                   :                 

| ; |+5 2 8 5 , |2 5

| ; |−

8

4 2 10 4 , |2 4 10
 

 

 

 

 رابطه  اد ک د  یهایويژگ 
a                                  هم ض            :   ط ي         ط                   |b c |d ac |bd → 

|:                             ث   | | →  2 4 3 9 2 3 4 9 
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 ط ي       یبديه          هم              ق         ط              ا    است که:

                    :        ث  
||

;
|

+



5 55 30

5 15 |

+

−

30 15

5 5




− 30 15
                                    

||
;

|

+



2 52 4

5 15 |

+

−

4 15

2 5




− 4 15
 

 

 

 

 رابطه  اد ک د  یهایويژگ 
a ت      |b     b  a                                                                                                             ش   آاگ    0 b 

 

 

  اا    شا                    ط             ي ظ        ع          ا           ع چپ ا ا    :غيررسمی   

  ا           ع    ع   ش ! 

−|                    :    ث       →  −2 10 2 10 

 

 

 

a ت      |b     b |a  :  آاگ                                                                                                                     a b=  

 

 

 

 

 رابطه  اد ک د  یهایويژگ 

                              م:                ا              ط ي         ط  
x y
z tx y z ta b a b


⎯⎯⎯⎯→

0
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m+7ه تااا     6   m+6   ااا      شااا      ااا  a ااا   ااا    ااا      غ   ااا    5

aث  ع     :  = 1                                                                                                                                   )تمرين کتاب( 

 

 

 

 

a ت      b |a c+ +     a b | c+  :آاگ   ث  ع       2

 a b |a c+ − 

 

 

 

 a b | a+ 2 

 

 

 

|ه ت       k +5 4 |آاگ   ث  ع     :  k      آ   1 k k+ +225 16 28  )تمرين کتاب(                      6

 

 

 

 

| ت      a b+11   :     ث  ع| a b−11 6  )تمرين کتاب(       5

 

 

 

 

130

131

132

133
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a              ش      p              a ت      |p   آاگa = 1   a p=   

 

 

 

    ش      1         آ                       ه            ر    

 

 

 

a ت   b a−   ش ؟ت        ت        ع    آ   

 a a b−  b a b−  a b  a b b− 

 

 

a b a
a b a (a b) a b b

a b a b

−
 − − −  −

− −

 

 

a ت   m+5 4   a m+4  چ                      ؟ aت        آ  6

 

 

 

 

 

 

yxz ت   +    x z y z− +2  ت  :آ   2

 z x y+  y z  x y  x z x y− − 

 

 

134

136

135

a m a m

a a , , ,

a m a m

−




+  − − 


 =     

 
+  + 

 

4

5

5 4 20 16

14 1 2 7 14

4 6 20 30
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xچ   ارط                               x
y

x
− +

=
−

2 3 8
1

          ؟ 

 

 

 

 

شا        ب                   ر       ک       آ                  ه                 ت     ط ف      

         م                      ش    پس  ا ع                      ا                   ع    ع    

  ه م             گ :           ه   آ                              ر   چپ    

F(x)   x   آا              ا         a−    ع        F(a)        :   

 

x a F(x) x a F(a)−  − 

 

 

  
 ج آ    ا                     ا      ش     ي    ع y        ک      ه                   :

        ش                          ج      ر         ه          ش           ج               ش    :

x

x
x x x x x

x

x

− = 


− = 
− − +  − −  +  −  

− = 
 − = 

2 2

1 1

1 2
1 3 8 1 1 3 1 8 1 6

1 3

1 6

 

 

   ا      ا    ا  چ   A(x)      م                      ا    ر  م چ        2                س  

     B(x)  ي  ع   ش  B(x)        A(x)  ه م        

R        ع   : A(x)    B(x)  ش         ا    ر  م  B(x)  ش   x      ت  A(x )=   

 

 

137
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A(x)      ا    ر  م          ث   x x= − +3 3 4    B(x) x= −2  ع   :          4

x x

R

 − = → =

 = −  + =

3

2 4 0 2

2 3 2 4 6
 

 

a        a        چ    ر    ط         +2 3    a−3    ع؟        

 

 

 

 

n           ط   n         ط          گ  n n+ + +34    ق              ع   : 1

 67  59  63  141 

 

 

n n

n n
n n n n ( ) ( ) n

n n

n n

+ =  =


+ = −  = −
+ + +  + − + − +  + −  

+ =  = −
 + = −  = −

3 3

4 67 63

4 67 71
4 1 4 4 4 1 4 67

4 1 3

4 1 5

 

 

x              (a,b)  ار ط  
y

x
−

=
+

3 1
2

   چ   ارطا   ا    ا    ژتا        ا a,b        ا    ت      

 (1401)سراسري                            ؟   

 1  2  3  4 
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139
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         x xy y− − + =24 3 2 1  ت   ؟   چ   ارط                     0

 

 

 

 

ax ت    b f(x)+        ت ع     b
a
      ط ف    اع  ا            اس  x    ع چپ              )  ش   −

    ک  م    ف        ج                      آا                                         آ     

 

 

x         ط    x         ر       چک      | x+ +3 2 5               ع؟  ق     7

 1  1-  3  3- 

 

 

 

 

a      ط    b5  ت       ع   ع؟     ا     9

 a b10 17  a b7 12  a b8 15  a b9 6 

 

 

 

 

a ت   |b3    ؟ا  ع    عه                     ط   2

 a |b  a |b5 4  a |b6 5  a |b2 
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143

144

141
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n     a                 ر     ط          a ت      1 | n+11 3      a | n+5  n  آاگ                     ا    4

 (98)سراسري خارج                           ع؟   

 1  3  4  5 

 

 

 

 

n ت      |(n )− + 22 3  (1400)سنجش                              ع؟    n  ش       ع  ر     ط        1

 8  19  21  30 

 

 

 

 

 اياي ب  دوجملهپذي ي دو جملهبخش 

n ت     
p
p                                                                                           ت  : ط       ش   آ   p n na b a b− − 

n ت     
p
p                                                                                                 ت  :   ج   ش   آ   p n na b a b+ − 

n ت     
p
p                                                                                                   ت  :ي     ش   آ   p n na b a b+ +  

 

a        ط   b c+2        ع؟        ا     ت    ه      (n ) 

 
n na b c−  n na b c+  n na b c−2 2  a b c− 
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                       nA { n: | }= +65 2  ع؟        100        ط                       1
 

 

n n n n
k n ( k )

n ( k ) k / k /

k k k / k n(k)

+  + +  = +  = +

    +    +    + 

  +            = − + =

6 665 2 1 2 1 2 1 2 1 6 2 1
6

1 1001 100 1 6 2 1 100 2 1 0 16 2 1 16 6
6 6

1 2 1 16 0 2 15 0 7 5 0 7 7 0 1 8

 

 

       +10 1011         ع؟                2

 13  9  125  117 

 

 

 

 

 ت      nA n :=  −63 2         ع؟  Aت                       آ  1

 

 

n n n
k n k n

k k k n(k)

−  − −  =  =   

          = − + =

663 2 1 2 1 2 1 6 10 100
6

10 10010 6 100 2 16 16 2 1 15
6 6

 

 

       −30 605       ا  ع؟         ه                  2

 27  31  61  63 

 

 

( ) ( )− = − = −30 60 3 10 6 10 10 105 2 5 2 125 64

n    هم ط       ع   هم   ج              n na b−     همa b−        ع   هم       a b+ :         

149

151

148

150
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− =

+ =

125 64 61

125 64 189

    ط ف   گ :

= 3189 3 7

 

  ليه مشت   و کوچکت ين مض   مشت  بزرگت ين مقسو  

 )تع  ن ب.م.م و ک.م.م  و         ( 

    ض                     آا       م:  84    72             

 

72 36 24 18 12 9 8 6 4 3 2 1 72 

84 42 28 21 14 12 7 6 4 3 2 1 84 

 

   ع   12  ه           ت     آا         ش   ر     6        84    72              ه    ط       ش ه      

  ا                    آا       م:    ض  8    6             

 

    72 66 60 54 48 42 36 30 24 18 12 6 6 

    96 88 80 72 64 56 48 40 32 24 16 8 8 

 

   ع   24   آا                ش           ه          چک    8    6              ه    ط       ش ه      

 

   م        ا                        گ       م                                                      

       م                                         

 

ب.م.م  =حاصلضرب عوامل مشترک با توان کوچکتر 

 

 ک.م.م =مشترک وامل غيربا توان بزرگتر و ع  حاصلضرب عوامل مشترک
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     م:  84      72                       ث  

B.M.M

K.M.M

 =  =  = 
→ 

 =   =   = 

3 2 2

2 3 2

72 2 3 2 3 12

84 2 3 7 2 3 7 504
 

 

)   ه        هم   a      b            ش    )                             ر         ت        d  ط             

(a,b)ا   م       ا       ت   م       d=   :  ه ت      ش ط     ه               ش  

d a,d b
(a,b) d

m :m a,m b m a


= 

  

 

 

     ت     ع    ه   ر          ش      گ       d        ش ط              

 

 

 

    

 

 

 

 

 

)                    :        ث   , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )− − = = = − =4 6 2 49 1 016 16 10 5 5 

 

                 a    b         ش       : 1    آا     ت   م  ه ت              هم      ا  ع  (a,b) = 1  

,)                :        ث   ) , ( , ) , ( , ) , ( , )= − = = =15 1 27 1 49 1 1516 1       
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 a   b  ا      غ   ا       چک           شا    ) ا   ا      ا              ا     c  ط             

[a,b]ا   م     م       ت    c=   ه               ش  :  ه ت      ش ط     

a c,b c
[a,b] c

m :a m,b m c m


=  

  

 

 

 

 

        چک     ع    ه        ش      گ c        ش ط              

]                 :        ث   , ] , [ , ] , [ , ] , [ , ]− = = = − =10 15 30 4 6 12 4 9 36 16 4 16 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 آاگ  :   ش                    a     b ت     

(a,b) |a a |[a,b]
,

(a,b) |b b |[a,b]
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 ورپمؤذنیاستاد  | ریاضیات گسسته | 1403 ویژه کنکور

            [( , ), ]627 429  (98)کنکور خارج                        154

 

 

 

 

                n+3 2    n+7  )کتاب درسی(                           9

 

 

 

 

n          n+11ه      ط                       عث   9     n+5  ا  ع    هم     ه      4

 

 

 

 

 رابطه  . .  و  . .  یهایويژگ 

a              ش        a     bه ت       |b :  آاگ  
(a,b) a

[a,b] b

=


=

 

 

k,k)آاگ  :  k ا         ت                ا  ع    هم            ه      )+ =1 1    

 

 

 

 

 

 

152

153

154
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 رابطه  . .  و  . .  یهایويژگ 
)آاگ  :   k      ت   ا        ه              ي          ا  ع    هم  k , k )+ + =2 1 2 3 1    

 

 

 

 

 

 

(p,q)              ا      شا    آاگا  :     p      q ا         ت    ه                     ا  ع   م       = 1    

)                 :        ث   , ) , ( , )= =7 29 1 3 5 1   

 

   ا    ا ا    گا :     ااا  ع  ا  هام      a      pآاگ            شا     a        ش      ر               p ت      

 

p|a (p,a)→ = 1     

7|          ع     7 :        ث   )ش       س ا          10 , )=7 10 1  

 

 ا        ا م ا ا   p|a   ي ض   ع        ا    گ            pش ط                       ژت  ي ق             

4| ا              ث   ارض:   ا  ع   م     a     pا     ت يع       , ( , ) 6 4 6 1  

 

 

 [a,b]|(a,b)                         ش    آاگ  :      a    bش            ت                      آا          

 

          آا     ع          چک                     ه   
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 رابطه  . .  و  . .  یهایويژگ 
 ض   آ      ا       ا    اع     ا : ه               a      bض                                     

 

(a,b)[a,b] ab= 

 

   ض   آا               آا    ر  م                  ي    ع                       

]            :                  ث   , ]
( , )
 

= = =  =
18 24 18 2418 24 18 4 72
18 24 6

 

 

 

  ت         ا  ع    هم       ش   آاگ         آا           ع            آ              کس  

(a,b)                                                                         :               ش   a    b      ت   [a,b] ab=  =1  

 

                         هم      ا   ت          ت      ط ق آ            هم         ش   

  a    b      ت  
 
(a,b)                                                                                 ش  : [a,b] a b=  =  

 

   ا   ا  ض                       ا  ع     ک     آا ا        شا     گا       ا     a          ت       

   ) م      س 

   :                                                                                                                        a |bc (a,b) a |c = →1  

)                    :      ث     , )
| m |m

=
⎯⎯⎯→

58 15 8 5   

 

 )تمرين کتاب(                 ه                         ع آ        

([m ,m],m )2 5  

 

 

( m, m )32 6  
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( m , m )+ +3 1 3 2  

 

 

[m ,(m ,m )]7 2 3  

 

 

([m,(m,n)],(m,[m,n]))  

 

 

)nا  ع          ي                    گ :   n2       2ه              2        , k )+ =2 2 1 1  

 

 

 

 

  چند خاصيت ديگر در مورد ب.م.م 

n n n

(na,nb) n (a,b)

(a ,b ) d
(a,b) d

( a,b) (a, b) ( a, b) d

a b
( , )
d d

 =

 =

=  
− = − = − − =


=
1

 

 

 

,a) ت      ) =4 2     (b, )=4 a)  ش         2 b, )+         ع؟  4

 2  2     4  4  1     2 
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aي     ش     b ت      b  ر          ش             ت      گآ      ab18     a212 ع؟        

 

 

 

 

 )کتاب درسی(          ؟    ع ا    عش        ت                  n    na    nb ت       ه      ط        

 (a,b ) b=2 2  [a ,b] a=2 2  (a,b) b=  [a,b] a= 
 

 

 

 

]     ط  n        چ                 ,n ] n− = −23 3 23    ش ؟            69

 85  88  86  87 

 

 

 

 

          a a+ +2 3     a−     ت            ع؟ا  ع    هم           1

 a k= +5 1  a k= 5  a k 5  a k +5 1 

 

 

 

 

      ( a , a )− +3 2 6  چ                 ؟  2

 1  2  3  4 

 

 

158

159

160

161
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(ax,by) ت      =    ا     ت    ا    ع   ع؟       ش  1

 (a,b) = 1  (x,y) = 1  (a,by) = 1  (b,y) = 1 

 

 

 

 

ها  ا ا        اع     ضا    کاس آ   ا   ا   ا  آ  ت       ا  ع    چ             ش   ا ا ع     

 ا            ع:

n m

(a,bc) (a,b) ,(a,c)

(a a ...,b b ....) (a ,b )

(a,b) ,(a,c) (a,bc)

=  = =

=  =

= =  =

1 2 1 2

1 1 1

1 1

1 1 1

 

 

 

 

 در مورد ا  اد او  ینکات 
      P                           ا  ش       1ت     ه ت      ه د       گ      

 

N                                N ت      ط          p p p ...  =   1 2 ها         ش          ر     3

)                                                                           ه        :  N)    ث ع          ط      )( )( )...+ +  +1 1 1  

 

 

    ه                 ع           رN             ش           ي ق      2) ث ع   

         ع   :  720ه                    ر            ث  

( )( )( )= + + + =1 1 2 1 4 1 =ه   ط               ر    30   →2 4720 5 3 2 
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mه    ث ع                       ر     nx = 2  ه    ث ع                       ر     5

x
40

 (1400)سراسري           ع؟     x       ش     ع         ر     12  

 500  406  800  1280 

 

 

 

 

 

   م:      ط                   !p     n               ا              

 

k
k

n n n
... ; p n

p p p

    
= + + +             

2              p 

 

 :        ع    10!     2                      ث     

     + + = + + =
          

10 10 10 5 2 1 8
2 4 8

 

 

 

 

a    اام:  n اا    هاا   اا   ط   اا    a an! ...=   1 2 32 3 i     اا  5
i
a



=

1

n اا         = 20  

 (1400)سراسري                                                                                                                                      ع؟

 28  32  36  40 
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   ااا        a ااا   ااا   ط   ااا    شااا   چ ااا   ااا    ااا      ا ااا   n تااا   

   a | ( n , n )− +5 3 4  (99)سنجش                                                                                                                                ؟  1

 2  4  6  12 

 

 

 

 

 

n+4    اااا    n اااا       چ اااا   اااا   ط   اااا          اااا    1   n−5  ا اااا ع  3

 (95)سراسري خارج                                                                                                                         ؟   ا       م    ه   

 4  5  6  7 

 

 

 

 

 

n+3    ااا    n ااا       چ ااا   ااا   ط   ااا     ااا     ااا    1   n−14  ا ااا ع  9

 (1400)مشابه سنجش                                                                                                                           ه    ؟       هم    

 22  878  875  843 
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 یساز متباين 
ش     ا   ا            ع    ض   آا             a      b                      ه                          ط 

                          ا  شا                 چک                                                    

      ع                          ا  ع    هم     ه           چ  

(a,b) ش    ط                     a     b ت     d= :                                                          a b
( , )
d d

= 1 

)                     :        ث   , ) ( , ) ( , )= → = =
30 5430 54 6 5 9 1
6 6

  

b ت  ي ض    م  a
b' , a'

d d
=    شع: آاگ      ه م    =

a a'd
(a',b') , [a,b] a'b'd

b b'd

=
→ = =

=
1 

 

 

(a,b)       ط       ش       a     b ت      = 7     [a,b]= a  ش      ر       315 b+     ع؟        

 98  104  306  322 

 

 

 

 

 

[a,b]    ااااا    ااااا      شااااا    ااااا   a   b تااااا    (a,b)= 60   a b+ =      ضاااا  136

 (1401و سنجش    99)سراسري                                                                                                                   ع؟           آا  

 42  48  52  56 
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 و  ) اد ک د  و  . . ،  . . ( درس د  یتم ينات تش يح

 

a ت       1     a | k +9 4     a | k+5  )تمرين کتاب(                    ع     aآاگ   اش    ه    3

 

 

 

 

 

a     a ت      | k+9 7     a | k+7 a  آاگ   ث  ع      6 = 1     a =  )تمرين کتاب(              5

 

 

 

 

 

aث  ع       ت      b |a−    آاگa b |b−               )تمرين کتاب( 

 

 

 

 

 

| ت      k +5 2 |  ث  ع     :   1 k k+ +225 14 19  (96)تمرين کتاب و کنکور        6
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b ت      |n+ 1     b |n n+ +2 9 bث  ع     :    1  )تمرين کتاب(     7|

 

 

 

 

b تااااا        m|n     شااااا    ااااا  ااااا  ت اااااا  m   n    ااااا    ط   ااااا   1

mث  ع     :  nb |b− −1  تمرين کتاب()                                                                                                                     1

    

 

 k k ka (a )(a a ... )− −− = − + + +1 21 1 1     

m|n n mk , k→ =  

n mk n m k

n m m k m k n m m n

q

b b b (b )

b (b )[(b ) (b ) ...] b (b )q b |b− −



− = − → − = − →

− = − + + → − = − → − −1 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
 

 

a ت      |c       ([c, ],(a,[a,b]))1        تمرين کتاب(              ع آ( 

 

 

 

 

n        n+12 ت                        ط        7   n−5 ا  شا    آاگا   ا ا ع  ا  هام       2

 )تمرين کتاب(                     ش                     ع آ      ت      ر   
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| اااا    ا ااا ع   ااام     a   b    ااا     (a b)+  ااا چک       ااا    شااا     254

a     36                                                                                                                                                  )تمرين کتاب( 

 

=  ا م        2 236 2                          ش    چ           ع! a   س       ع    ا م 3

| , | | (a b) (a b) q a b k
|(a b)

| (a b) (a b) q a b k

 + → + = → + =
+ ⎯⎯⎯⎯⎯→ 

 + → + = → + =

2 2
1 12 54 3 542

2 2
2 2

2 2 2
54

3 3 3
 

aا        ک   b+       2         3     ع   

            a      b     ش  !       ت   ث م     3            2   ا          ا  a             ش       اط     ا ع     2ش  a b+  

   م     ا       )  ف ي ض  ئ   !   ش      گ  ا  ع     2ا         b      ع   

                                   ه    :b)ه چ     a                 س    

k s ta ...=   5 7 11 

] ا    س     م:             ش    ا   ا        ا  ع   م      a    36     ض    ع     ,a] a=36 36  
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سا تار ا  اد  حی 

2    ر        

3    ر        

4    ر        

m    ر        

Zا  از م مو ه 

       ي   

  س هم     

 ي              

           ي  

مسا   ت کیب 

            

 ضیه تقسی 

ش ط       ا  

              

    ث   ر   

            ا  
 

 

 

  ضيه تقسي  و کارب دها 

  
شا ا     ياع      r      q    ا     ا       ک ا       شا     ا    ط   ا    a                  b ت    

   : ط     

a bq r , r b= +  0  

      م  ث          ر  م    ج                     ع   آ           ث       

       r      ج   ا ع       q            ر     b    ر         aه  اط                                      

 ت   م   ا           

 

 

   ه               ر           چک     ش     ا              ش    ه چ    ا       ر  م ا           

 

 

a b
q

r
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         ث ع     م     م             ا    ر          ش  آار   آ         ر                 ت        

 

 

 

   م  ا       ا    ر        ت             ر         ش  آار    ر               آ   م     ت         

      ت                  

 

 

 

 

     ا     ت يع      ع   س      ا        ا   ه                      ش     ش               ر  م         

−b         2     1  ا    ک           ا                    b       ط         a              ر  م      ع  1

 

 

 

 :       ث    

;                                             م: 7     25ر  م        q , r=  + = =25 7 3 4 3 4   

)                                         م:   7     -25    ر  م    ) ; q , r− = − + =  − + = − =25 28 3 7 4 3 4 3 

 

 

          7          -25            چک                       7       -25         ر  م   ه  اط       ش ه        

   ا           ث ع ش  !     ج    ع    ط       ظ     م         -28  ش   )       
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        ع؟  7     -37    ا    ر  م      
 

 

 

 

   م     ج    ع ث  ع   ا                    ر          ض ي       3         ر          27       ر  م     

 ش       ج    ع      ر  م        ع؟  ا    م                   6   

 
 

 

 

x+7   ا    ش         x     20       7  ا    ر  م         ت              ع؟     14    1

 2  4  6  8 

 
 

 

 

 ش  ؟        15  ا                21    ر  م چ                   

 93  40  41  42 

 
 

 

 

       ض ي          ر       ث  چ              ع   7     ج    ع    23  ا                 ر  م    

 )تمرين کتاب(                 ع  غ     اک  ؟   م       ج    

 4  3  2  5 
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    ر ا       ث   را   شا    ا    اا   ا ا   ا  ج   ا ع  ا          68       ر  م  ر           

      ر  م        ع؟

a bq r r b

q q
b ,r a q

q
r b q Max(q) Max(a)

Max(q) Max(a)

= +  

= =  = +

         =  =  + 

=  =  + =

0

68 68
2 2

1350 0 68 0 136 135 68 135
2 2

134134 68 134 9179
2

 

 

            ج   ا ع     ا    430       ه  ا    ر  م آ                     9چ       ط              

 (99)سراسري                      ش ؟ 

 7  4  6  5 
 

 

 

 

a   ع  ر  م     ط        ت     ج         ا     ش   چر                      ش             3    11       9

         a−9     24        (1400)سراسري                    ش ؟ 

 
13
22
  6

11
  1

2
  5

11
 

 

 
 

 

   اا  چ اا   راا        اا    ااا      اا   اا  ج   اا ع   ااع   ر اا        b اا   91    ر اا م  

 ش ؟   ک    ع   ش     

 ه د  ر     3  2  1 
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        ع؟  21  ا                ش          128        231  ا    ر  م          ت        

 

 

 

 

   ش ؟ 10ه             ر  م    ه          آ   725                    ج    ع    چ       ط 

a bq r r b

b r r b

r b b b / b

r b

r b b b b b b / b

b n(b)

= +  

=  +  = −

   −      =  


   
   −         


   = − + =

0

725 10 725 10

7250 725 10 0 725 10 72 5 72
10

0
725725 10 725 11 65 9 66
11

66 72 72 66 1 7

 

 

a  ا     ش             29      15    ب           a      b          37ر  م       ا           b−    37  ع؟        

a q
a bq r a b (q q )

b q

a b q

= +
= +   − = − + − 

= +

− = −
+ =

37 15
37 15 29

37 29

37 14
37 23

 

 

   ا          ع؟  ش       ث   ر             12     ج    ع         542       ر  م   ر       

 

 

 

 

a  ا         ش                      a    23        17 م       ج     ا    ر  ت        
2
        ع؟ 23     

a bq r r b a q q k a ( k )

a
a k k

= +    = +  = +  = + +

= +  = +

0 23 17 2 1 23 2 1 17

46 40 23 20
2
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        ع؟  a     42  ا     ش     ش          6      4  ا       ب          7     6    ر  م     a ت     

 30  8-  34  32- 

 

 

 

 

        ع؟  a    72   ر  م    ا    ش          7   5          ب       9     8    ر  م     a  ا    ت        

 59  61  69  71 

 

 

 

 

  ر اا م   اااا          63          شااا  2   5    ب     ااا   ااا  7   9 ااا      ااا    a     اااا تااا        

a    63     ع؟        

 1  23  7  9 

 

 

 

 

  اا    ر ا م   شا            8   4   2    ب    ا   a             5      7      11  ا    ر  م     ط              

 (97)سراسري خارج                      ع؟     a     23   ت                 

 8  9  11  14 
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a+5  ا    ر  م  ع         a    6        2      8       4  ا    ر  م                  ع؟     12     3

 6  7  8  11 

 

 

 

 

 ا      ا   n      ا    ا       ا                 ت         ر  م                      ر        ر     

  ش              n  ش    آاگ        ا      

   ع    ا  : 10ا               ا          ش    10                ه        ث م  ت      ر      ر       ر   

 

a , b
r

=  = 
=  + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = 

20 10 3 10200 30 6 20 2 10 

 

 

 

a+3  ا    ر  م    ت          چر     ع؟     a    25 ر  م       ا    ش         10        25    1

      k    گ      15  5  3 

 

 

 

 

| ت   a+21                 ؟     چ     a−2     14  ا    ر  م       5

      1  2  3 
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 ا     39  ا    ر  م      ا    ا    ع        7   5    ب          13   9   ا    ر  م               

 (94)سراسري خارج                        ع؟   

 12  02  21  24 

 

 

 

 

  

a    ر  م    bq r= (a,b)      م: + (b,r)=  

 

 

a    ء            ع        a     b   ج    ع  ر  م   
b

a        ت  bq r= a  ش   آاگ  :  +
q

b
 =
  

  

 

 
 

 

a   ت   k= +12 a+5  ش      ج    ع  7         ع؟  k     ب    15     13

 k +4 1  k +4 3  k +3 2  k +5 3 
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 ا  اد  حي  به وسيله  ضيه تقسي  یب  سا تارها یم ور  

  ر  م    م                ه م   شع:  2 ت                          

a bq r r b= +  0 

r a k
a k r r

r a k

=  =
= +   

=  = +

0 2
2 0 2

1 2 1

 

  ر  م    م                 ه م   شع: 3 ت                          

a k r r= +  3 0 3 

r a k

r a k

r a k k (k ) k

=  =


=  = +
 =  = + = + − = + − = −

0 3

1 3 1

2 3 2 3 3 1 3 1 1 3 1

 

k3 kه                 3             ر             +3 1    k −3  ش ا  ش      ا  1

 

  ر  م    م                 ه م   شع:  4 ت                          

a k r r= +  4 0 4 

r a k

r a k

r a k

r a k

=  =


=  = +


=  = +
 =  = +

0 4

1 4 1

2 4 2

3 4 3

 

k      ع    +4 3        k −4  ا   ا ش      ه  ش   1

k4 kه           ک          ع             ت             4 1    k +4  ش ا  ا ش       2

k5 kها    ا     ا   کا      ا     5     ت ع     ر                    ا        ه        ب     5 1 

 k 5 k6 kها      ا     ا   کا      ا   6  ه چ        ر                           2 6 1 k 6 2    

k +6  ي          ي   ي   ها        ا    ا     ا    ب           ا ش      ه   ش                   ط    3

    ه م      ع 
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  ضيه تقسي  لهیوسبه  ا  از م مو ه 
nAها       ض   ع  ت   م         ا  A       ا       , ...,A ,A2  A يا     ا     ا  1

 ه      ه ت  :

 ه      ا  ش   iAه د       

 ه        ش  iA ش               

            Aه         iA     ع ه   

 

     ا   ا        ا       ه د  ش         ه  اط         ه              ي          ش                ث          

 آ  ا          ه   ط                 ک   ا  ع! ه د        ا       ش    ا   ا          ع ه        

  ش    )چ  ؟ ه                       ي         آ          ت ع   سگ            ث       

  1   اا   ا    ا      ا    ر ا م     ک                      b       ط         a         گ    م  ر  م                 

   2         b−          ا       ع:ه        ک     ي   a  ش             1

bq (b )+ − 1            bq+ 2        bq+ 1        a bq= 

 

 آ  :  ا        ر  م  چ       ع                             a     4 ث م     ر  م            

k +4 3        k +4 2        k +4 1         a k= 4  

 

k  :    (k                   ر         , , , , ...=   0 1 2   اا          4                        ر  م  ا       3

 ش ا :   هم   ک      ه           ک       ا           

Z { k |k } {..., , , , , , , ,...}

Z { k |k } {..., , , , , , , ,...}

Z { k |k } {..., , , , , , , ,...}

Z { k |k } {..., , , , , , , ,...}

=  = − − −

= +  = − − −

= +  = − − −

= +  = − − −

0

1

2

3

4 12 8 4 0 4 8 12

4 1 11 7 3 1 5 9 13

4 2 10 6 2 2 6 10 14

4 3 9 5 1 3 7 11 15

 

 

  شا     ا                   4    ي     Z0  Z1  Z2   Z3ه          هم            ه  اط       ش ه      

 ا        3 ا      2     آ  ا      ه        ب       ر  م ه       ا     ا    ا          4 ر  م ه                    

          آ                           3     2   ه    ش        ب  ي           

A

A1 A3

A2 nA
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      :م  ه    ش        ا     ا       m       rه      ا    ر  م آ                                 

 

m[r] {x | x km r}=  = + 

 

 

                  ا       ع:      ش    4               ي    

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

=  = = − − −

=  = + = − − −

=  = + = − − −

=  = + = − − −

4

4

4

4

0 4 12 8 4 0 4 8 12

1 4 1 11 7 3 1 5 9 13

2 4 2 10 6 2 2 6 10 14

3 4 3 9 5 1 3 7 11 15

 

 

 a          ا                ا  ع    3  ج a     6    ع؟        

 2           2  2     4           3 

 
 

 

 

  ت             A a |a k=  = 2    B a |a k=  = +4 1
  
    C             ي          ي    

          C    ع؟        

 k +4 3  k +4 2  k4  k +6 1

 

 

 

 

+a   aه       ک        ه      m              ر        4      a m+    3    ع؟        

 6  7  8  9 
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   ش ؟    ا ا                   a2                ش a ت     

 k5  k +5 1  k +5 2  k −5 1 

a k a k ( k ) k

a k a ( k ) k k k

a k a ( k ) k k k k k

a k a ( k ) k k k k k

a k a ( k ) k k k k k

=  = = =

= +  = + = + + = +

  = +  = + = + + = + = + − = −

= +  = + = + + = + + + = +

= +  = + = + + = + + + =

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

5 25 5 5 5

5 1 5 1 25 10 1 5 1

5 2 5 2 25 20 4 5 4 5 5 1 5 1

5 3 5 3 25 30 9 25 30 5 4 5 4

5 4 5 4 25 40 16 25 40 15 1 5











+
1

 

 

 ؟   ش      ا ا                    4     ا       ع                        ر  م         

 3  1  2      

 

 

 

 

 نتايج پ کارب د  ضيه تقسي  

                 ک    ج     گ   ي        ه               ه                        ج   ع  )     

   ع  

t+8          ه           ي       )                                                  ع      : 1 k ) t+ = +22 1 8 1 

k)                     ض   ک ب ه                           ي     ع      :       ) k t+ − = +3 31 2 1 

 

  ع            3!        ه                          

        ع     !k                     k      ع             

 

k                    2       ت      ه          +4 1    k +4  ا         3

 

k                   3       ت      ه          +6 1    k +6  ا            5
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198
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k کس  ط ب ي ق       ع        ع ا  ع                  +6 1       k +6       ث ع      م   k        ه      5

        ث   ارض:             ا  ع    

k k ( )

k k ( )

= → + = + =

= → + = + =

4 6 1 6 4 1 25

5 6 5 6 5 5 35
 

 

 

 

 

n   ت     ط  n |a−3    ش         a                            ا    ش ؟    ه    

 48  49  50  15 

 

 

 

 

    ا م     2 پس                       م   ا        هم  م     3                           

        ع؟ 8      ر  م              ا       

 ه     ت      5  3  1 

 

 

 

 

 ش     ش ؟    ا          چ    ر         a2     8 ر  م   ا    ج   ش               a ت     

 1  2  3  4 
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 ؟   اش  ا ش   ک    ع                    p2  ش  3   ت                       p   ت  

 k +8 1  k +12 1  k +16 1  k +24 1 

 

 

 

 

        ع؟     8     ر  م آ    ا    ش         a     4       3 ر  م     ا    ت        

 3  3      5  3      7  5     7 

 

 

 

 

a    اااا    اااا      شاااا     اااا  طاااا     اااا   a   b تاااا    | k +4 3   b | k +6   اااا          5

a b+ +2 2  ؟       ع  8    5

      1  3  7 

 

 

 

 

abc ااا   ااا   ط   ااا    شااا     ااا  طااا     ااا  a   b   c  تااا   =   شااا    973

a  ا        b c+ +2 2 22   ع؟         8    3

      1  3  6 
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a ت   |b+ +3 4    b               ا         ي     ش   a a b+ + +2 22         ع؟ 8     3

 1  2  3  4 

 

 

 

 

 

 و (درس دو   ص  او  )بخش د  یتم ينات تش يح

 

 چر     ع؟  a     42  ا     ش     ش          6      4  ا       ب          7     6    ر  م     a ت     

 

 

 

 

a+2  ا    ر  م     ش          a       4          3     ر  م        ا    ت          (99)نهايی خرداد چر     ع؟     8       3

 

 

 

 

a  ااا    ر اا م   شاا         13   12    ب  اا  27 اا   a   b م  ر اا   ااا   تاا         b−2 3  

 )تمرين کتاب(               چر     ع؟    27   
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208

209

206
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a ر ااا م    اااا         شااا    13    ااا   21  اااا    ر ااا م آ   ااا        ج         ااا    ااا a تااا   
2
 

   )تمرين کتاب(                ؟ عچر      21   

 

 

 

 

                  b  ع   ر        5      3    ب   ه       ا           b       ط         83     107    ر  م          

 

 

 

 

b  ااا    ر اا م   شاا         3   15    ب  اا  17 اا   a   b ر اا م    ااا         تاا   a−3 2  

 )تمرين کتاب(                     ع؟    چر  17   

 

 

 

 

kث  ع      ه           ي             +4 1    k +4  )تمرين کتاب(           ش        3

 

 

 

 

+a اا   a اا   اا    اا       اا      شاا   ث  ااع    اا   کاا       اا     a تاا    +a اا   2 4  

   )تمرين کتاب(                      ع         3   
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a|       ي     ش    ث  ع     :  a     b ت      b−4     )تمرين کتاب(                416

 

 

 

 

    )تمرين کتاب(           ع         3!ث  ع                                 ه          

 

 

 

 

pث  ااع    اا   تاا     k اا       p اا   اااا         شاا   آاگاا    5 +4 k اااا   1 +4 3 

 (1400)نهايی خرداد                                                                                                                                    ا       ع

 

215

216

217
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م اد ه سیا ه   یم اد ه   ن  تی وا    ن  تی م  مات

             

                      

                        

                        

               

                     

             

                  

            

                

         

          

        

                  

                     

 
 

m  ئ  ،       m        ت               ط         a    b       ص  ح     |a b−            :  

 

m
a b 

 

 

      m ف ض  آ           ز             m           به بياني ديگر       ص  ح      ت   . 

  ز:      ت   ت              ز       ض       
 

m
a,b : a b m|a b    − 

 

,                ث ل:   −
5 3

12 2 11 4   
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        ت،                   a     b    m                        ث  ت       
m

a b. تمرين کتاب() 

      :ولطرف ا 
ma mq r

a b m(q q') m |a b a b
b mq' r

= +
→ − = − → − → 

= +
  

 طرف دوم:  ض      
m

a b                        a     b    m       r   r’      ث  ت ،     :    r r'=.  

 
m

a b a b mka mq r
a b m(q q') r r' mk m(q q') r r'

b mq' r'

 → − == +
→ − = − + − ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = − + −

= +
 

r        ز    ط    ق    ج      r'−        m .ت   

 r,r' m
r r' tm r r' r r'

 
− = ⎯⎯⎯⎯⎯→ − = → =

0 0 

 

   :آ      ج               ص  ح        قرارداد                    m          r                                r   ه 

       m                      آm[r]             .     

 

 

    :   ص  ت ز      ت       خ       4    ک     ز  ج    ،  4         ص  ح                             

 

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

[ ] {x | x k } {..., , , , , , , ,...}

=  = = − − −

=  = + = − − −

=  = + = − − −

=  = + = − − −

4

4

4

4

0 4 12 8 4 0 4 8 12

1 4 1 11 7 3 1 5 9 13

2 4 2 10 6 2 2 6 10 14

3 4 3 9 5 1 3 7 11 15

 

 

          ن           ک  ز چ     ج       ق                          .    ن ص  ت  ه           ت          

                          ت.        ن      4     ق                     ک  ز چ     ج       ص               خ   

        گ       ت      .  4      ق             خ           ک  ز  ج    

]                    6   14−      ص  ح           ث ل   −                  ت:           ق      ،        ن      42[
4

6 14.  
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        a      b         ط                m                 آ گ            a      b              m      ه       هت       

 .    س

        ت:                                 ز       ض     
m

ma,b [r] a b     

 

 

,                            آ        , ,−33 68 65       خص     ؟  47

 

 

 

 

 چ      ت؟ m     ،        ن        m     ک                         31      19    11              

 

 

 

 

    a [ ] 127    b [ ] a               ،      ن ص  ت  1813 b+     ز      [    ت.  62[

 

 

 

 

                         m  1           a      41      132       ک                  .   چ    ن    

3      a      (81)سراسري                                ز    ،    م   ت؟          ط        ج  

 102    103  104    106 
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)   .  ه      ز      ز            7          ک    ط         ،  ج         ) −232 3     ه  م   1

     ؟               

 [ ]70    [ ]71    [ ]72    [ ]73  

 

     ض  ئ  ل،        ه    هن   ضه ا       ه    "     ز      ز            7       ج      "    ت    

             آ       ت.        7                7    ص  ح       ج       

)          ص  ح           س ) −232 3           ن           م        ق     .  خص      7    1

 ( ) ( ) ( ) [ ]− →  −    −   −  − − −  →  − 
7 7 7 7 73 23 3 7 2 7 23

73 1 2 3 2 2 3 3 2 2 1 2 2 4 2 1 2 3 1 1 

 

 

                          a     m       r  :  آ گ ،    

m
a r

 

=                                                    .     :     3             11              257        ث ل    +257 11 23 4  

                                                                ت      .     :     11            4    257      فت    س    
11

257 4 

 

 

 

                                                                               
m

a mq r a r mq m|a r a r= + → − = → − →   
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 :تکنيک 

 

 

 

 

 

   ه     m   ه        a         ،        هت     a              m     خ        چ    ن         ف         ت        

   ت آ   .                            

    ق     ؟     9      م                          1398                             ث ل  

     .             9            1398   ن   ظ     چ    ن         ف         ت    

[ ]= + →  → 
9

91398 1395 3 1398 3 1398 3  

 

 

  ه      ه    .   ه       ه      ه                                ه م           ،           ت          

                         ه      ه    ه       ؟!            ن                      ت چ        ج

 .     ،          ت    ج    ت   ت     

 

 

 یراب ه   ن  ت ی ایويژگ 
  ث ل      ز                     ً                                                   ز           .   

          ت:

           ت  خ                     ت آ                                : ک            

 
m m

a b a b  − 0 

 

              .     : ض           ک       ص  ح   ط   ن  ک    ط              
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mm

m
a c b ca b

a c b c


 +  + → 
 −  −

  

        ث ل:   ⎯⎯→   −
3 3 3722 4 29 11 15 3 

  

    

mm

m
m|(a c) (b c) a c b ca b m|a b m|a b c c

m|(a c) (b c) a c b c


 + − + → +  + → − → − + − → 
 − − − → −  −

     

 

 

 

 

 یراب ه   ن  ت ی ایويژگ 

          ک     ص  ح ض      .     :   ط   ن  ک    ط                 
m m

a b ac bc → . 

                                                                                                               ث ل:   ⎯⎯→   
4 465 9 5 6 9 6 

 

    
m m

a b m|a b m|(a b)c m|ac bc ac bc → − → − → − →  

 

 

 

 

 

   ه  م      ک    ه                 ت               ت!       ز ط   ن  ک    ط      2  س           

     ک     ذف    .   

 ز    ط          ث ل  
4

10                                                                                    ج     ت   :          6
4

5 3 
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  ک  ز ط   ن  ک    ط         ،    ه   ي  ه          ه  آ          ک                                ذف

        آ   ت.     7                                   ط     

 

 

 یراب ه   ن  ت ی ایويژگ 

               ک     ط          .     :      ط ف  ک    ط                 
m m

n na b a b → . 

                                                                                                                     ث ل:    ⎯⎯→ 
4 4

7 3 343 27 

 

 ُم n ه       ه        ت               ت!       ز ط   ن  ک    ط                3  س           

    ت. 

,                                                                                                                        ث ل:   
42 25 3 5

4
3. 

 

        ع،  ف  ق    ه      ه  ضه    ه  .                                              ط ف       ط      

:     

m m m m

m
a b a c b d , a c b d , ac bd

c d


  → +  + −  − 
 

 

 

,           ث ل:   ,


  → +  + −  −   
 

5 5 5 5
5

12 2 12 8 2 3 12 8 2 3 12 8 2 3
8 3

 

 

             ز        آ      ض             .     :   ط   ن  ک    ط              

 
m m

a b a tm b sm →    

 
7

29 15 

     3  
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 :مفهوم

  

 

 

 

 

          tm   sm         ز m   آ               ،  ذ              m    :صف    ت.  س      
m

tm sm. 

 
m m

m
a b a tm b sm

tm sm



  ⎯⎯→   
 

          

 

 

 

 یراب ه   ن  ت ی ایويژگ 
 ک    ط                     ه    ه  ،      ه     ه ،  ه        ط   ن  (:  )                     

    .     :آ                              .م.م 

 
m
dm

ac bc , (c,m) d a b = →  

                                 :      4         ط   ن                          ث ل  
3

5 2     ( , )=
 ⎯⎯⎯⎯→ 

6
26 4 6 220 8 5 2 

 

 

            آ    ل     ،          ت.     :      نتيجه مهم:      ذف           ،                  ت

 
m m

ac bc , (c,m) a b = → 1 
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 ط   ن     ک  ز     ط ز            :

 
 ⎯⎯⎯→

 ⎯⎯⎯→

12

5

27 39

24 44

  

 

 یراب ه   ن  ت ی ایويژگ 
 :              

      
m

a b   n |m   :  آ گ       
n

a b. 

  ه       هت  m   ه                   م a   bت      ، آ گ         a   b           m           گ      

   .      

|                                                                                                           ث ل:    → 
9 3

32 50 3 9 32 50  

 

 
m nn|m

a b m|a b n|a b a b → − ⎯⎯⎯→ − →  

 

 

 

 

       ف  ت            ص ت     :                 ب          

  ض      
n

b c     
m

a b     (m,n) d=  :  آ گ       
d

a c    . 

   ت             ط              ،  .م.م                    گ     ط                  ط                   

   ت.

)                                                                                     ث ل:   , )=
   ⎯⎯⎯⎯→ 
8 12 48 12 423 39 39 63 23 63  
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     (m,n) d d |m , d |n= → 

 
m dd|m

n d|n

a b m|a b d|a b d|a c a c

b c n |b c d |b c


  → − ⎯⎯⎯→ − → − → 
  → − ⎯⎯→ −

 

 

 

       
m

b c     
m

a b  :  آ گ          
m

a c . 

 

 

 

 

     ههه    ههه ،  ههه     3  2  1 ههه      هههب  7 ههه   A   B   C    ههه       ههه    ههه   ههه     

(A B C) ABC+ +     م   ت؟  7    2−

 

 

 

 

       a k= +17 33        ،         a2005     17  م   ت؟    

 

 

 

 

                      a   b+       م      ،   ه   هک  a+54        ت.      ن ص  ت 9              1

      ؟  9                        

b− 16 b− 17  b+ 16  b+ 17 

 a b a b b a b a b + → +  +  + → +  + −  → +  −
9 9 9 9 9

1 54 55 1 54 1 2 9 54 17 
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              a a −
20

9 36 3       ،a م ص  ت   ت؟       

 k +5 3  k +5 1  k +4 3  k +4 1   

 

 

 

a ز    ط   b
18

9   (87)سراسري      ؟   ت      ص  ح ،    م    ج 6

 a
2
0    b

3
0    a

6
2    a b

6
3 2 

 

 

 

   ههه    
m

a a a a− − +  −3 2 21 1   (a ,m)− =2 1    ههه ،      هههن صههه  ت  ههه  م     ههه   1

 (82)سراسري    ص  ح   ت؟   

 m |a−2    m |a− 1    m |a+ 1    m |a+ 2   

 

 

 

       n n−6  (91)سراسري       م   ت؟     n  ت.   چ    ن       ط      25        3

 10  15  12  20 

 

 

 

 (98)سراسري     ذ       ،    م   ت؟    خ  a              a+137    23  چ    ن     ط      

 2  3  4  5 
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       x 
18
7     y 

12
4            x y y x+3     م   ت؟       6    3

 3  4  صف   1 

 
|

|

x x x
x y

y y


 ⎯⎯→   → 

→  


 ⎯⎯→  

18 6 6 66 18 3 63
12 6 66 12

7 7 1 1
1 3

9 9 3

 

 

       xy x y+  +
5

2      ،    م          ت   ت؟ 2

 x
5
1     y

5
1  x

5
1     y

5
2

 x
5
2     y

5
1  x

5
2     y

5
2  

 

 xy x y xy y x y(x ) (x ) (x )(y )+  + → + − −  → − − −  → − − 
5 5 5 5

2 2 2 2 0 1 2 1 0 1 2 0 

−x      ل   ت،        ک  ز           5  چ  1    y −2            5  :     .     

 y y−  → 
5 5

2 0 2           x x−  → 
5 5
1 0 1 

 

 
افزايش پيمانه)افزايش سنج(:

  ض      
n

a b    
m

a b     [m,n] c=  :  آ گ
c

a b. 

 
 

 

 

+a    29       12        a            ط                       ه  ن     ،       ط   چهک 21      17

      a م   ت؟    
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  ه  م 39              ن  ه    ه         ت.  7   5    ب          13   9                           

(94)سراسري خارج   ت؟    

 12    20    21    24

 

 

 

 

   ه .   ه      17      29    ب    ه   m       n  ط                                 ت       ض         ج  

      m       5  (99)سراسري خارج     م   ت؟   ،  ذ         خ 

 3  4  5  6 

 

 

 

 

   ه      ه           ه .  ه   8   4   2    ب     a             5      7      11                ط              

 (97)سراسري خارج     م   ت؟    a         23                    ن 

 8  9  11  14 

 [ , , ] k

a

a a a k Max(a)

a

= =


 −


 − ⎯⎯⎯⎯⎯→  − → = − ⎯⎯⎯→ =


 −



5 5

7 7 3855 7 11 385 2
11 11

2 3

4 3 3 385 3 767

8 3

 

  +  +
23 23

767 690 77 0 8 
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 m بر ع د naپي ا کردن باقي ان ه  
 ه  . چه     ه    1− ه      1  آ                ه                                   a                ز        ن   ا      

m
xa     ه        ه    1−       1ط            ط   ن                             ط ف   م                ، آ   1

    ط ف   م           ...                آ  na            ط ف   ل       ج     

 

 

                   +345 27     م   ت؟ 7           12

 

 

 

 

             +1514 23     م   ت؟  9           5

 

 

 

 

                     +131000 12  )تمرين کتاب(      ن     .  7       10

 

 

 

 

    م   ت؟ 56     1003                      
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    م   ت؟ 7           13151

 

 

 

 

                          
na     m      (            aگ    )     (        ز    m  ه ،    ه     ه   ز  ه    )

                       m           ،ن      ث ت            ف  )ص ف  ظ   ز    ت،   ه     ه   ک چ   

     ز  .       ئ          ،    پس                        ت(      چ    چک

 

 

              a+ 2      b+7      13911391   ه       ه      ه  ،   11 ه       ه            ک   ه        ه 

                   a b+     11 م   ت؟    

 1  2  3  4 
 

         ت.  11                  آ      چ                 ک                 ق      ،  س    

     :          11       13911391                    س       

 

 ( )


  →     
  →  − → −  

11 11 11 111391 1391 1391 5 278 278
11 11 11 11 112 4 2 5

1391 5 5 5 5 1 5 5
5 3 5 3 2 5 2 5 1

 

 

                a+ 2      b+7        11       5 :     .ت   

 
a a

a b

b b


+  → 

→ +  −


+  → −

11 11
11

11 11

2 5 3
3 2

7 5 2
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 فرما یقضيه 
   ز      ف       :      ز       ئ                     ک       ل     ،          ت                

 

p
p(a,p) a −=  11 1 

 

 

 

       a+157        17  ن     ط         ت.   چک   a  م   ت؟    

 

 

 

 

 

 دار(توان مان ه اع اد   ی باق)در محاسبه ی اع اد پارامتر 

 

                    n n+ +−4 4 3 33  (n   م   ت؟ )  17          4

 16   3    1  صف     

 

 

 

 

       a k= +4 1       ،                  (a ) (a ) (a )+ + + + +1381 1382 13832 3     م   ت؟ 8     4

   1  2   3  صف     
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nت    ز       ط    ،        n    ز      م             n+ ++ +6 4 3 25 5  ( 96)سراسري    ذ     ت؟    خ    31       1

        n          5        ز ج            

 

 

n n

n n n( )

+

+ + +


 →  →   




 →   → 

31 31 31 313 3 3 2 2

31 31 31 313 2 3 2 2 2 6 4

5 1 5 1 5 1 5 25

5 25 5 25 5 5 5

 

 

n ز   ع ط   ن       ط            ق      :                                                    n+ ++ +  + + 
31 316 4 3 25 5 1 25 5 1 0 

n    ت  n+ ++ +6 4 3 25 5                 ط         .     n ذ     ت،  س    خ  n           31       ز          1

 

 

                       a        ط a 
19

11  ( 94)سراسري خارج        ،    م   ت؟    1

 25  30  28  33  

 k →    → 
19 19 19 192 3 311 7 11 7 11 1 11 1 

 = − + =33 4 1 30         k       k
k k k


  →   ⎯⎯⎯→   →

1010 3 99 33 4 33
3

 

 

 

                    A ! ! ! ! ... != + + + + +1 2 3 4  )تمرين کتاب(   .       ن     10       500

 

 

 

 محاسبه رقم يکان 
    ظ   گ    ،          ه        ه   10                      ک            ت                         

     ظ       ،         ن     ب                 . 100                         ت،   ت   
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 10                       ،                 .  س               10                10                                

      ت )         (      .

 

 

 

                       a+2 7     a+5 2           ،           a a+ +3 2     م   ت؟ 7

 2  7  3  5   

 

 

 

 

  
              صه                     ک     4                                                     ک  نيوتن:

        ه               ه    ه                         )               (              ن      .  پس      

   .          ظ   10       

 

 

 

      :صف .     4 ،                                    صف     4                         حالت استثنا           

 

 

 

 

 
      ط          ، آ گ  : r     k ک     ص  ح      a       نيوتن:

k r ra a+ 
104
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       m n
4

mگ       ، آ   na a
10

 )      س   ن    ط            ت(. 

 

 

 

    م   ت؟ 974273                

  7    9   

 

 

 

 

       pa k= +10 7                 ،    pa     م   ت؟ 4+

 1  2    6    7   

 

 

 

 

    م  , , ,0 1 5   ث ً   ،        ي            چ                              آ  6

 

 

 

 

+آ   ن       ت    ت        
86 85386 3851386          ت   : 1385

 1  3  5    7   
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    هت     ه    ه    ه         » ک« آ     ،                 9       4    »   «                               

            ت.     :     »  م« آ                        »ز ج« آ     

 
 
 
 

4 9 

 

 

          + + +
9 4 4 94 9 4 99 4 4 94 9 4     م   ت؟  9

 صف      2  4  6 

 

 

 

 

       A ! ! ! ... != + + + +1 2 3 1382     
n

B ( n)!
=

= 
1380

1
2           ،    BA م   ت؟    

 6  5  7  9   

 

 

 

 

)      ت    ت         ... )!+ + + +1 2 3 13851 2 3     م   ت؟ 1385

 صف      2  4  6 
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 یيک راب ه در کتاب درس یبررس 
     م      ط        

 n n n n n nn n n n n
(a b) a a b a b a b ... b

n
− − −         

+ = + + + + +         
         

1 2 2 3 3
0 1 2 3 

 

  :       ظ   گ    ،       ج             a     b            1          ط    ق 

 nn n n n n
...

n n
         

+ + + + + =         −         
20 1 2 1 

 

      :  a     b               ص  ح    

 

ab
n n n(a b) a b+  + 

 

 

 

 

ab
n n

ab
n

ab ab
n n n n n n

ab
n

ab
n n

n n
a a

n
a b

n n
(a b) a b (a b) a b

nn
a b

n n
b a

n n

−

−

   
   

   

   
     

⎯⎯⎯⎯→ +  + → +  +           
 


          

1

2 2

0 0

01

0
02

  

 

nط    ،  nث  ت          ز        n n− −17 9   )تمرين کتاب(  ذ     ت.    خ  72    8

 

 

 

  ع ط   ن 
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−ث  ت          −51 51 5123 11   )تمرين کتاب(  ذ     ت.    خ   132    12

 

 

 

 اع اد یپذير در بخش یکاربرد   ن  ت 

  10عدد  يهاقوانين توان 

            آ         م      10 ح                         ص      (:   5      2)   10         ذ         خ   

             ت    ت آ           م  ز   ن      .       ت    

 n
n n na a ...a a a a a a a ... a a−  + + + + 

10 102 3
1 2 1 0 0 1 2 3 010 10 10 10 

    آ         ه م   100                   ص  ح          (:25   4)   100 ذ                خ   

      .   ت    ت آ           م  ز   ن                          ت    

 n
n n na a ...a a a a a a a ... a a a (a a )−  + + + + +  + 

100 100 1002 3
1 2 1 0 0 1 2 3 0 1 1 010 10 10 10 10 

            م      1000             ص  ح                  (:   125      8)      1000 ذ                خ   

                ت    ت آ           م  ز   ن      .     آ      ت   ت  ز 

 n
n n na a ...a a a a a a a ... a (a a a )−  + + + + + 

1000 10002 3
1 2 1 0 0 1 2 3 2 1 010 10 10 10 

 

  10هاي عدد پاييني توان هايقوانين همسايه 

   ه    ج ه ا              هت  ه   3    9                            (:3)  9 ذ              خ   

     م آ       ن      .

 a a a a a a a a a ( a + + +  +
9 9

3 2 1 0 0 1 2 3 0 110 100 1000 9 a ) ( a+ +1 299 a ) ( a+ +2 3999 a )

a a a a

+ 

 + + +

9
3

9
0 1 2 3
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 اع اد یپذير در بخش یکاربرد   ن  ت 

  10هاي عدد پاييني توان هايايهقوانين همس 

    ز  ه ت   ،    ه م  ه  99                                                :99 ذ                خ   

     .      ت                                  ع   

 a a a a a a a a a a a a a a ( a a + +  +
99 992 4

5 4 3 2 1 0 1 0 3 2 5 4 1 0 3 210 10 99 a a ) ( a a+ +3 2 5 49999 a a )

a a a a a a

+ 

 + +

99
5 4

99
1 0 3 2 5 4

 

  

                  ه    ه                        :  ... (  111      37      27)      999 ذ                خ   

     .   ،     م         ز   ت    ت                                  ع   999

a a a a a a a a a a a a a a a ( a a a +  +
999 9993

5 4 3 2 1 0 2 1 0 5 4 3 2 1 0 5 4 310 999 a a a ) a a a a a a+  +
999

5 4 3 2 1 0 5 4 3 

 

  10هاي عدد هاي بالايي توانقوانين همسايه 

،     م         ز   ت    ت   ه  11                                            :11 ذ                خ   

       .            ث ت     ف    

 a a a a a a a a a a a ( a + + + +  +
11 11

4 3 2 1 0 0 1 2 3 4 0 110 100 1000 10000 11 a ) ( a− +1 299 a )

( a

+ +2

31001 a ) ( a− +3 49999 a ) a a a a a+  − + − +
11

4 0 1 2 3 4

 

،     م         ز   ت    هت    101                                          :101         ذ        خ   

                                    ث ت     ف           .

a a a a a a a a a a a a a a ( a a + +  +
101 1012 4

5 4 3 2 1 0 1 0 3 2 5 4 1 0 3 210 10 101 a a ) ( a a− +3 2 5 49999 a a )

a a a a a a

+ 

− +

101
5 4

1 0 3 2 5 4
 

   1001   ه      ه    ه   ه    ه         ه    ه      ه    (:13   7)   1001 ذ              خ   

    م         ز   ت    ت                ه    ه        13      7        ف آ ،  خص ص ً           م

       .                ث ت     ف    
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              a b62     م   ت؟ a خ   ذ     ت.       99         29

  4  5  6   

 

 

 

yت         ص   5چ           x82   خ   ذ       ؟  99                 6

 1  10    9  8   

 

 

 

b4 ج  ا            56     a233    44           .خ   ذ     ت a b+ م   ت؟    

 5  7  9    11   

 

 

 

b ،             abز      م               a3             7        5 ت؟   

          ن          5  3  1 

 

 

 

       6     ababab   (89)سراسري    ،    ن   ت         م           ؟ 

 7  13    31    37 
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                          aa            آ            ت چپ آ       m     .     m    م  ک      ه      

 (99)سراسري خارج       ت   ت ؟    1837ز             

 3  2    1  صف      

 

 

 

 

                   a a111         11             تص       ، چ       چ babb   ه    9 ذ       خ  

     ؟

 3    2    1    چ    
 

 ( , )
a a a a a a a a a

=
 − + − +  −  →  →  + ⎯⎯⎯⎯→  → =
11 11 11 11 11 112 11 1111 1 1 1 2 1 0 2 1 2 1 11 6 6 

 ( , )
babb b bb b b b b b b , ,

=
  + + +  +  ⎯⎯⎯⎯→ +  → =
9 9 9 9 33 9 36 6 3 6 0 2 0 1 4 7 

 .            7677    4644    1611ن               

 

 

                    A baab= 18     م   ت؟    55    7

 32    a    a b+    22 
 

                     A          5      11       55                آ    ،  پس       ف     ز                   ،     ت     

     .    ن    

 baab ; baab b a a b   − + − + − + 
5 5 11 11

18 7 7 2 18 7 7 8 1 0 

 [ , ]
A A

A

A A

=


 →  +  

⎯⎯⎯⎯→ 


 →  +  

5 5 5
555 11 55

11 11 11

2 2 4 5 22
22

0 0 2 11 22
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A        ص  ت  5چ         a b= 35  (95)سراسري     ذ       ؟    خ   36                 2

 4    5    6    7 
 

  ذ     ت.  س:     خ   9      4 ذ     ت،  س     خ  A     36چ    

 a b b b , , , , →  → =
4 4

35 2 0 2 0 1 3 5 7 9 

 

b a a

b a a

a b a b a b b a a

b a a

b a a


= → + +  → =



 = → + +  → =




 → + + + +  + +  → = → + +  → =


 = → + +  → =




= → + +  → =


9

9

9 9 9 9

9

9

1 1 1 0 7

3 3 1 0 5

35 2 0 3 5 2 1 0 5 5 1 0 3

7 7 1 0 1

9 9 1 0 8

 

 

 

  فته یو ت يين روز ا ینگار در ت ويم یکاربرد   ن  ت 
-      ن  ه   20    .      ن             ث ً     ز                   7          ک  ز   ز     ف    س  ز      

     .               ت        10  ز              21         ، 

           چ   28         ،           ل         ن     20                   ض           ک   ل     ل    

   ت؟

  ز   30      م   ل )     ه ث      هف  (   6  ز        31                      ،          ل   ل       ً    

                   .  28      ن      20 ئ  ل   ق        ت   ص     ن       .         خ      

d  ز  ( )= − +  + =31 20 5 31 28     (  28      ن      20)  ص     ن  194
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  ه  .  ه          ن(         ه    20  ،   ز        آ           )      ج                  ص     ن   ز  

 .  ز آ                  ز    أ      ا،   ط        ت    ط        ط   ز   ن   ض

d                  ل  =     :       ف  (           )        ز   7            194
7

194 5  

  ز        ه      ه   ه    5    (       )                               ز   ز             5            

             .       

=آ چ    ف ق          ت   ن   ت                  ط      +194 27 7  20        ف    ز     27ز  ذ ت          5

    .              28  ز   گ             5       س  ز  ذ ت    23           ن      ز   

 

 

 

     ز  ف    ز      ز    م   ل )  ز    أ(،          ن         ز       گ   ز    م  ه ل )  ز        ن      

     r(    ز    ط          ز ه    ه      d  ص         ن      )    ص (        ت   ص     ز      ن    أ  

 آ    :  ت      

 d r , r  
7

0 7 

     .     ز         rأ )                  ز    أ(        ز     آ    ز         ز    

 

 

 

 چ    ز    ت؟      م                ،            ،    ت          ن     آ    ل  

                            چ        

 

 

 

 

250



 
 

 

 

Bahmanmoazzenipour

118 

 ورپمؤذنیاستاد  | ریاضیات گسسته | 1403 ویژه کنکور

  ص ،      ب    گ    .    ه    صه           خ   ز    أ      ز     خ   ز   ص     ،          ن         ز     

 7   ه                آ           )  ص (        خ        )   أ(                   ن   ز       ز     خ       

      ب        .     7                          .    آ    ز   ز    أ )                  ز    أ(        ز  

 

 

                      ،    ز          ن           ل چ    ز         ت؟    18       

                                      

 

 

 

 

   ز     چ          ت؟ 40       ،   ز    ،    20       

              چ                        
 

   ز. 06  ص     ن   ز       أ     ص          ت     

 ز ط    
7

60              چ             .  ز          4،  س  ز   ز      4

 

 

    ت    ،    ت چ     ت؟     713           ،  3             ت  

 ص ح  9      زظ       5   ب     8   ب     7 
 

     :          24        713                      ت   ت،  س     24           ز  

  − −  − 
24 24 24 24

713 720 7 7 7 17  

      . 20              ت    ت          17        3 س  ز    ت   
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 یم اد ه   ن  ت 

           ط    
m

ax b    آ      ص  ح      x      ئ  .                           ک  ج  ل   

x                            ظ    ز         .    ت          ط    ق ص ق       

x                          ث ل  
3
      ن       5      2         ز              ظ   گ    .          ت      2

  ن             :                 .                        

 x |x x k x k , k → − → − = → = + 
3
2 3 2 2 3 3 2 

               k                     ت آ   .               ق   

 

 ه       ت       ف     ز          ،            1ج  ل       ض  ب غ    ز               ک                   

   ه    ه  ک( ضه  ب ط   ن         ط   ن     ک    ه م        ) ض         ض      ز             

                       . ج  ل     ذف                ث ل   ق     

                    ز        :           ن           ث ل  

 
( , )

x x ( ) x x | x

x k x k , k

=
 →  − →  ⎯⎯⎯→  → − →

− = → = + 

4 4 4 44 7 17 22 7 22 2 4 7 14 2 4 2

2 4 4 2

 

 

 

 )تمرين کتاب(  ذ       .  خ  7    13                آ  3          ص                   

 

 

 

 )تمرين کتاب(   ت آ    .                    ز                           آ      

 x
11

423 79 
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m
ax b                 ت             (a,m)|b. 

x              ث ل  
9

6 )              ت ز   :  11 , )|6 9 11. 

3|           گ  چ    ط   ن       ،   ع 11                    9،        ن   چ              ز        11

 !       ذ   خ  3   
 

 

 

   ک                ض  ب  ج  ل             ت         ل       آ گ              ً        ه           

   ت. ز   :

(a,m)                    ت  |b= → →1 1 

 
 

 

          ax 
18
 ز  ج       a    ز   چ         4 , , ,...,1 2 3        ت؟        30

 19    20    21    22   

 

 

 

 

       x x+ 
42               ت؟،    م            ز     2

 k −4 1    k +4 3    k −4 2    k4 
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       x y ( , )+ =221 357 221 357                      ،    x    (95)سراسري       م   ت؟ 

 4  5  6  7 

 

 

 

 

             a         ط       b               17  ت.         52   ت        ج  a         6     گه       ،    

 (88)سراسري       م   ت؟    a  چ    ن     ط     

 4    7    8    9 

 

 

 

 

 آن یو کاربرد ا یاد ه سيا ه   م  
    ه     ه        ه   ه    ،   ه      ت         ز  ک   ي            ظه    ز                 ،       

axص  ت      .  ک                       ص ق   ص       ت           by c+    ک  هط   ت            =

  ذ  .                  ن  ط    ت  ز چ     ط     ط ل     ض ص  ح          ت          

 

 

 
ax    لازم             آ                  by c+   ، آ    ت   :               =

 (a,b) c 

256
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n               x    ز      م           y n+ = −60 84 5               ت؟     ج        1

 24    29    33   35   

 

 

 

 

          x y a+ = +23 6     ز   چ             2 a , , ,..., 1 2 3           ؟ 20

 13    7    14    6   

 

 

 

 

       abc 
20
3        ،      ax cy+ =  ؟           a            ز      م     7

 1    2    4  6 

 

 

 

 

 سيا ه یحل م اد ه
   ت         ل  ه   .    ه       ه   x   y     ض   ب          ک                    آ     آ             

]ص  ت     ax by c (a,b) ]+ = =      ه        ه      ه     آ  .  پس  ک    1
x

y





0

0
صه  ت ه  ه         

                       ز     ط ز                   :آ    .  س  ز آ           ت   

 
x x bk

(k )

y y ak

= +



 = −

0

0
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    ف  ت        ه   ) ه                  k            ت      ،    ت  x      y               ص   ض   ب     

 ه     ه   خ        ،          x      y                 ت  خ   ،      ث ت     گ     ف (.            

  خ     ث ت      ف (.                )      k         ت

 

 

       x     y                  x y+ =11 9 18  ،    x y+ م   ت؟    

 k−2 2    k−3 2    k−2 3    k−3 3 

 

 

 

 

              x y+ =7 21 −x,y  چ        ص  ح      ز  28  20      ؟ 20

 15    9    11    13 

 

 

 

 

 یحل م اد ه سيا ه با تب يل آن به م اد ه   ن ت 
               ax by c+                       ت: ص  ت ز       ک          x    y    ج  لات  =

        

b

a

ax c ;
ax by c

by c ;




+ = → 




 

 

 آ  .     ت         ص  ،   ي      گ      x     (y         )      گ  ن              

 

 ز   
b

bx0 

 ز   
a

ay0
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 )تمرين کتاب(                  ؟    5000   2000                         18000        چ   ط  ق     

 

 

 

 

 

              mx (m )y+ − =1 12          m             ن           ن            ج   ه    ه    صه  ح       

 ()تمرين کتاب            .     
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 گراف ساده 

يک يا چند نقطه که توسط تعداد هم وصل شده يا نشده باشند، گراف ساده نام دارد.خط بهی    تعريف اوليه:

 

 در يک گراف ساده حداکثر تعداد خطوط برابر است با: 

 

 

 

 

 

  زوج مرتب   گراف ساده:  یتعريف رياضG(V,E)  نکه در آ  V  )و ی تهو ناای متناهی اوعهمجم )مجموعه نقاطE 

 باشد، گراف ساده نام دارد.می  Vی دو عضوی   هازيرمجموعهی از کليهی   ا)مجموعه خطوط( زيرمجموعه

 

 

 

نقاطی   ساده با مجموعهی   گراف   V a,b,c,d,e=خطوط   ی   و مجموعه E ab,ac,ad,ae,bd= رسم کرده و

 کنيد.ی   آن بررسی يلهسواف ساده را بهگرتعريف   

 

 

 

 

 نامند.گراف می ی هارا يال Eی را رئوس گراف و اعضا Vی اعضا 
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 گراف یمعرف 
است از نقطه و خط. به هار ياک از ی   اگراف مجموعه

 گوئيم. می   يالو به هر يک از خطوط  رأسنقاط 

ماد با نترتيب   بهرا     Gگراف   ی   هامجموعه رئوس و يال

V(G)    وE(G)  دهيم.نمايش می 

 در گراف شکل مقابل داريم:    عنوان مثالبه

 V(G) {v ,v ,v ,...,v }= 1 2 3 9 

 E(G) {v v ,v v ,v v ,v v ,...,v v }= 1 2 1 4 1 8 2 3 7 8 

 گوئيم. آن گراف می  اندازهرا  هاو تعداد يال مرتبهرئوس را در هر گراف تعداد   

   دهيم.نمايش می  qو     pبا حروف   رتيب تبها و اندازه يک گراف ر  مرتبه

 

p(G) V(G) , q(G) E(G)= = 

 

pدر گراف در شکل فوق داريم:  عنوان مثالبه , q= =9 10. 

 باشد.که به آن متصل می ی   هايبا تعداد يال برابر است vرأس   درجه

Gdegرا با نماد  vدرجه رأس  (v)  ختصار ابه ياdeg(v)  ياd(v)  دهيم.نمايش می 

 

deg(v                                                                    در گراف شکل فوق داريم:    عنوان مثالبه ) , deg(v )= =5 93 0 . 

 

 
 ها(.گراف )تعداد يالی دازهبرابر ان  2برابر است با گراف    مجموع درجات رئوس  در هر گراف ساده

p

i
i

degV q
=

=
1

2 

 

 

 

 

 

V1G:

V2

V3

V4 V5

V6
V7

V8

V9
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 .گوئيممی  رأس زوجکه درجه آن يک عدد زوج باشد را ی و رأس رأس فردرا که درجه آن يک عدد فرد باشد ی رأس

 يک رأس زوج است.  v7فرد و يک رأس   v4در گراف شکل فوق  عنوان مثالبه

 

 
 باشد )لم دست دادن(در هر گراف ساده همواره تعداد رئوس فرد، زوج می 

 

 

 

 

 

 

 

 

دهايم و نماايش مای  (G)را باا     هاو کوچکترين آن  (G)بزرگترين عدد در بين درجات رئوس يک گراف را با نماد   

 .ناميمدرجه گراف می  مينيمم  و  ماکزيممرا  هاآن  ترتيببه

(G)                                                                                در گراف شکل فوق داريم: عنوان مثالبه , (G) =  =0 3. 

 

  

 

 

 

 

    رأسی که درجه آن صفر باشد )به هيچ يال  گوئيم.رأس تنها می  متصل نباشد( رای رأس تنها:

 يک رأس تنهاست.  v9در گراف شکل فوق  عنوان مثالبه

رأس   nاست شامل   ی   رأسی، گراف  nی   گوئيم. بنابراين گراف تهمی ی   گراف تهکه تمام رئوس آن تنها باشند را   ی  گراف

 و بدون يال.
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  مرتبه  راف ازر يک گدpتواند به أس حداکثر می ر ر، هp− −pکه درجه آن ی رأس ديگر متصل باشد. رأس 1 باشاد  1

 گوئيم.می  فوليا   رأس پُررا 

 

 

 

max                                                     ، برابر است با:pدر يک گراف از مرتبه     بيشترين مقدار     p = − 1.  

 

 

 

 

  دو رأسv    وu  عبارتی بهباشند.  گوئيم هرگاه توسط يک يال بهم متصل  مجاوررا :                                 uv E(G).  

 مجاور نيست. v5با  v1ی   مجاورند. ول v8و    v1در گراف فوق  عنوان مثالبه

 vباز رأس   ی   همسايگباشند،   مجاور می   vکه با   ی   هايباشد. به مجموعه همه رأس  Gاز رئوس گراف   ی   يک  vفرض کنيم   

GNداگوئيم و آن را با نممی  (v)  است که   ی   دهيم. بديهنمايش میGN (v) deg(v)=. 

GNرا هم به مجموعه  vاگر خود رأس    (v)     بسته رأس   ی   همسايگاضافه کنيم، مجموعه حاصل راv   آن راگوئيم و   می 

GNنماد  با [v]  داريم:شکل فوق در گراف    عنوان مثالبه  .دهيمنمايش می 

G GN (v ) {v ,v ,v } , N [v ] {v ,v ,v ,v }= =5 2 4 7 5 2 4 7 5 

 G GN (v ) {} , N [v ] {v }= =9 9 9 
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  به آن رأس متصل باشند. هاآنی   که هر دو وجود داشته باشدی گوئيم هرگاه رأس  مجاوردو يال را 

vدر گراف فوق  عنوان مثالبه v8 vو    6 v8  مجاورند. يالدو    1

نمايش جهات ياال ی   برا  . در اين حالتگوئيممی   دارجهتتعيين شده باشد، گراف   آن جهت  ی  هايالی  که برای  به گراف

 کنيم.بين دو رأس، از زوج مرتب استفاده می 

 عنوان مثال : به

V(G) {a,b,c,d,e}=

E(G) {(a,b),(a,c),(a,d),(b,d),(c,a),(e,d)}=

 

 

 کاملاً متفاوت است. (v,u)با يال (u,v)يال  دارجهتی   هار گرافتوجه داشته باشيد که د 

 

 

 

نظر نيست. آنچه در يک گراف اهميت دارد تعداد رئوس و تعاداد   مدی   سم نمودار يک گراف روش يکتايری   برا  

 م رأس ديگر ارتباط دارد.س با کداکه کدام رأ و اين هايال

ی هاامجموعه رئاوس و مجموعاه يالی دهد برابرريختی( دو گراف را نشان می )يا همی ديگر آنچه برابری به بيان

 باشد.به يکديگر می   هاو نحوه اتصال يال هاآن

 باشند:دو گراف زير با هم يکسان می  عنوان مثالبه

V1
G :1

V2

V3

V4

V5

G :2
V1

V2

V3

V4

V5 
 

 V(G ) V(G ) {v ,v ,v ,v ,v }= =1 2 1 2 3 4 5 

 E(G ) E(G ) {v v ,v v ,v v ,v v ,v v ,v v }= =1 2 1 2 1 3 1 4 2 4 3 4 4 5 

 

a b

c

d

e
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بين دو رأس ممکن است بيش از يک يال وجود داشته باشد. همچناين   

 است يک رأس را به خود آن رأس متصل کند که به آن    يک يال ممکن

 گوئيم. می  طوقه

که شامل طوقاه نباشد و بين هر دو رأس آن بيش از ياک ياال ی  گراف

 گوئيم. می  ساده  گرافوجود نداشته را 

 

 

 زير مربوط به يک گراف ساده است؟ی   هااز گرافيک   کدام 

 

 

    
 

 

 

 يال دارند. در اين صورت:  4و   2ترتيب   بهو    3هر دو از مرتبه    G2و G1بدون طوقهی   هاگراف 

 G1  ه است وقطعاً سادG2 .قطعاً ساده نيست   

 G1   قطعاً ساده است، ولیG2  .ممکن است ساده باشد يا نباشد 

 G1  ممکن است ساده باشد يا نباشد، اماG2  ًست. يساده نقطعا 

 ممکن است ساده باشند يا نباشند.  G2و  G1هر دو گراف 

 

 

G، هرگاااه 4از مرتبااه  Gدر گااراف   GN [a] N [b] {c,d}=  و درجااه همااه رئااوس يکسااان

 ؟کدام است deg(c)نباشد، آنگاه 

 3ا ي  2  2  1  3 

 

 

 

263

264

265

c

a

d

b
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GNدانيم   ، می 6مرتبه   از   ی در گراف    (a) {b,c,d,e}=     وGN (b) {a,c,d,e}= کدام گزينه درست است؟ . 

 q 8 13 q 7 13  q 7 15  q 8 15 

 

 

 

داناايم ماای  5از مرتبااه ی فااگرادر   = و  4 = دارد. اياان گااراف  4رأس از درجااه  2و گااراف  2

 حداکثر چند يال دارد؟

 7  8  9  6 

 

 

 

 (یقوانين درجه رئوس در گراف ساده )نکات مهم در دنباله گراف 

−p)  هيچ يک از اعداد دنباله نبايد از   گاراف ياا هماان تعاداد اعاداد دنبالاه ی   مرتبه  pتر باشد )بزرگ  (1

 باشد(.می 

 فرد هر گراف، يک عدد زوج است.   ی هاتعداد رأس 

,با درجه رئوس ی   مثلاً گراف , , , ,4 3 3 2 2  نداريم! زيرا تعداد رئوس فرد آن، فرد است.    1

 باشد.وجود داشته   ی   عدد تکرار  حداقل دو در دنباله بايد 

رأس پر باشد، آنگاه   1ی دارای   اگر گراف   1. 

رأس پر باشد، آنگاه   2ی   دارای اگر گراف  2. 

kرأس پر باشد، آنگاه  kی دارای   ترتيب اگر گراف همينبه . 

,ا درجه رئوس   ب ی   گراف  مثلًا , , , ,5 5 5 3 2 pنداريم! زيرا   2 = است و بخاطر وجود سه رأس پر بايد   6   باشد!     3

 

     تمام يط وجود يک گراف علاوه بار شارای برای نکات فوق فقط شرط لازم هستند نه کافی! يعنی  تذکر بسيار مهم:

,ه رئوس   با درجی   شد. )مثلاً گرافآن گراف قابل رسم نيز بافوق، بايد    , , ,4 3 1 1 که همه شرايط فوق را دارد، قابل رسم   1

 نيست!(
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 ورپمؤذنیستاد ا | ریاضیات گسسته | 1403 ویژه کنکور

 يک گراف ساده است؟ی هاراسی   درجهی زير، دنبالهی هااز دنبالهيک   کدام 

 , , , , , ,4 4 4 3 2 1 1  , , , , , , , ,6 5 3 3 2 1 0 0 0  , , , , ,5 5 3 3 1 1  , , , , , , ,3 3 3 1 1 1 0 0 

 

 

 

 

 تواند باشد؟آن، به کدام صورت می ی   هاراسی درجهی ، دنباله6ی   در يک گراف ساده از مرتبه 

 , , , , ,5 4 3 2 2 0  , , , , ,5 4 3 2 2 1  , , , , ,5 4 3 2 1 1  , , , , ,5 4 3 3 2 1 

 

 

 

 

 ی فارد، عاددی هااو تعاداد رأس . . . . . . . . . .ی زوج، عاددی هارأس دارد، تعداد رأس 16که ی در گراف  

 (86ی   )سراسر   است. . . . . . . . . . .

 زوج / زوج  زوج / فرد  فرد / زوج  فرد / فرد 

 

 

 

 

Vبا مجموعه رئوس     Gدر گراف ساده      {v ,v , ...,v }= 1 2 iمجاورناد کاه   ی   زمان  jvو     ivدو رأس     10 j 

 زوج باشد. اين گراف چند يال دارد؟ی   عدد

 32  28  35  42 
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 ورپمؤذنیستاد ا | ریاضیات گسسته | 1403 ویژه کنکور

دانيم   ، می 4از مرتبه   ی در گراف  − =  باشد؟  تواندنمی گراف، کدام   ی هاداد يالاست. تع 1

 1  3  4  5 

 

 

 

 

دو رأس از درجه   ی   ، دارا14و اندازه     8از مرتبه   ی   گراف   = و يک رأس از درجاه   3، يک رأس از درجه   5

 =  ؟ستکدام اگراف    2درجه   ی هاميباشد. تعداد رأس 1

 1  2  3  4 

 

 

 

 

, صورتبهيک گراف ساده ی هادرجه رأس  ,a, , ,5 4 2 1 pباشد. حاصل می  2 q+ +  +   ؟کدام است 

 18  19  20  21 

 

 

 

 

 (80ی   )م سراسر   ؟باشد تواندنمی عدد ، کدام 4يک گراف ساده از مرتبه ی   هاحاصل ضرب درجه 

 3  12  18  63 
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 کدام است؟  Vی مجموعهی عضو است، حداقل تعداد اعضا 23ی   دارا Eی   ، مجموعهGی در گراف ساده 

 6      7    8    9   

 

 

 

 

G   ،Pی در گراف ساده   = 13، = و     7 =  کدام است؟  ترتيببه  اندازه گراف. حداکثر و حداقل   3

   22و     45    22و     43    24و     45    24و     34 

 

 

 

 

اساااات. حاصااال  2، براباااار v8و ... و v2و v1ی هااااابااااا رأسی گرافاااای هاااااميااااانگين درجااااه 

G i
i
N (v )

=

8

1
 ؟ام استدک 

 2  4  8  16 

 

 

 

 

داناايم ماای  5از مرتبااه ی گرافاا رد  = و  4 = دارد. اياان گااراف  4رأس از درجااه  2و گااراف  2

 حداکثر چند يال دارد؟

 7  8  9  6 
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,يک گاراف سااده باه صاورت   ی  هادرجه راس   ,a, , ,5 5 4 3 چناد مقادار مختلاف ممکان   a.   اسات  2

 است داشته باشد؟

 3    2    1  صفر    

 

 

 

 

 منتظم و کامل یهاگراف
 گوئيم.منتظم می  -kباشد، را گراف    kو برابر ی که درجه تمام رئوس آن با هم مساوی   گراف

 منتظم شکل مقابل. -3و   ی رأس  6مانند گراف   

 

 

 

 منتظم - گراف k یهایويژگ 

 برابر است با:  pی   منتظم از مرتبه  -kوس يک گراف   رجات رئمجموع د 

 

i

p

degv q k k ... k q k.p q=  + + + =  = 2 2 2 

 

 .د فرد باشندتواننهر دو نمی   kو pزوج است مقادير   ی   عدد q2که   ی   از آنجاي 

 

 

r همواره داريم: pی بهاز مرت منتظم  -rدر يک گراف   p  −0 1 

q                                                        برابر است با:  pمنتظم از مرتبه     -kيک گراف   ی هاتعداد يال  kp=
1
2

 

kطه رابمنتظم     -kدر هر گراف     =   برقرار است.  =

d)ی ، هم حسابهادرجه راسی منتظم، دنباله ی   هادر گراف  q)ی   ( و هم هندس0= =   ( است.1

280
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 k - خاصی هامنتظم 

 منتظم است!  -0يک گراف   ی   هر گراف ته 

 

 هم هستند.از  ( جداخطپارهيال )ی تعداد صورتبه(   حتماً زوج است  p) pرتبه   از م منتظم  -1ی   هاگراف 

 

 اند.تشکيل شدهی   چندضلعی   منتظم از اجتماع تعداد  -2ی   هاگراف 

 

6منتظم مرتبه  -1گراف  4منتظم مرتبه  -2گراف  8منتظم مرتبه  -2گراف 
 

 

 

 از: اندعبارت  8منتظم از مرتبه   -2ی   هامثلا گراف 

 

 

 
 

 

 

 باشد؟ 10ها برابر نآی وجود دارد که اندازه  pی منتظم از مرتبه  -kچند گراف    

 توان تعيين کرد.نمی     7    4   3 
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 گوئيممی  کاملجاور باشد، را گراف   که هر رأس آن با تمام رئوس ديگر می گراف. 

 دهيم.نمايش می  pKرا بای رأس pگراف کامل   

 

 

 
 

 

 گراف کامل یهایويژگ 

p)ی رأس  pيک گراف     pKگراف  )−  منتظم است.  -1

pرابطه  pدر هر گراف کامل از مرتبه     =  = −  برقرار است. 1

pبرابر است با:  pهر گراف کامل با اندازه ی هاتعداد يال 
q

 
=  
 2

. 

 

pهمواره رابطه   qازه و اند  pدر هر گراف از مرتبه    
q

 
   

 
0  باشد.می ر قرابر 2

 

 
 

 

بايست آن گراف را با می وال،   يدا کردن اندازه گراف مورد نظر سپی   شويم که برامی مواجه   ی   هايدر ادامه با مثال  

اين   يشتر در حلسرعت عمل بی   شود برامی نزديکترين گراف کامل به گراف مورد نظر، مقايسه کرد. لذا توصيه   

 را بخاطر بسپاريد. 10ا مرتبه   کامل تگراف   ی   هادول تعداد يال، جهاسوالدست   

 

 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9 K10 گراف کامل 

 45 36 28 21 15 10 6 3 1 اندازه

 

 

 

K6گراف



 
 

 

 

Bahmanmoazzenipour

138 
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 ماکزيمم وجود دارد؟ی   با درجهچند رأس   20ی با اندازه  7ی   از مرتبهی در گراف 

 3   4    5    6   

 

 

 

 

 ماکزيمم کدام است؟ئوس حداکثر تعداد ر  19ی با اندازه  7ی   از مرتبهی   درگراف 

 3   4    5    6   

 

 

 

 

k)يال از يک گراف     16با حذف      k)منتظم، اين گراف به گراف  -3+( )− شاود. مناتظم تباديل مای   -1

 مرتبه گراف کدام است؟

 6  8  10  12 

 

 

 

 

,ی   گرافای   هارأس  درجه   , , ,3 2 2 2 باه ياک گاراف مناتظم، مجماوع   يل ايان گارافاسات. باا تباد  1

 شود؟می درجات چقدر زياد   

 3  4  5  10 
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qدر يک گراف کامل ناتهی، رابطه   =  +3 برقرار است. مجموع مرتبه و اندازه کدام است؟ 

 28  45  36  55 

 

 

 

 

 آيد. گراف کامل چند منتظم است؟می  دستبهمنتظم   -6اف کامل، گراف   يال از يک گر  15با حذف    

 10  9  8  7 

 

 

 

 

−اگر    8و اندازه     5از مرتبه   ی در گراف  =  است؟ 3باشد، چند رأس گراف از درجه    2

 4  3  2  صفر 

 

 

 

 

 بدون نام یهاها با رأسگرافو شمارش يکريخت  یهاگراف
به  هاآنی نحوه قرارگيری   مهم است ول  ها، و تعداد آنهابه يکديگر، راس  ها، نحوه اتصال يالدر بحث نظريه گراف

 زير دقت کنيد:ی   هاندارد. به شکلی   يکديگر اهميت

a

b

c

d

db ca

d

bc

a

d

b

c

a

d

b c

a
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 وجود دارد؟ 3و اندازه  5ی   چند نوع گراف از مرتبه    

 1  2    3  4   

 

 

 

 

 نام یدارا یهاها با راسشمارش گراف 

pش برابار هااي، حاداکثر يالpکه گاراف سااده از مرتباه     فته شدقبلا گ 
 
 2

باشاد. اماا ياادتون ناره کاه می  

از مجموعاه کال ی   اهار گاراف در واقاي زيرمجموعاهی   هااهاا کاه کامال نيساتند! مجموعاه يالهمه گراف

,a,bی هاااا. ماااثلا باااا راستساااهايال c, d  تاااوانمی کااالا 
= 

 

4 ياااال مجموعااه  6ياااال رسااام کااارد. ايااان  62

 Max(E) ab,ac,ad,bc,bd,cd=  راس بخاااواهيم رساام  4باااا ايااان ی اديگاااههساااتند. حاااالا هااار گاااراف

 ه خاطر بسپار:باشد. اين جمله رو بمی  Max(E)هايش ، يک زير مجموعه از کنيم مجموعه يال

 

 هاست. حداکثر يال  يک زيرمجموعه از مجموعه اسمی دارا ی هاراسا ساده ب هر گراف

 

 

 

 

رئوسی   مجموعه  V a,b,c,d=رئوس ذکر شده:ی را در نظر بگيريد. با مجموعه 

 تاااوان رسااام کااارد؟حااداکثر چناااد ياااال سااااده مااای  

 

 

 د؟تاااوان رسااام کاااراکثر چناااد گاااراف سااااده مااای دحااا 

 

289
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را   abتوان رسام کارد کاه ياال   می چند گراف ساده    

 را نداشته باشد؟ cdيال   ی   داشته باشد ول

 

 

 تاوان رسام کارد؟چند گراف ساده با چهار ياال مای   

 

 

کارد باه   رسام  تاوانچند گراف ساده با چهار يال می   

 ؟وجود داشته باشد  abيال   هاآنی که در همهطوری

 

 

ی   هااباا مجموعاه راس  5  چند گاراف سااده از انادازه   V a,b,c,d,e=  کاه وجاود دارد باه طوری

deg(a)=  ؟3

 15  30  06  90   

 

 

 

 

راد طارف عضو هستند. اگر بودن در ليست افای   ماعدر يک شبکه اجت  Eو     Dو     Cو     Bو     Aپنج دوست     

باشاد( می در ليست دوست خود باشد، دوست او نيز در ليست اين فرد ی فرداگر ی دو طرفه باشد )يعنمقابل يک رابطه   

ليست دوساتان ممکان اسات وجاود ی نيست، چند حالت مختلف برا Bدر ليست     Cهست و     Bدر ليست     Aو بدانيم   

 داشته باشد؟

 128  256  1022  1023 
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 زيرگراف و مکمل گراف 
 Gی   هاارئوس و يال  زيرمجموعه  آنی   ها، خود يک گراف است که مجموعه رئوس و يالGگراف     زا  زيرگرافيک   

 باشند.می 

 

 

 باشند.يرگراف از گراف شکل فوق می ز سه G3و   G2و  G1 عنوان مثالبه

 

e

f

G :1 G :2 G :3

a b

f

b

c

a b

cd 

 

 

  تواند زيرگراف خودش باشد.می اف   است که هر گری   بديه 

 

 

 

 :مکمل گراف   مکمل گرافG   با نمادآن را کهcG  ياG  است که:ی   دهيم گرافنمايش می 

 است.  V(G)مجموعه رئوس آن همان 

 

 آن يال وجود نداشته باشد.   Gال است اگر و تنها گر بين همان دو رأس در ي  يک Gبين دو رأس 

 

V1G:

V2 V4

V5V3

V1G:

V2

V3

V4

V5 

a b

cd

e

f



 
 

 

 

Bahmanmoazzenipour

143 
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 باشد، آنگاه:  pيک گراف از مرتبه    Gاگر    

−pبرابر است با   Gو رأس متناظر آن در گراف Gدرجه هر رأس از گراف      نی:يع .1

 

G Gu V(G) : d (u) d (u) p  + = − 1 

 

 . يعنی:pKگراف کاملی هابرابر است با تعداد يال  Gو گراف  Gگراف   ی هامجموع تعداد يال 

 

pq(G) q(G) q(K )+ = 

 

 

 

 است و برعکس.ی   راف کامل، گراف تهل گمکم 

 

 

 

 هاهمه آنچند زيرگراف دارد که در  روروبهگراف     =  باشد؟   4

 1 

 2 

 4

 

 

  

 8 

 

 گراف شکل مقابل چند زيرگراف با اندازه يک دارد؟ 

 12 

 9 

 6

 

 

  

 3  
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ی هااياال باشاد، تعاداد يال  10ی   دارا  Gاست. اگر گراف     3برابر     Gو     Gدر هر دو گراف     aدرجه رأس     

 ؟کدام است  Gگراف

 5  6  10  11 

 

 

 

 

 چند يال دارد؟  Gمنتظم باشد، گراف     -3يک گراف     Gمنتظم و گراف  -2يک گراف     Gاگر گراف    

 5  6  10  12 

 

 

 

 

V(G)هرگاه   Gدر گراف ساده   {v ,v ,...,v }= 1 2 qو   8 = iGباشد، حاصل   12
i
|N (v )|

=

8

1
 ؟کدام است 

 12  24  16  32 

 

 

 

 

 وجود دارد؟  9ی منتظم از مرتبه  -6چند گراف    

 3  5  4  7 
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 فمسير و دور در گرا 
u)که به آن يک  Gدر گراف     vبه رأس     uيک مسير از رأس    v−   دو باه دو از رئاوس   ی   اگوئيم( دنبالاهمسير می

  باشند. اين دنباله مجاوری   هر دو رأس متوالکه ی طوربهشود،   ختم می  vشروع و به  uاست که از   متمايز

 کمتر از تعداد رئوس آن(.ی   جود در آن )يکموی هاطول يک مسير برابر است با تعداد يال

 ل : ثاعنوان مبه

aed يااااکa d−  باشااااد.می  2 طولبااااهمسااااير  

abcd يااکa d−  باشااد. می  3 طولبااهمسااير 

aegfd يااکa d−  باشااد. می  4 طولبااهمسااير 

 

 

  حاصل از يک رأس تنها دنباله ر باشد. همچناين مسايخودش می به  vيک مسير به طول صفر از رأس   vی       قررارداد:

 همان يال است. 1 طولبه

 

 

m)است از ی   ا دنباله   mيک دور به طول  )+ رأس   متمايز هساتند( کاه از ياک     ها آن ی   تا mرأس يک گراف )دقت کنيد که     1

 آن يکسان باشد. ی و انتها است که ابتدا   ی   دور، مسير عبارت ديگر   شود، به   ده و به همان رأس ختم می شروع ش   aانند م 

 باشند.   در گراف شکل فوق می  5 طولبه  يک دور  aedcbaو  3 طولبهيک دور    aeba عنوان مثالبه

 

qی   اگر در گراف  p (داردور است. )گراف دوری اراباشد، آن گراف حتما د 

 

 

 

 

(G)هکی   طوربهباشد     pز مرتبه   يک گراف باشد ا  Gفرض کنيم     m    اين صورت، در  G  يک مسير باا ی   دارا

−pباشد. همچنين ماکزيمم طول يک مسير اين گراف )در صورت وجود(   می  mطول  است. 1

 

a

b

c
d

e

f

g
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داده شاده اسات،   هاانشاکل دنبالاه درجاه رئاوس آی   که بجای   هايارش تعداد مسيرها، در گرافی شمی   برا  

کمتری( داشته باشاند! ی   )نقاط هيچی   کمترآن برخورد   ی   هارسم کنيد که يالی   االامکان گراف را به گونهحتی 

 هيد.(ها را در مرکز شکل قرار دبا درجه بالاتر شروع کنيد و آنی ها)ترسيم را با رأس

 

 

 

,صورت بهی   گرافی هادرجه رأس  , , ,4 3 2 3  وجود دارد؟ رأس با درجهاست. چند مسير بين دو  2

 4  5    6  7 

 

 

 

 

,ی هااابااا درجااه رأسی در گرافاا  , , , ,4 4 3 3 2 ی مجاورنااد. تعااداد دورهااا دو رأس بااا درجااه 2

 (90ی   )سراسر   ؟کدام است  6 طولبه

 صفر  3  2  1 

 

 

 

 

 (96ی   )سراسر   وجود دارد؟  4 طولبهمنتظم شکل مقابل، چند دور  -3در گراف  

 6 

 7 

 8

 

 

  

 9 
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 کامل یهامسير و دور در گراف 
بل استفاده هستند با طرح چند مثال نحوه محاسبه که با ايجاد شرط در مسئله غيرقا  مطرح کردن فرمولی   به جا

 م.بينيمی کامل   ی   هادر گرافتعداد مسير و دور را 

 

با مجموعه رئوس  k6در گراف کامل  a,b,c,d,e,f: 

 وجود دارد؟  bبه رأس     aاز رأس     4چند مسير به طول     

 

 

وجاود دارد   bبه رأس     a  از رأس  4چند مسير به طول     

 گذر کنيم؟ cمشروط بر آن که در تمام اين مسيرها از رأس 

 

 

وجاود دارد   bبه رأس     aاز رأس     4ه طول   چند مسير ب  

گذر نکنايم   dکدام از اين مسيرها از   که در هيچبه شرط آن

 حتماً بگذريم؟ cاز راس   ی   ول

 

 

 وجاااااود دارد؟ 4چناااااد مساااااير باااااه طاااااول  

 

 

را   mتيب يک دور به طول   حالت و ... و به همين تر  8را به     4حالت، يک دور به طول     6را به     3ل   يک دور به طو  

 توان نمايش داد:حالت می  m2هب

a b

c

abca , bcab , cabc

acba , cbac , bacb
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 دارد؟ 5چند دور به طول  a,b,c,d,e,fگراف کامل با رئوس  

 12    36  72  120   

 

 

 

 

 دارد؟ 2 طولبهاست. اين گراف چند مسير    8ترين مسير يک گراف کامل برابر طول بزرگ 

 94  252  84    45   

 

 

 

 

,با درجه رئوس ی   گراف  , , ,4 4 4 3  دارد؟ 3 طولبهچند دور    3

 7  8  9  10 

 

 

 

 

 گراف پترسُن 
 . )شکل مقابل(10منتظم از مرتبه  -3است   ی   گراف

 

 

 جدول زير است: اف، مطابقاين گری   دارد. تعداد دورها  9و     8و   6و  5 طولبهی   ين گراف فقط دورهايا 

 

 9 8 6 5 طول دور

 20 15 10 12 تعداد 

 

 

301

302

303
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 آن ارائه کرد. ی   دورهای بنددستهی برای   هايتوان روشمی موجود در اين گراف،   ی   هابه دليل تقارن

 از: اندعبارتراف   اين گ 5 طولبهی دورها عنوان مثالبه

 

دور 5شامل  دور 5شامل 
 

 تا.  12را که جمعاً ميشود   ی   بيرونی   لعو دور شامل پنج ضی   ه دورنبه اين مجموعه دور اضافه کنيد دور شامل ستار

 از: اندعبارتاين گراف    6 طولبهی   همچنين دورها

 

دور 5شامل  دور 5شامل 
 

 خواهيم داشت. 6 طولبهدور    10در مجموع   

 

   یگراف الماس 
اور آن از درجاه است کاه دو رأس غيار مجای   گراف

n−2    وn−2 باشد. می   2رجه رأس ديگر آن از د 

      ماننااد گااراف شااکل مقاباال بااا مجموعااه رئااوس:

, , , , , ,5 5 2 2 2 2 2.  

 باشند.می  4اين گراف با طول ی دورهای   کنيد تمامهمانطور که مشاهده می 

 وجود دارد.  4 طولبهاين گراف يک دور   ی رأس دلخواه از رئوس ميان 2هر   ی به ازا

n       گراف برابر است با: اين ی   ابراين تعداد دورهابن −
 
 

2
2. 

V1

V2

V3 V4 V5 V6 V7
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  nCو گراف تک دور  nPگراف تک مسير  
تشکيل ی   رأس  nکه تنها از يک دور   را   ی   و گراف  nPتشکيل شده باشد، بای   رأس  nير   را که تنها از يک مسی   گراف

   دهيم.نمايش می  nCشده باشد، با

 

P5گرافC5گراف
 

 

 nPی نکات مهم گراف خط 

باشند.می  2و بقيه رئوس از درجه    1درجه   از دو راس  nPهر مسير    

 

−n                           ست با : برابر ا nPطول بزرگترين مسير     1 

 

 دقيقا يک مسير وجود دارد. nPبين هر دو راس متمايز از گراف    

 

n                 برابر است با:  nPگراف   ی   ل مسيرهاتعداد ک  n
 

+ 
 2

 

 

 

 nC نکات مهم گراف 

 است. nمنتظم از مرتبه     -2يک گراف    

 

 د دارد.دقيقا دو مسير وجو  nCبين هر دو راس از گراف    

 

مسير به طول   nها(،   د يالمسير به طول يک )تعدا  n،   ها(مسير به طول صفر )تعداد راس  nی   دارا  nCگراف     

2   ،n   و ..... و 3مسير به طول ،n   مسير به طولn−  .n2           است پس تعداد کل مسيرها برابر است با : 1
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 چند يال دارد؟  nPباشد، آنگاه مکمل گراف  nCف، خود يک گراnCاگر مکمل يک گراف 

 6  8  10  12 

 

 

 

 

 حداکثر چند دور دارد؟  Gباشد، گراف  7منتظم از مرتبه     -4يک گراف    Gاگر    

 3  2  1  صفر 

 

 

 

 هاگراف یبندو ناهم یبندهم 
صفحه کاغذ بلند کنيم، چنانچه تمام گراف به دنبال آن بلند شود، ی   گراف را گرفته از روی   هااساگر هر کدام از ر

دو رأس دلخواه آن ياک مساير وجاود داشاته گوئيم هرگاه بين هر     بندهمرا     Gنامند. گراف   می   بندهمگراف را   

 گوئيم. بندناهمباشد. در غير اين صورت آن را 

 وجود ندارد.ی هيچ مسير  fو   bاست زيرا بين دو رأس  بندهمنا  Hر گراف   زيی هادر شکل عنوان مثالبه

 

a b

c

d
e

f

g

G :

a

b c

d

e

f

H:
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 ها:گراف یبندنکات هم 

 است.  بندهمحداقل يک رأس پر داشته باشد، ی   اگر گراف 

 

qاگر     pدر هر گراف از مرتبه      p − pqاگر   است و     بندهمباشد، قطعاً گراف نا  1
 −  
 

1
 بندهمقطعاً گراف     2

ppاست اگری   است. بديه q
 −−    
 

11  داد.ی   توان نظر قطعنمی آن ی بندهمباشد، در مورد    2

 :هابرحسب تعداد يال pاز مرتبه     يک گرافی بندهمنمودار 

 

ناهمبند قطعاً

O

دهمبند يا ناهمبن
همبند قطعاً

p− 1
(p )(p )− −

1 1 2
2

p(p )−
1 1
2

q

 

 

p         ابر است با:بر Pاز مرتبه    بندهميک گراف نای هاحداکثر تعداد يال  −
 
 

1
2. 

 

 هستند.ی   حداقل دو بخش بندهمنای   هااست و گرافی   يک بخش  بندهمگراف    

 

pهرگاه    qو اندازه     pاز مرتبه   ی در گراف  q= +2  باشد، آنگاه اين گراف چگونه است؟ 27

 دور داردحتماً   بند هميا نا  ندبهم  بند همقطعاً نا  بند همقطعاً    

 

 

 

 

pهرگاه    Gساده  بندهمدر گراف نا  = qو    13 =  وجود دارد؟  11باشد، چند رأس با درجه  65

 12  11  9  10 
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ياال، گاراف کامال   باشاد، باا افازودن چناد  8که مجماوع مرتباه و انادازه آن     بندهمدر يک گراف     

 (91ی   )سراسر   شود؟ می 

 1  2  3  4 

 

 

 

پل بهم ربط داده است. اگر مجاز باشيم از هر پال دقيقااً  8را با   Eو     Dو     Cو     Bو     Aمنطقه     5شکل زير     

 (82ی   )سراسر  ؟   کدام است، منطقه پايان Bکنيم، با شروع از منطقه  يک بار عبور

 نشدنی  

 B

 

  

 D   

 E 

 

 

ها اگر از هر شود. در اين نوع گرافگفته می ی   ه تمام رئوس آن زوج باشد گراف اويلرکه درجی   بندبه گراف هم  

 رسيم.می ی   يت به همان راس ابتدايراس شروع به حرکت کنيم و از هر يال دقيقا يک بار عبور کنيم در نها

 

 

 

 

گويند. در اين می ی   اويلرآن زوج هستند، گراف نيمه   که فقط دو راس فرد دارد و بقيه رئوس   ی   بندبه گراف هم  

اگر از هر کدام از رئوس فرد شروع به حرکت کنيم و از هر يال دقيقا يک بار عبور کنيم باه راس فارد   نوع گراف

 رسيم.ديگر می 
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 یگر احاطه 
3مطابق شکل يک صفحه شطرنج    ی هيم، هر مهره ديگاررا در نظر بگيريد. اگر يک وزير در وسط آن قرار د  3

4در صفحه، در تيررس وزير خواهد بود. اما اگر صفحه شطرنج    ی نيسات. و بارای باشد، ديگر يک وزير کااف  4

 ها، حداقل دو وزير نياز است.تمام خانهپوشش   

 

 

8پوشش تمام نقاط يک صفحه   ی ادر قرن نوزدهم ثابت شد بر   وزير با چينش شکل مقابل نياز است. 5، حداقل   8

 

  بخاطر سپردن چينش شکل مقابل به روش زير عمل کنيد:ی برا 

انتخااب کارده و  واهرا به دلخی   خانه ميان  4از   ی   ابتدا يک

 دهيم.يک وزير در آن قرار می 

مانناد   Lحاصل چهار حرکت   موقعيت چهار وزير ديگر،   

ه در هار چهاار جهات )حرکت اسب( وزير اول است کا

 انجام گرفته است. ی   اصل 

 

 .گریاحاطهها شد بنام در گرافی   مفهوم جديدهايی، بعدها منجر به پديد آمدن   طرح چنين مسأله
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از ياک شاهر اسات کاه ی  ابل نقشه بخشمق  گاراف شکل

رأس و يال نمايش داده ی   آن با تعدادی   هاها و خيابانتقاطي

 شده است.

هاا، از تقااطيی ن، قصد داريم در بعضشهروندای   راحتی   برا

مستقر کنيم تا هرشخص بتواند، حداکثر باا ی  هايعابربانک

 داشته باشد. ی پيمودن يک خيابان به عابربانک دسترس

ی ند، تاا بتاوان باا تعاداد کمتارها نصب شاوها در کدام تقاطيشود اين است که عابربانککه مطرح می ی   السئوحال  

 ديگر را نيز پوشش داد؟ی   هادستگاه، همه تقاطي

 

 اقلباشد و يا حاد  Dدرون   يا     Gناميم، هرگاه هر رأس   می   گرمجموعه احاطهرا يک     V(G)از     Dزيرمجموعه     

 باشد.  مجاور Dاز رئوس ی   با يک

 يک جواب است. {b,d,h}باشد. مثلاً مجموعه رئوسمی گراف ايجاد شده   ی راگر بفوق يک مجموعه احاطهجواب مسأله 

نيز يک   {d,c,g}. مثلاً در گراف شکل فوقگر يک گراف، يکتا نيستمجموعه احاطهاست که   ی   توجه به اين نکته ضرور

 گر است.مجموعه احاطه

 

تعاداد عضاو را داشاته   که کمتارينی   هاي، مجموعه يا مجموعهGگر گراف   احاطهی   هادر بين تمام مجموعه  

 گوئيم. می  گر مينيمممجموعه احاطهباشند، 

 

 

 

 

 دهيم.نمايش می  (G)دبا نماآن را گوئيم و می  G  گرافی   گرعدد احاطهرا ی اچنين مجموعهی تعداد اعضا

آن برابار اسات باا ی   گارگر مينيمم است. و عدد احاطاهيک مجموعه احاطه  {b,f}فوق  در گراف شکل  عنوان مثالبه

 = 2 . 

 

a b c

d e

f

g

h

a b c
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f

g

h
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 گوئيم.می   مجموعه  -، يکGف   گر مينيمم از گراسهولت، به يک مجموعه احاطهی اوقات برای   گاه 

 

 

 

 

 گوئيم.می  گر مينيمالاحاطهنباشد را گر گر که با حذف هر يک از رئوس آن ديگر احاطهاطهيک مجموعه اح 

 گر مينيمال است.يک مجموعه احاطه {a,e,h}يا  {b,d,g}در گراف شکل فوق، هر يک از دو مجموعه    عنوان مثالبه

 

گار مينيماال حاطاهرئوس آن به ياک مجموعاه ای توان با حذف برخمی ال را گر غيرمينيمهر مجموعه احاطه  

 تبديل کرد.

 

 

 

لزومااً ی   گر مينيماالهر احاطهی   عکس آن صحيح نيست. يعنی   گر مينيمم، مينيمال است ولهر مجموعه احاطه  

 ت.مينيمم نيس

 

 

 

از ی خاودپردازدر برخای   ادخواهيم تعدمی از يک شهر باشد.   ی   نقشه قسمت  روروبهفرض کنيد که شکل     

داشته باشد و ی   که باشد يا به دستگاه خودپرداز دسترسی   صب کنيم که هر فرد در هر تقاطعها ناين خيابانی   هاتقاطي

نصاب کنايم،  eاز خودپردازها را در تقاطي ی اگر يکيداکند. پی   يا حداکثر با رفتن به تقاطي مجاور به خودپرداز دسترس

 نياز داريم؟  يگردحداقل چند خودپرداز   

 2 

 3 

 4

 

 

  

 5 
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 وجود دارد؟  2ی گرگر مينيمم با عدد احاطهزير فقط يک مجموعه احاطهی   هااز گرافيک   کدامدر    

 

                               

 

 

 

ه ، مشاخص شادهابين آنی هاه يک منطقه شامل چند روستا است و مسافت جادهل، نقشدر شکل مقاب  

کاه فااصله هر روستا تا نزديکتارين ی   اتاها احداث کنيم، به گونهاز اين روسی   خواهيم چند درمانگاه در برخمی است.   

 چند درمانگاه نياز داريم؟حداقل ها حداقل ممکن باشد. کايلومتر نباشد و تعداد درمانگاه  20درمانگاه، بيشتر از 

 1 

 2 

 3

 

 

  

 4 

 

 

 ارد؟گراف شکل مقابل، حداکثر چند عضو دی ر مينيمال، براگيک مجموعه احاطه 

 3 

 4

 

  

 5   

 6 

 

 مجموعه متمايز دارد؟  -گراف شکل مقابل چند    

 6 

 7

 

  

 8   

 9 
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 یگر يين در احاطهکران بالا و پا 

 یبا نماد سقف و کف در اعداد حقيق یآشناي: 

 برابر است با:  xی   يا کفِ( عدد حقيقجزء صحيح )

x x
[x]

x


= 


 

 

 برابر است با: xی   همچنين سقف عدد حقيق

x x
x

x


=   


  

]  : عنوان مثالبه / ] , / ; [ ]= = = =      3 5 3 3 5 4 3 3 3 

 

x  عدد صحيح، با خود آن عدد برابر است. يعنی: ف هرسقف و ک  x x ;x= =        

 

 

 

aاگر     =  2 aو    3 =  3  باشد، کدام گزينه درست است؟ 5

 a 
4 2
3

  a 
3 5
2 3 

 a 
4 2
3

  a 
3 5
2 3

 

 

 

 

 

ماکزيمم درجاه يک گراف با  Gکند. پس اگر می ئوس مجاورش را احاطه   در هر گراف، هر رأس خودش و ساير ر  

    حداکثرتواند   می رأس باشد، آنگاه هر   +  ديگر را احاطه کند.  رأس  1

 

xبزرگترين عدد صحيح کوچکتر از 

x  کوچکترين عدد صحيح بزرگتر از   

315
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آن باشاد، آنگااه ی گار باراموعاه احاطاهياک مج  Dو     و مااکزيمم درجاه     pاف از مرتباه   يک گر  Gاگر     

p
D

 

  + 1

. 

 

 

 

 

 

pتوان گفت:   می گر است، پس   خود يک مجموعه احاطه  مجموعه،  -با توجه به اينکه 
(G)

 
 

 + 1
 . 

pعدد   Gدر گراف   ی   يعن 
  + 1

 است. (G)ایيک کران پايين بر  

 شود:ترين حالت ممکن ايجاد می در خوشبينانهی گرپايين احاطهدر واقي کران   

 

 

 

 

 

، ی   پيدا کاردن کاران باالای   برا  اين صورتر   باشد، د  و ماکزيمم درجه رأس     pيک گراف از مرتبه     Gاگر     

=deg(v)است فرض کنيم ی کاف     بدبينانهو( !ی ترين شکل ممکن براساير رئوس رأس تنها باشندG   ) 

و    10راف از مرتبه   در يک گ  ،کران بالا و پايين  عنوان مثالبه =  برابر است با: 4

 

 

(G) (G)     − →   
 + 

10 10 4 2 6
4 1

 

 

 

Gانهشکل بدبين



 
 

 

 

Bahmanmoazzenipour

160 

 ورپمؤذنیستاد ا | ریاضیات گسسته | 1403 ویژه کنکور

داريام  10از مرتباه     Gدر گراف      = ، Gگاراف مکمال   ی   گار. کادام گزيناه در ماورد عادد احاطاه6

 است؟     تردقيق

 (G)  1  (G)  2  (G)  3  (G)  4 

 

 

 

 

 

 ؟کدام است  24زه و اندا  8منتظم از مرتبه     -kگراف   ی   گرعدد احاطه 

 نامشخص  2يا   1  2  1 

 

 

 

 

 

pکه   ی   طوربهباشند   ی   دو عدد طبيع  pو     kفرض کنيم     
k 

2
کاه   pاز مرتباه     بندمهر اين صورت يک گراف   . د

kvاست مسير شامل رئاوس   ی   کافی   ين گرافرسم چنی   باشد وجود دارد. برا  kآن   ی   گرعدد احاطه ,v ,...,v1 2 

متصال کنياد. )باه هار ياک از رئاوس  هاايک شانه به آنی   هارا تشکيل داده و ساير رئوس را همانند دندانه

kv ,v ,...,v1  ايد يک رأس ديگر متصل باشد.(حداقل ب 2

 داريم:  4ی   گرو عدد احاطه  15از مرتبه   بند همرسم يک گراف   ی برا عنوان مثالبه

 

D {v ,v ,v ,v }= 1 2 3 4 

 

 

316

317

V1 V2 V3 V4
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 خاص یهادر گراف یگر احاطه 

(G)داشته باشيم     pبا مرتبه     Gاگر در گراف      = −pأس از درجه ماکزيمم   حداقل يک ری   دارا  Gگاه   آن  1 1 

−pمم   حداقل يک رأس از مرتبه ماکزيی   دارا pاز مرتبه    Gف   است و برعکس اگر گرا (G)باشد آنگاه  1 = 1 . 

 

p(K                                                     ست با: برابر ا  pگراف کامل از مرتبه   ی   گرعدد احاطه    ) = 1 

 

 ها(مجموعه دارد. )به تعداد رأس  -تا  pK   ،pگراف کامل    

 
 

 

است و کمتارين   pK  گراف  يال مربوط به، بيشترين تعداد   1ی   گربا عدد احاطه  pدر يک گراف از مرتبه     

qاست. )ی اگراف ستارهتعداد يال مربوط به  p= − 1) 

 

 

 

 

 

n                                                                                  برابر است با   nCگرافی   گرعدد احاطه 
n

(C )   =
  3

 

 

n                                                                                   برابر است با   nPگرافی   گرعدد احاطه 
n

(P )   =
  3

 

V1

V2

V3

V4

nV

V1

V2

V3

V4

nV
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 مجموعه دارند.   -فقط يک  kP3هایگراف 

کنناده دو هر دساته احاطهی   که رأس ميانی   طوربهشوند،   می ی   بنددستهی   عضو  3مجموعه     kآن در     زيرا رئوس

  رأس ديگر است.

V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9
 

 

 

 

 

D  ند.رمجموعه دا -دقيقاً سه  kC3های گراف  {v ,v ,v }= 2 5 8 

هار ی   أس مياانکاه ری   طوربهشوند،   می ی   بنددستهی   عضو  3مجموعه     k  ، رئوس آن درطريق متفاوت  3  زيرا به

  دسته احاطه کننده دو رأس ديگر است.

 

V1

V2

V3

V4

V5

V6

V1

V2

V3

V4

V5

V6

V1

V2

V3

V4

V5

V6

D, D {v ,v }{D {v ,v } v ,,v } === 2 3 36 12 5 41
 

 

 

 

 

 وجود ندارد. ی   خاصی ها الگوnCها وnPمجموعه ساير   -در مورد  
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nPراف و در گ 11برابر ی گرعدد احاطه  nCدر گراف   کادام  nاسات.  11برابار ی گارنيز عدد احاطاه 2+

 است؟

 32يا   31  31يا  30  31  30 

 

 

 

 

 ممکن است وجود داشته باشد؟ی گرعدد احاطهی ، چند مقدار مختلف برا8ازه منتظم و اند  -2در گراف    

 1  2  3  4 

 

 

 

 

(G)و   9از مرتبه     Gگراف     =  ؟کدام استمفروض است. حداکثر اندازه گراف     2

 31  32  50  55 

 

 

 

 

 وجود دارد؟ی عضو  4 یگرهچند مجموعه احاط  P6در گراف 

 9  11  13  15 
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 ؟کدام است C5گر طهاحای   هاتعداد مجموعه 

 20  21  22  25 

 

 

 

 

 

 ؟کدام است روروبهگراف   ی   گرعدد احاطه 

 6 

 7 

 8

 

 

  

 9 
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هايي از اين فصل به طور کامل در فصل سوم رياضيات گسسته به بررسي مباحثي از ترکيبيات خواهيم پرداخت. قسمت

( تدريس شده است. در اين جا به ادامه مباحث خواهيم پرداختت ۱در ابتداي سال در فصل آناليز ترکيبي )جزوه شماره   

 يد.با تکرار خواهيم د  هايمثال از جايگشتو در ابتدا براي يادآوري چند   

 

 توان در يک رديف چيد؟سه کارت آبي مشابه و دو کارت قرمز مشابه را به چند طريق مي  

 
۱۰ ۱۲ ۲۰ ۳۰  

 

 

 

 توان نوشت؟رقمي مي   ۸چند عدد     ۱،۱،۱،۱،۱،۰،۰،۰با ارقام  

 
۳۵ ۴۵ ۵۶ ۷۰   

 

 

 

 

 بحل مسائلی از افراز و انتخا
 

مجموعه      A a,b,c,d,e=  توان به دو کلاس دو عضوي و يک کلاس يتک عضتوي را به چند طريق مي

 افراز کرد؟

 
۱۰ ۱۵ ۲۰ ۳۰  
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 يک هتل جاي داد؟ ۱۰۳و     ۱۰۱،۱۰۲گردشگر را در سه اتاق دو نفره    ۶توانيم   به چند طريق مي  

 
۳۰ ۴۵ ۹۰ ۱۲۰   

 

 

 

 

 ساخت؟توان   عدد چهار رقمي مي چند     ۱،۱،۱،۲،۲،۳ارقام با  

 
۳۲ ۳۴ ۳۶ ۳۸   

 

 

 

 

 

 متمايز  یهايکسان در جعبه یتوزيع اشيا
 

 قرار داد؟ Cو     A   ،Bمهره کاملاً مشابه را در سه ظرف متمايز   ۵به چند طريق مي توان  

 
۱۰ ۲۱ ۳۵ ۱۲۵   

 

 

 

 

   از تعداد جعبهها يکي کم کرده به توپها اضافه کرده همان تعداد را از توپهاي حاصتل شتده   به ياد داشته باش:

 کنيم.انتخاب مي 

327

328

329
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 مهره يکسان را در سه جعبه متمايز توزيع کرد هرگاه: ۱۰به چند طريق مي توان  

 محتتتتتتتتتدوديتي در کتتتتتتتتار نباشتتتتتتتتد. 

 

 

 در هتتر جعبتته حتتداقل يتتک مهتتره قتترار بگيتترد؟ 

 

 

ل مهره، در جعبته دوم حتداقدر جعبه اول حداقل يک     

 م حداقل سه مهره قرار بگيرد؟دو مهره و در جعبه سو

 

 

xمعادله   x x+ + =1 2 3 10: 

 چنتتتتتتد جتتتتتتواب صتتتتتتحي  نتتتتتتامنفي دارد؟ 

 اين معادله دقيقا مانند توزيع اشياي يکسان در جعبه هاي يکسان مي باشد پس:

x x x
 

+ + =  = 
 

1 2 3
1210 662 

 

 بيعتتتتتتتتي دارد؟چنتتتتتتتتد جتتتتتتتتواب ط 
 

x x x+ + =1 2 3 10  
 = 

 

7
9 362 

ixچنتتتتتتد جتتتتتتواب بتتتتتتا شتتتتتتر    i دارد؟ 
 

x ,x ,x x x x    + + =1 2 3 1 2 31 2 3 10  
 = 

 

4
6
2 15 

 

 است؟ ۱۰کنيم. در چند حالت مجموع چهار عدد رو شده برابر چهار تاس مختلف را با هم پرتاب مي  

 
۸۰ ۸۴  ۲۸۲  ۲۸۶   
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xمعادلتته   x x x+ + + =1 2 3 4 xچنتتد جتتواب صتتحي  نتتامنفي بتتا توجتته بتته شتتراي   12 =1 1 ،

x 2 1   ،x 3  دارد؟ 1

 
۴۵ ۶۰ ۹۰ ۱۲۰   

 

 

 

 

آن که از هتر گتل   شاخه انتخاب کرد، به شر   ۸نوع گل، دسته گلي با     ۵توان از ميان   به چند طريق مي   

 د؟کم يک شاخه انتخاب کردست

 
۳۵ ۷۰ ۱۰۵ ۱۴۰   

 

 

 

 

xروي صتتفحه   y z+ + = هاي  مختصتتات نقتتا ، اعتتداد چنتتد نق تته وجتتود دارد کتته م لفتته 17

 طبيعي فرد باشد؟

 
۵۵ ۲۸ ۴۵ ۳۶   

 

 

x k , y k , z k

x y z ( k ) ( k ) ( k )

k k k k k k

 = + = + = +

 + + =  + + + + + =

    + + =  + + =  = 
 

2 1 2 1 2 1

17 2 1 2 1 2 1 17

92 2 2 14 7 362

 

xمعادله     x x x+ + + =1 2 3 4  ، داراي چند جواب است؟۴و فرد بزرگتر از د طبيعي   در اعدا  40

 
 
 
 

11
3  

 
 
 

13
3  

 
 
 

15
3  

 
 
 

19
3        
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 ره انتخاب کرد؟مه  ۵ره آبي يکسان، مه ۵مهره سياه و    ۵مهره سفيد،    ۵توان از بين به چند طريق مي  

 
 
 
 

15
5 ۲۱ ۱۲۵ ۸۱ 

 

 

 

a)در بس    b c d)+ + +  چند جمله وجود دارد؟ 6

 
۸۴  ۲۱۰ ۱۲۰ ۱۶۵   

 

 

 

  تمام جملات بس  فوق به صورتa b c d    :مي باشد به طوريکه 

 
++  +=  = 

 

86 282 

 

 

 باشد؟ ۱۴تاس با هم، در چند حالت ممکن است مجموع اعداد رو شده برابر  ۳در پرتاب  

 
۱۲ ۲۱ ۱۸ ۱۵   

 

 

 

xمعادله     x x x+ + + =4
1 2 3 4 ixوقتي     6   وix 0     باشد، چند جواب دارد؟ (i , , , ) 1 2 3 4 

 
 
 
 

9
6  

   
+   

   

8 7
6 5  

   
+   

   

9 8
6 5  

   
+   

   

10 9
6 5 

 

                                                  

x x x x

x x x x

  
=  + + =             

 + = +        
         =  + + =   

  

1 2 3 4

1 2 3 4

80 6 2
8 7 8 7
2 2 6 5

71 5 2
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 حل نامعادله و دستگاه معادلات چند متغيره 
 

x هاي صحي  و نامنفي نامعادلهابد جوتعدا  x x+ + 1 2 3  کدام است؟  11

 
 
 
 

13
2  

 
 
 

13
3  

 
 
 

14
3  

 
 
 

12
3 

 

 

 

 

 است؟  ۹در چند عدد سه رقمي مجموع ارقام، حداکثر    

 
۱۸۵ ۱۲۵ ۱۶۵ ۱۸۰   

 

 

 

 

xمعادله     y z+ + = xچند جواب صحي  و نامنفي با شر    10 y+   دارد؟ 7

 
۲۸ ۳۲ ۳۴ ۳۸   

 

 

 

341

342

343
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 تعداد جواب هاي صحي  و نامنفي دستگاه زير چند تاست؟ 

 
۷۵  ۴۹۵۰ ۱۳۲۰ ۶۰  

 

 

x x x

x x x x x

+ + =


 + + + + =

1 2 3

1 2 3 4 5

4

7
 

 

 

 اصمعادلات سياله چند متغيره با شرايط خ
 

xمعادله     x
x x x

+ =
+ +1 2

3 4 5
 چند جواب طبيعي دارد؟  15

 
۴۰ ۱۲ ۱۶ ۳۲   

 

 

 

xمعادله     x x x+ + + =1 2 3 4 xچند جواب صحي  نامنفي با شر    4 1  دارد؟ 1

 

 

 

 ط حداکثر معادلات سياله چندمتغيره با شر 

 

xنتامنفي معادلته     هاي صتحي  وتعداد جواب   x x+ + =1 2 3 xبتا شتراي      12 11 xو     5 23 6 

 تاست؟چند

 
۲۰ ۱۹ ۲۱ ۲۳   

 

344

345

347

346
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xهتتاي صتتحي  معادلتته تعتتداد جواب  x x+ + =1 2 3 xتحتتت شتتراي   17 10 4 ،x 22 و  8

x 33  کدام است؟ 9

 
۱۲ ۶ ۸ ۱۴   

 

 

 

 نیلات یهامربع 
:چهار مدرس قصتد دارنتد در يکتي از روزهتاي هفتته و در چهتار زنت   −7 30 9 ،: −9 30 11 ،: −11 30 و  13

: −13 30 طوري که هر مدرس دقيقاً در هر کلاس فق  تدريس کنند، به  Dو     Cو     Bو     Aهاي   در يکي از کلاس  15

 بار تدريس کند.يک

اي وارد کنيد تا شراي  خواسته شده محقق گردد.گونهشماره مدرسين را در جدول زير به

 
 

۷:۳۰-۹۹:۳۰-۱۱۱۱:۳۰-۱۳۱۳:۳۰-۱۵

Aکلاس   

Bکلاس   

Cکلاس   

Dکلاس   

 

 ها خواهيم شد:با کمی دقت در نحوه استقرار اعداد در جدول فوق، متوجه معانی خاصی برای آن

  
بتار تتدريس عدم وجود عدد تکراري در هر س ر به اين معني است که يک مدرس در هر کتلاس فقت  يک

 کرده است.

ست که يک مدرس در هر زنت  فقت  در يتک کتلاس ي در هر ستون به اين معني اعدد تکرارعدم وجود     

 حضور داشته است.

 اند.ها تدريس داشتهعدد در هر س ر به اين معني است که هر مدرس در تمامي کلاس  ۴وجود هر    

اند.اشتهها تدريس دعدد در هر ستون به اين معني است که هر مدرس در تمامي زن   ۴وجود هر    

 

348
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nيک جدول مربعي      n  و   ۱،۲هاي آن با اعتداد   که س رها و ستون ... ،n   پتر شتده باشتد را مربتع  تتين

 که در هيچ س ر يا ستون آن عدد تکراري وجود نداشته باشد.طوريگوئيم بهمي 

 عنوان مثال: به

۵۴۳۲۱ ۲۳۴۱ 

۴۳۲۱ ۵۴۲۱ ۳

۳۲۱ ۵۴۳۱ ۲۴

۲۱ ۵۴۳۱ ۴۳۲

۱ ۵۴۳۲
 

 

 

  
  

جا کردن دو ستون از يک بار تکرار شده است، بنابراين با جابهبا توجه به اين که در هر س ر هر عدد فق  يک

بتار کچنين با توجه به اين که در هر ستون هر عتدد فقت  يمربع  تين، مربع حاصل نيز  تين خواهد بود. هم

 کردن دو س ر از يک مربع  تين، مربع حاصل نيز  تين خواهد بود. جاتکرار شده است، بنابراين با جابه

4در مربع  تين     عنوان مثالبه ختواهيم     ۳و     ۲هاي   چنين ستتون و هم   ۴و     ۱جا کردن س رهاي   شکل فوق با جابه   4

 داشت: 

۱ ۴۳۲۲۴۳۱ 

۴۲۱ ۳۴۱ ۲۳

۳۱ ۲۴۳۲۱ ۴

۲۳۴۱ ۱ ۳۴۲
 

 

 

 باشد؟  ۳و۲و۱مي توان نوشت که س  اول آن به ترتيب     ۳×۳چند مربع  تين  

 
۱ ۲ ۴ ۶  
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 وجود دارد؟  ۳×۳چند مربع  تين  

 
۳ ۲ ۳ ۴   

 

 

 

 

 (۰۱۴۰)سراسری داخل    کدام است؟  (a,b)مربع  تين مقابل را در نظر بگيريد. زوج مرتب    

 
( , )5 3 

 ( , )1 4 

 ( , )2 1 

 ( , )4 1 

 

 

 

یمربع لاتين چرخش 
۵۴۳۲۱ 

۴۳۲۱ ۵

۳۲۱ ۵۴

۲۱ ۵۴۳

۱ ۵۴۳۲
 

5ينبه مربع  ت اند. عتدد درج شده  ۵تا     ۱شکل فوق دقت کنيد. از چپ به راست در س ر اول بترتيب اعداد     5

اند. بتا انتهايي س ر اول، اولين عدد تکرار شده در س ر دوم است. و سپس ساير اعداد بصورت دوري تکرار شده

گوئيم.مي   مربع  تين چرخشي شود که به آن جاد مي دامه اين روند براي ساير س رها يک مربع  تين ايا

 

۳a

۴۱ ۳

۳۱ ۵۲

۲۴۱ 

b
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 که مربع ايجاد شده در روش فوق يک مربع  تين است، عبارتست از: دليل اين  

 
انتتد، پتتس در همگتتي از روي ستت ر اول ستتاخته شتتده ۵تتتا  ۲بتتا توجتته بتته ايتتن کتته ستت رهاي 

 د تکراري نداريم. هيچ س ري عد

 

 وجود نيايد.شود که در هيچ ستوني عدد تکراري بهباعث مي  ۵تا   ۲رهاي   اي اعداد در س گردش يک خانه

 

 

 

 

nطبيعي مربع  تين  nبراي هر     n  .وجود دارد 

 

 

 

 

 جايگشت در مربع لاتين 
4مربع  تين    ، مربتع ۴تتا     ۱شتت روي اعتداد   ير را درنظر بگيريد. م ابق شکل با اعمال يتک جايگل زشک  4

 آيد که خود يک مربع  تين است.دست مي جديدي به

 

۲۳۱ ۴→1 3۲۱ ۴۳

۴۱ ۳۲→2 2۳۴۱ ۲

۱ ۴۲۳→3 4۴۳۲۱ 

۳۲۴۱ →4 1۱ ۲۳۴

 

 چرا مربع بوجود آمده با جايگشت، يک مربع  تين است؟    
 

  
فرض کنيم مربع جديد  تين نباشد )فرض خلف( در اين صورت س ر يا ستوني از مربع جديد وجود دارد که 

يکند که س ر يا ستتون متنتاظر مربتع اول نيتز ها ايجاب محاوي عضو تکراري است. اين موضوع با توجه به جايگشت

 و تکراري باشد که با مربع  تين بودن آن در تناقض است.داراي عض
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 ، چند مربع  تين ديگر به دست مي آيد؟۴با اعمال جايگشت روي يک مربع  تين مرتبه    

 
۱۱ ۱۲ ۲۳ ۲۴   

 

 

 

 متعامد نیلات یهامربع 
نظيتر ايتن دو مربتع، هتاي   مفروضند. از کنار هتم قترار دادن درايته  Bو     A  مرتبههم تين   دو مربع     

باشتند )و يتا بترعکس( مربتع   Bهاي سمت راست متعلق بته   رقمو     Aچپ متعلق به   هاي سمت   که رقمطوريبه

هاي مربتع جديتد يک از اعداد دو رقمي در خانهمتعامد هستند هرگاه هيچ  Bو     Aآيد. گوئيم   جديدي بوجود مي 

 ري نباشند.تکرا

 

 عنوان مثال:هب

۱۱۴۴۳۳۲۲



۱ ۴۳۲

B =

۱ ۴۳۲

A =

۴۳۱۲۲۱۳۴۳۲۱ ۴۴۱ ۲۳

۳۲۲۳۱۴۴۱۲۳۴۱ ۳۲۱ ۴

۲۴۳۱۴۲۱۳۴۱ ۲۳۲۳۴۱ 

 

 

 مد بودن دو مربع  تين بدين صورت است:تشخيص متعا يک محک براي

هاي متناظر در مربع ديگر بايتد اعتداد کنيد. درايهدر يکي از دو مربع  تين، دو يا چند درايه يکسان را نشان   

 متفاوت داشته باشند، چرا که در غير اينصورت اعداد دو رقمي ترکيبي در مربع جديد تکراري خواهند شد.   

 

A =

a

a

a
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B =
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     شود. بدين صورت که کافي است دو درايه يکسان در نبودن دو مربع  تين نيز استفاده مي از اين محک براي متعامد

 ز با هم برابرند.هاي متناظر در مربع ديگر نييکي از دو مربع پيدا کنيم و نشان دهيم درايه

 

 

 

 )تمرين کتاب( ر را بررسي کنيد. متعامد بودن هر يک از موارد زي 

 

۳۱ ۲۱ ۲۳

۲۳۱ ۲۳۱ 

۱ ۲۳۳۱ ۲
 

 

۴۱ ۲۳۴۳۲۱ 

۲۳۴۱ ۳۲۱ ۴

۳۲۱ ۴۲۱ ۴۳

۱ ۴۳۲۱ ۴۳۲

 

 

 

 

 

 لاتين متعامد یهاچند نکته مهم در خصوص مربع 

 
nبراي اعداد    ,= 2 nامددو مربع  تين متع 6 n  .وجود ندارد 

را در نظر بگيريد:  ۲هاي  تين مرتبه مربععنوان مثال به

 

۱ ۲۲۱ 

۲۱ ۱ ۲
 

 هاي  تين فوق متعامد نيستند.شود که مربعبه وضوح مشاهده مي 

3 هاي  تين متعامد وجود دارد که نمونهعي مربعهاي طبيnبراي ساير  4و  3 تر ديديم.بلآن را کمي ق 4
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1فق  يک مربع  تين   باشند!   متعامد مي   ۱وجود دارد. بنابراين هر دو مربع  تين مرتبه    1

1و درايه يکسان در يک مربع  تين   توان دکه نمي نزيرا به دليل اي پيدا کرد، بنابراين با انتفاي مقتدم نتيجته   1

 متعامد هستند. ۱شود که هردو مربع  تين از مرتبه   ي م

 

 

 لاتين متعامد یهاچند نکته مهم در خصوص مربع 
ستاخته   Aهتاي   ا يک جايگشت دلخواه روي درايهي باشد که بمربع  تين  ’Aيک مربع  تين باشد و     Aاگر     

 هستند.  همواره غيرمتعامد  ’Aو   Aگاه شده است، آن

 

  
ير تغييترات، تمتام شتود، صترفنظر از ستاانجتام مي   Aيم در جايگشتتي کته روي مربتع   کنت  فرض

از مربتع  ۱هتاي تبديل شتده باشتند. در ايتن صتورت در مقابتل تمتام درايته  aبه درايه     ۱هاي   درايه

Aهاي متناظر از مربع ، در درايهA’    عددa   گردد.   ظاهر مي 

 

 

 اي   بديهي است که در مربع تلفيقي زوجهa۱  خواهند بود.  راريتک 

 

a۱ 



a

A'=

۱ 

A =
a۱ a۱ 

a۱ a۱ 

a۱ a۱ 

 

 

 

بدست آمتده باشتد، در   Aي   هاجايي س رها يا ستوناز جابه  ’Aيک مربع  تين باشد، و مربع  تين     Aاگر     

تواننتد متعامتد باشتند يتا مي   ’Aو     Aماً متعامد نيستند. )به بياني ديگر   لزو    ’Aو     Aاين صورت دو مربع  تين   

 نباشند.( 
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اشتد. بوجود آمتده ب  Aجايي س رهاي دوم و سوم   از جابه  A1ل در مربع  تين شکل زير فرض کنيم مربع   ان مثاعنوبه

 وجود آمده باشد. هاي اول و دوم بهجايي ستونهاي دوم و سوم و سپس جابهجايي س راز جابه  A2چنين هم

 

۲۳۱ 

A =2

۲۱ ۳

A =1

۲۱ ۳

۱ ۲۳۱ ۳۲۳۲۱ 

۳۱ ۲۳۲۱ ۱ ۳۲
 

 متعامد نيستند. A2و     Aمدند ولي   متعا A1و     Aکه مشاهده ميکنيد طورهمان

 

بوجتود   Bمربع  تيني باشد که از اعمال يک جايگشت دلخواه روي     ’Bمتعامد باشند و   دو مربع  تين     Bو     Aاگر     

 نيز متعامدند.  ’Bو   Aگاه آمده باشد، آن

 

  
وجود دارد   Aدر مربع     aرايه يکسان مانند   متعامد نباشند. پس حداقل دو د  ’Bو     Aبرهان خلف. فرض کنيم   

 (’bهاي ظور درايهرابرند. ) مننيز با هم ب  ’Bها در هاي متناظر آنکه درايه

 

 

، ’bهاي ر با درايههاي متناظبوجود آمده است، پس درايه Bبا اعمال يک جايگشت از روي مربع   ’Bاز طرفي چون مربع   

 در تناقض است. Bو   A ( که اين با متعامد بودن bهاي ايهنيز با هم برابرند. )منظور در  Bدر مربع 

 

b’

B'=

b

B =

a

A =
b’ba

 

بوجتود   Bهاي(   ربع  تيني باشد که از جابجايي س رها )يا ستتونم  ’Bدو مربع  تين متعامد باشند و     Bو     Aاگر     

 توانند متعامد باشند يا نباشند.(مي  ’Bو   A لزوماً متعامد نيستند. )به بياني ديگر   ’Bو   Aگاه آمده باشد، آن

A =
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وجود به Bسوم  از تعويض س رهاي دوم و  ’Bرا در نظر بگيريد. مربع  تين     Bو     Aعنوان مثال دو مربع  تين متعامد   به

 متعامد نيستند.  ’Bو    Aکنيد   طورکه مشاهده مي آمده است. همان

۲۱ ۴۳

B'=

۲۱ ۴۳

B =

۲۱ ۴۳

A =

۳۴۱ ۲۴۳۲۱ ۱ ۲۳۴

۴۳۲۱ ۳۴۱ ۲۴۳۲۱ 

۱ ۲۳۴۱ ۲۳۴۳۴۱ ۲

 

 

 

 متعامد نيست؟    هاي زير با مربع                           کدام يک از مربع 

 

 

  

 
       

 

 

 

6يک مربع  تين  Aاگر      متعامد باشد؟ Aتوان پيدا کرد که با مي   Bباشد، چند مربع  تين مانند   6

 
)  ۷۲۰ ۳۶۰ صفر !)26  

 

 

 

 

 کدام است؟                                 هاي  تين متعامد با مربع  تينتعداد مربع 

 

 
۲ ۳ ۴ ۶        

 

354

355

356

a۲۱

cb۳

fed

۳

۱۳

۳

۱۲

۱

۲۱

۲

۱۲

۲۱۳

۳۲۱

۱۳۲
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 :روش ساخت دو مربع لاتين متعامد از مرتبه يک عدد فرد

   کنيم:   ا دنبال مي مراحل زير ر  ۵براي ساخت دو مربع  تين متعامد از مرتبه 

  
5يک مربع تتر )اعداد فرد کم ۱و  ۳هايي از ترتيب ستونآن، به کنيم و روي چهار طرفرسم مي   5

 صورت يک لوزي درآيد.دهيم تا شکل حاصل به( مربع واحد قرار مي ۵از 

 کنيم.   پر مي   ۵۱و   ۴۱و     ۳۱و   ۲۱و     ۱۱عدد    ۵ترتيب با خورده را به هاي سايهخانه

)براي هريک از اعداد مرحله قبل   )−5 هتا ها را م ابق شکل در جهت فلت متوالي بعد از آن  ددع  1

 کنيم.درج مي 

 

 

 

  

 

 

 

 
 

 

شوند، فق  يتک مستير   که بتوانند وارد مربع اصلي براي آن  هاي بيرون مربع اصلي،هريک از درايه  

شتان ها را در تنها مسير حرکتتحرکت مستقيم به چپ، راست، با  و يا پايين وجود دارند. هريک از آن

 دهيم.   قال مي خانه انت ۵يه داخل مربع اصلي،   

 

 

 

 

 

 

 

۱۵

۲۵۱۴

۳۵۲۴۱۳
۴۵۳۴۲۳۱۲

۵۵۴۴۳۳۲۲۱۱

۵۴۴۳۳۲۲۱

۵۳۴۲۳۱

۵۲۴۱
۵۱

۳۵۵۲۲۴۴۱۱۳
۱۲۳۴۵۱۲۳۴۵
۴۴۱۱۳۳۵۵۲۲
۲۱۴۳۱۵۳۲۵۴
۵۳۲۵۴۲۱۴۳۱
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 مرتبه يک عدد فرد: روش ساخت دو مربع لاتين متعامد از

  کنيم:   مراحل زير را دنبال مي   ۵رتبه براي ساخت دو مربع  تين متعامد از م 

هتاي رقمي است به دو مربع تفکيک کنيد که درايههاي آن يک عدد دو مربع اصلي را که تمام درايه  

 هاي ديگري شامل ارقام يکان باشد.يکي شامل ارقام دهگان و درايه

 

۵۲۴۱ ۳۳۵۲۴۱ 

۲۴۱ ۳۵۱ ۳۵۲۴

۴۱ ۳۵۲۴۱ ۳۵۲

۱ ۳۵۲۴۲۴۱ ۳۵

۳۵۲۴۱ ۵۲۴۱ ۳
 

 درسي است.ه يک عدد زوج، خارج از برنامه کتاب هاي  تين متعامد از مرتبساخت مربع

 

 

 لاتين یهاکاربرد مربع 
هار پتارامتر ريزي کافي ست، اما اگر چربع  تين براي برنامهاگر در س ال سه پارامتر يا مشخصه داده شود يک م

 يا مشخصه داده شود نياز به دو مربع  تين متعامد داريم.

 

اي که هر کارگر با گونهروز هفته کار کنند به  ۳لياف و در   نوع ا  ۳و     ريسي ماشين نخ  نوع  ۳کارگر با     ۳قرار است     

کار گرفته شتده بار بهبار کار کرده باشد و نيز هر الياف در هر ماشين دقيقاً يکيکهر نوع ماشين و هر نوع الياف دقيقاً   

 ريزي کنيد. باشد. براي اين مسأله برنامه
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 اصل شمول و عدم شمول 
تفاده از اصول ضرب ي شمارش است. در بخ  آناليز ترکيبي با اساصل شمول و عدم شمول يکي ديگر از ابزارها

و جمع به حل مسائل مي پرداختيم، اما در اين بخ  با استفاده از اصل تفريق يا عتدم شتمول بته حتل مستائل 

 اخت.خواهيم پرد

ي هستتند، تعتداد را دارند و بعضي فاقد ايتن ويژگت  Aشيء داريم که بعضي از اين اشياء ويژگي     S  فرض کنيم

نشان مي دهيم. حال   Aو تعداد اشيايي که فاقد آن هستند را با     Aهستند را با     Aاشيايي که داراي ويژگي   

را نيز داشته باشند و بعضي فاقد اين ويژگي باشند، که تعتداد   Bير   ممکن است اين اشياء ويژگي هاي ديگري نظ

ت زير در اين زمينه ممکتن استت سوا   و ... نشان مي دهيم. در اين صورت هر يک از  Bو     Bاين اشياء را با   

 م رح گردد:

 

 ه:يک مجموع ی اصل شمول و عدم شمول برا  

 

 را ندارند؟  Aشيء، ويژگي     Sچه تعداد از اين  

S

A
| A | |S | | A |= −

 

 

اصل شمول و عدم شمول برای دو مجموعه: 
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 شيء، حداقل يکي از اين دو ويژگي را دارند؟  Sچه تعداد از اين  

| A B| | A | |B | | A B|= + −BA

S

 

 

 

 يء، هيچ يک از دو ويژگي را ندارند؟ش  Sچه تعداد از اين  

| A B| | A B| |S | | A B| |S | (| A | |B | | A B|)= = − = − + −
BA

S

 

 

 اين دو ويژگي را دارند؟ شيء، دقيقاً يکي از  Sچه تعداد از اين  

BA

S

| A B| | A | |B | | A B| = + −2

 

 

 

 شيء، حداکثر يکي از اين دو ويژگي را دارند؟ Sچندتا از اين    

BA

S

| A B| | A B| |S | | A B|= = −
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 را ندارند؟  Bرا دارند و ويژگي    Aشيء، ويژگي    Sچند تا از اين    

BA

S

| A B| | A | | A B|− = −

 

 

مجموعه: 3برای مول اصل شمول و عدم ش 

 

 شيء، حداقل يکي از اين سه ويژگي را دارند؟ Sچند تا از اين    

BA

S

C

| A B C| | A | |B | |C| | A B| | A C| |B C| | A B C|= + + − − − +

 
 

 

 شيء، هيچ يک از اين سه ويژگي را ندارند؟  Sچه تعداد از اين  

BA

S

C
| A B C| | A B C| |S | | A B C|= = −

 
 

 

 ويژگي را دارند؟ ۳ويژگي از اين   ۲شيء، حداقل   Sچه تعداد از اين  

| A B| | A C| |B C| | A B C|+ + −2
BA

S

C
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 ويژگي را دارند؟ ۳ گي ازشيء، دقيقاً دو ويژ  Sچه تعداد از اين  

| A B| |B C| | A C| | A B C|+ + −3
BA

S

C
 

 

 

 یچند نکته ساده و کاربرد یيادآور  

  
پذيرنتد بخ   ۳که بر     mتا     ۱پذير است. بنابراين تعداد اعداد طبيعي از   بخ   ۳لي يکي بر   عدد متوا  ۳از هر   

mبرابر است با    
  3

ابراين تعداد اعداد طبيعي از بن  است  پذيربخ   kعدد متوالي يکي بر     k. در حالت کلي از هر   

mپذير ميباشند برابر است با بخ  kکه بر  mتا   ۱
k

 
  

 . 

 

پذير باشد، آنگاه آن عدد بر   بخ   ۶و     ۴اگر عددي بر      , =4 6 پذير است. بنابراين ميتتوان گفتت بخ   12

پذير باشند، برابر است با: بخ   ۶و    ۴که بر  ۰۱۵تعداد اعدادي طبيعي کوچکتر و مساوي     =
  

150 12
12

.  

پذير باشد، بر ک.م.م آنها يعني بر بخ   bو   aت کلي اگر عددي بر اعداد صحي    در حال a,b  پذير است. بخ 

 

nبر است با: ا)شامل هر دو عدد( بر nو  mتعداد اعداد صحي  بين دو عدد صحي      m− + 1. 

 

 

چنتتد عتتدد از مجموعتته   , ,...,61 62  ۱۰پتتذير باشتتد، ولتتي بتتر بخ  ۴وجتتود دارد کتته بتتر  180

 پذير نباشد؟بخ 

 ۲۰  ۲۴  ۳۰  ۳۶   
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 شود؟  ختم ۲شروع شود يا به  ۱توان نوشت که با رقمي مي  ۶چند عد  ۱،۱،۲،۲،۲،۳،۳با ارقام  

 ۳۲  ۳۴  ۳۶  ۳۸   

 

 

 

 

کنار  tو  eکنار هم هستند يا فق  دو حرف   sرف   يا فق  دو ح  gosasteدر چند جايگشت از حروف کلمه     

 هم هستند؟

 ۶۰۰  ۸۴۰  ۱۲۰۰  ۹۶۰   

 

 

 

 

چند عضو از مجموعه   A n :n=    ؟۷بخ  پذيرند و نه بر  ۵نه بر   770

 ۲۲۸  ۳۸۸  ۲۴۲  ۵۲۸   

 

 

 

 

حتداقل يکبتار ظتاهر  ۴و  ۲ارقتام  وجود دارد که در آنها هر يک از ۴و۳و۲و۱رقمي با ارقام   ۴چند عدد     

 شده باشند؟

 ۱۱۰  ۱۰۴  ۱۱۶  ۱۲۰                       
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هتم توان ساخت که در آن هيچ دو حرف يکساني کنار با حروف کلمه )بادبان( چند کلمه ش  حرفي مي   

 (۹۸)کانون فرهنگی آموزش                                                                                                              قرار نگرفته باشند؟  

 ۶۰  ۸۴  ۹۶  ۱۲۰   

 

 

 

 

پتذير بخ   ۵ا   يت  ۳يتا     ۲وجود دارد که دست کم به يکي از عددهاي     ۳۰۰چند عدد طبيعي کوچکتر از     

 باشد؟

 ۲۱۰  ۲۲۰  ۲۲۵  ۲۳۰   

 

 

 

 

nچند عدد طبيعي     1  پذير نباشد؟بخ   ۵و   ۳،۲وجود دارد که بر هيچ يک از اعداد   500

 ۷۸  ۱۳۴  ۲۴۳  ۳۶۶   

 

 

 

 

چند گراف با مجموعه رئوس      V(G) a,b,c,d=   ه هتيچ کتدام از آنکت  توان رسم کرد، بته شتر مي

 )مشابه تمرين کتاب(                                                                                                    تنها نباشند؟       cو   a،bهاي   راس

 ۳۵  ۴۰  ۴۵  ۵۰   

 

 

 

 

372

373

374

375



 
 

 

 

Bahmanmoazzenipour

189 

 ورپیمؤذن ستاد ا | ریاضیات گسسته | 1403 ویژه کنکور

نفر مجلته   ۶۵و     Cو     Bهاي   مجله     نفر  ۳۵و     Bو     Aنفر مجله هاي     ۲۵دان  آموز،     ۱۵۰در يک مدرسه با     

 ر دقيقاً دو مجله مي خوانند؟نفر هر سه مجله را مي خوانند. چند نف ۱۵و     Cو   Aهاي 

 ۸۵  ۹۰    ۷۰    ۸۰   
 

 

| s | | A B | |B C| | A C| | A B C|= = = = =150 25 35 65 15 

| A B | |B C| | A C| | A B C|+ + − = + + −  =3 25 35 65 3 15 80 

 

 تعداد توابع   
ماني يک تابع است که هيچ دو زوج مرتبتي بتا مولفته ز fکه  دانيدهاي قبل آموختيم و مي مبحث تابع را در سال

)توانتد دو زوج مرتتب راي مثال يک تابع نمي اول يکسان عضو آن نباشند. )ب , )3 )و  5 , )3 زمتان داشتته هم را7

 پردازيم.باشد(. در اين بحث به روش شمارش تعداد توابع مي 

 

  ابعد کل توتعدا 

 

 

 

 

از مجموعه      A a ,a ,a ,a= 1 2 3 به مجموعه     4 B b ,b ,b= 1 2 کلاً چند تابع يتا نگاشتت متي تتوان   3

 تعريف کرد؟

 ۲۷  ۸۱  ۶۴  ۲۴       
 

 
    نماي  دهيم: Sرا با  Bبه مجموعه    Aاگر تعداد کل توابع از مجموعه 

 f (a , ),(a , ),(a , ),(a , )= 1 2 3 4 

f(a ) b orb orb

f(a ) b orb orb

f(a ) b orb orb

f(a ) b orb orb

S

=

=

=

=
−−−−−−−−−−−−

=    =

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

4 1 2 3

3 3 3 3 81
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تعداد کل توابعي که از      A , , ,= 1 2 3 در مجموعه     4 B a,b,c=   مي توان تعريف کرد که شتامل زوج

)مرتب    ,b)2 باشند چندتاست؟ 

 ۲۷  ۱۲  ۱۶  ۶        

f( ) a,b,c

f( ) b

f( ) a,b,c

f( ) a,b,c

= 

= 
   =

= 

= 

1 3

2 1
3 1 3 3 27

3 3

4 3

 

 

ه   ز مجموعا   A a ,a ,a ,a= 1 2 3 به مجموعه     4 B b ,b ,b ,b ,b= 1 2 3 4 توان نوشت کته ابع مي چند ت  5

(a ,b )1 a)باشد، اما  داشته را 1 ,b )2  باشد؟ نداشتهرا  2

 ۲۵  ۷۵  ۱۰۰   ۸۰   

 

 

 

 تعداد توابع يک به يک   
 آن نيز يکسان نباشند.هاي دوم   گويند، هرگاه هيچ کدام از مولفهي يک مبهيکرا  fتابع 

 

 عضوي چند تابع يک به يک وجود دارد؟  ۵عضوي در يک مجموعه  ۳يک مجموعه    از 

 ۱۵ ۶۰ ۶ ۲۴۳   

f(a)

f(b)

f(c)

→

→   =

→

5

4 5 4 3 60

3

 

 

از مجموعه      A a,b,c,d=       به مجموعه B , , , , ,= 1 2 3 4 5 چند تابع يک به يک مي توان نوشت که   6

,a)شامل زوج مرتب     باشد؟  1(

 ۶۰ ۱۲۰  ۲۴  ۴۸   

f(a)

f(b)

f(c)

f(d)

= →

→→

→→

→→    =

1 1

5

4

3 1 5 4 3 60
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 تعداد توابع پوشا   
شا جزو مواردي استت سبه تعداد توابع پوناميم هرگاه هم دامنه آن با برد آن برابر باشد. محايک تابع را پوشا مي 

آورده ستپس از کتل توابتع کتم توابع غير پوشا را بته دستت     کنيم، بلکه تعدادکه مستقيما آن را محاسبه نمي 

 کنيم.مي 

 

چند تابع پوشا از مجموعه   A , , , ,= 1 2 3 4 به مجموعه    5 B ,= 1  وجود دارد؟ 2

 ۲۴    ۳۲  ۳۱  ۳۰  

 

 

 

 

از مجموعه     A , , ,= 1 2 3 به مجموعه  4 B a,b,c=  چند تابع پوشا وجود دارد؟ 

   ۳۶  ۱۸  ۴  صفر  

 

 

 

 

   

  
هيچ تابع پوشايي وجتود   Bبه     Aباشد از     Bکمتر از تعداد اعضاي مجموعه     Aاگر تعداد اعضاي مجموعه   

 ندارد.

 رد.يک اي وجود ندابههيچ تابع يک Bبه  Aباشد از   Bبيشتر از  Aعه   اگر تعداد اعضاي مجمو

Aيک که   بهتواند هم پوشا باشد و هم يکزماني مي   Bبه     Aاز     fبا توجه به موارد با  تابع      B=     .باشد

داد توابع پوشا با تعتداد توابتع ند و در اين حالت تعداراي تعداد اعضاي برابر باش  Bو     Aيعني هر دو مجموعه   

 يک برابر است.بهيک
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عه   از مجمو   A , , ,= 1 2 3 به مجموعه     4 B , , ,= 3 4 5 توان نوشت که نه پوشا باشد و نه چند تابع مي   6

 يه يک؟يک

 ۲۴  ۴۰  ۱۰۴  ۲۳۲   

 

 

 

 

 متمايز   یهامتمايز در جعبهی توزيع اشيا 
 

 
  برابر است با:عضوي، دقيقاً  kعضوي به يک مجموعه  nتعداد توابع از يک مجموعه   

 

 متمايز  جعبه kمهره متمايز در  nتعداد راه هاي توزيع 

 

k)عضوي  kعضوي به يک مجموعه     nتعداد توابع يک به يک از يک مجموعه  n) است با:، دقيقاً برابر 

 

 ر يک مهره قرار بگيرد.جعبه متمايز که در هر جعبه حداکث kمهره متمايز در  nاي توزيع تعداد راه ه

 

k)عضوي   kعضوي به يک مجموعه    nتعداد توابع پوشا از يک مجموعه     n):دقيقاً برابر است با ، 

 

 ه حداقل يک مهره قرار بگيرد.ه متمايز که در هر جعبجعب kمهره متمايز در  nتعداد راه هاي توزيع 

 

 عضوي، دقيقاً برابر است با:  kعضوي به يک مجموعه  nجموعه   تعداد توابع غير پوشا از يک م

 

 جعبه متمايز که حداقل يکي از جعبه ها خالي بماند. kمهره متمايز در  nتعداد راه هاي توزيع 

 

384
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به شر  آنکه در هر ظترف حتداکثر  قرار داد مايزمت ظرف ۵را در     متمايز  مهره  ۳توان   به چند طريق مي     

 رد؟يک مهره قرار بگي

 ۱۵  ۶۰  ۶  ۲۴۳   
 

 
 عضوي را به دست آوريم: ۵عضوي به يک مجموعه    ۳يک از يک مجموعه   بهکافي است تعداد تعداد يک

f(a)

f(b)

f(c)

→

→   =

→

5

4 5 4 3 60

3

 

 

بررسي بدهيم، به طوري که هر کتدام، حتداقل   نفر براي  ۳کتاب مختلف را به     ۶توان   به چند صورت مي   

 داشته باشند؟يک کتاب براي بررسي 

 ۱۰    ۲۸  ۵۴۰  ۵۳۴   

 

 

 

 

   یاصل لانه کبوتر  
m نه قرار بگيرند و     nکبوتر بخواهند درون     mاگر    n  تتر از تعتداد کبوترهتا باشتد(، ها کمعداد  نه)يعني ت

ه هست ولتي معلتوم نيستت کتدام اي هست، يعني دست کم )حداقل( يک  نشود  نه)تاکيد مي   اي هست نه

 گيرد.تر از يک کبوتر( در آن قرار مي  نه!!!( که دست کم دو کبوتر )يعني بي 

کبوتر بخواهنتد   ۵تر قرار دهيم. طبق اصل  نه کبوتري اگر    نه کبو  ۴کبوتر را در     ۵خواهيم   مثلا فرض کنيد مي 

گيترد. کبوتر قترار مي   ۲واهد داشت که در آن حداقل   اي وجود خ نه کبوتر قرار بگيرند در اين صورت  نه  ۴در   

 نه راببينيم. )به ياد داشته باشيد اهميتت   ۴کبوتر در اين     ۵خواهيم چند حالت مختلف از چيدمان اين   حال مي 

 کند(.مي اصل  نه کبوتري در آن است که در تمام حا ت چيدمان صدق   
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  ۱ نه  ۲ نه ۳ نه ۴ نه 

 
   

 ۱نچيدما

   
 

۲چيدمان 

۳چيدمان    

 
   

۴چيدمان 

۵چيدمان    

 

 

گتوييم ناي کمترين است، پتس وقتتي مي براي فهم کامل مسئله  نه کبوتري به کلمه حداقل دقت کنيد. حداقل به مع

کنيم حتتي  نته چيدمان دقت مي   تا يا بيشتر. در حالي که وقتي به کبوترهاي برخي از حا ت  ۲يعني     کبوتر  ۲حداقل  

بدون کبوتر هم در يک حالت چيدمان وجود دارد، مگر معني کلمه حداقل کمترين نيست؟ پس چرا به جاي اينکه متثلا 

در اصل  نه کبوتري شما بايتد جتواب ايتن   ؟!!! براي فهم م لب  ۲گوييم حداقل   حداقل صفر مي   در رديف دوم بگوييم

 سوال را بدانيد. 

 

هاي کنتتتار هتتتم در يتتتک وضتتتعيت چيتتتدمان مقايستته کلمتتته حتتتداقل دو، تعتتتداد کبوترهتتتا را در  نتتتهآيتتتا  

 خيرکند؟   مي 

ايتن جملته تمتام   .ختلتف چيتدمان استتهاي ماي ختا  در وضتعيتدر  نتهمقايسته تعتداد کبوترهتا     ۲حداقل  

ش چيتدماني قترار  نته کبتوتر بته هتر رو  ۴کبتوتر در     ۵کبتوتري استت. بته عبتارت ديگتر اگتر   مفهوم اصل  نه   

گيترد کبتوتر قترار مي   ۲هاي مشتخص شتده حتداقل   درخشتد! و در ايتن  نتهها يک  نه مي بگيرند، در تمام حالت

 کبوتر( ۲از کبوتر و گاهي اوقات بي      ۲)بعضي اوقات 

 تغيير خواهد کرد؟  ۲کنيم آيا کلمه حداقل کنيم و بررسي مي در ادامه تعداد کبوترها را زياد مي 
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 ها همواره صحي  است؟ آموز حضور دارند، کدام گزينه در مورد آندان   ۱۳ر يک کلاس د

 انتتد.دقيقتتاً دو نفتتر در يتتک متتاه از ستتال متولتتد شتتده 

 ه مهتتتر هستتتتند.حتتتداقل دو نفتتتر متولتتتد متتتا 

 اند.  سال به دنيا آمده هايدست کم دو نفر در يکي از ماه 

 انتد.د شتدهحداکثر سه نفر در يتک متاه از ستال متولت  

 

 

 سقف يک عدد یيادآور  
xرا با نماد     xسقف عدد        تتر يتا مستاوي عتدد   نشان داده و عبارت است از اولتين عتدد صتحي  بتزرx ،

 به عنوان مثال داريم:

/ /= = =          1 5 2 2 1 3 3 3 

 

 یدر حالت کل: 

mد ) نه کبوتر قرار بگيرن  nکبوتر بخواهند در     mاگر    nاي وجود دارد )يعني حتداقل يتک (  در اين صورت  نه

mدانيم کدام  نه( که در آن حداقل  نه وجود دارد ولي نمي 
n

 
  
 گيرد.کبوتر قرار مي   

 

 

 

m) نه( و     n)کبوتر(،     mمسائل کلي اصل  نه کبوتري سه پارامتر   در     
n

 
  
وجود دارد که معمو  دوتتاي آنهتا   

ار شود. اين کشود که دوتاي آنها قابل محاسبه باشد( و سومي از ما خواسته مي داده شده )يا اطلاعاتي داده مي 

 پردازيم:مي کند که به آنها سه فرم سوال ايجاد مي 
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m
n

 
  

 
n  

 ) نه( 
m

  )کبوتر(

ن حالت حداقل کبتوتر همتان  نته در اي

    !پرسندخا  را مي 
 فرم اول 

هتا در اين حالت معمتو  حتداقل کبوتر

   !شودخواسته مي 
 فرم دوم 

اين حالتت معمتو  حتداک ها ثر  نتهدر 

   !شودخواسته مي 
 مفرم سو

 

 

 

 

 سوالات فرم اول 

 

 اند؟شنبه متولد شدهنفري، حداقل چند نفر در روز چهار  ۲۵۰در يک مدرسه    

   ۷  ۳۵  ۳۶ صفر  
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 عدد حداقل چند عدد داراي رقم سمت راست يکسان هستند؟  ۱۴۳از بين  

 ۱۰    ۱۱    ۱۴  ۱۵   

 

 

 

 

 تقسيم کنيم، حداقل چند عدد داراي باقيمانده يکسان هستند؟  ۷ عدد طبيعي مختلف را بر عدد ۲۰ر   اگ 

 ۸  ۳  ۳   ۲   

 

 

 

 

 ، باقيمانده فرد دارند؟ ۷عدد طبيعي دلخواه، دست کم چند تاي آنها در تقسيم بر    ۳۷از ميان  

 صفر     ۱۵    ۶  ۵ 

 

 

 

 

کنيم. دستت کتم آميزي مي و سياه، رن  را با سه رن  آبي، قرمز  ۱۳ندازه   و ا  ۱۰هاي گرافي از مرتبه   يال  

 چند يال رن  يکساني دارند؟

 ۳   ۴    ۵    ۶ 
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 سوالات فرم دوم 
 

 نفر در يکي از ماه هاي سال متولد شده باشند؟   ۳حداقل نفرات يک کلاس چند نفر باشد، به طوريکه حداقل     

 ۳۶  ۲۵    ۲۸    ۱۳   

 

 

 

 

اند، ها در يک ماه از سال و در يک روز از هفته متولد شدهاقل سه نفر از آنترين تعداد افرادي که حدکم  

 ست؟کدام ا

 ۹    ۱۳    ۸۴    ۸۵   

 

 

 

 

و هتم در   ۷ها هتم در تقستيم بتر   عدد از آن  ۲حداقل چند عدد طبيعي انتخاب کنيم تا م مئن باشيم     

  (۹۶آموزش   )کانون فرهنگی                                                                          اشته باشند؟   باقيمانده يکسان د  ۵تقسيم بر 

 ۱۳  ۳۵  ۳۶  ۷۰   

 

 

 

 

ي سفيد موجود است، دست کم چند مهره از اين   مهره  ۱۰مهره ي آبي و    ۸ي قرمز،  مهره  ۵اي  در کيسه  

 مهره ۵شويم که حداقل کيسه بايد انتخاب شود تا م مئن 

 

 ت؟ همرن  اس 

 ۵  ۱۲  ۱۳  ۱۱          
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ي سفيد موجود است، حداقل چند مهتره مهره ۱۰مهره زرد و   ۱۱آبي،مهره ي     ۸ي قرمز،   مهره  ۵اي   کيسه  

 رن  مختلف خارج شده است؟ ۳از ظرف خارج کنيم تا م مئن شويم 

 ۳   ۱۲  ۱۳    ۲۲   
 

 

 

 

 ت فرم سوم سوالا

 

 توانند قرار بگيرند، تا به يقين حداقل در يک  نه بتي  از دو کبتوترر چند  نه مي کبوتر حداکثر د  ۶۵  

 موجود باشد؟

 ۳۰   ۳۲    ۲۳  ۲۱   
 

 

 

 

گلتدان   ۴گلدان را حداکثر در چند رديف بچينيم تا م مئن شويم، رديفي هست که در آن حتداقل     ۷۵  

 قرار گرفته است؟

 ۲۳    ۲۴  ۲۵    ۲۶   
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 ها و سوالات مربوط به مجموعه  یوتر لانه کب

 

عضوي از مجموعه     nهر زير مجموعه      A , , , ,...,= 1 2 3 4 ، به طور يقين حتداقل دو عضتو دارد کته 23

 (۹۲سراسری   )                                                                                 کدام است؟  nاست. حداقل   ۲۴مجموع آن دو، برابر 

 ۹    ۱۰  ۱۲  ۱۳   

 

 

 

 

مجموعه   زير  مجموعه  xي  يک  از  ي  عضوي  A , , , ,...,= 1 2 3 4 مي   36 که   انتخاب  اين  براي  کنيم. 

 شد؟ کدام عدد بايد با xها حداقل دو عدد وجود دارد که نسبت به هم اولند، حداقل م مئن شويم در بين آن

 ۸  ۱۳    ۱۸    ۱۹   

 

 

 

 

داقل چند عضو از مجموعه ح   , , , ,...,1 2 3 4 هتا، شتيم  اقتل دو عتدد آنانتخاب کنيم تا م مئن با 30

 (۹3)سراسری                                                                                                       مقسوم عليه مشترک غير از يک دارند؟ 

 ۹    ۱۲    ۱۱  ۱۰   
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 اهو مسائل مربوط به شکل یلانه کبوتر  
 ز بايد چند م لب را بدانيم:در اين قسمت قبل از هر چي 

  
هاي شتکل )همتان دراين قسمت منظور از تعداد نقا  )همان تعداد کبوترها( و منظور از تعداد بخ 

 باشد(.ها مي تعداد  نه

 هاي شکل است )در اکثر سوا ت دقيقا يکي بيشتر(د بخ نقا  دست کم يکي بيشتر از تعداتعداد    

 ن فاصله ممکن را از يکديگر داشته باشند:اگر دو نق ه بخواهند بيشتري

 درون يک مربع بايد دو سر ق ر قرار بگيرند: 

 

 

 

 درون يک مست يل بايد دو سر ق ر قرار بگيرند: 

 

 

 

 ضلع قرار بگيرند:  ا ضلاع بايد دو سر يکيدرون مثلث متساو 

 

 

 

 درون ربع دايره بايد دو سر دو شعاع عمود بر هم قرار بگيرند:
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 هاو مسائل مربوط به شکل یلانه کبوتر  
هايي که داراي ضلع هستند معمو  با نسبت ضلع به مساحت تقسيم مي شوند، مثلا اگر مربعي بخواهد شکل  

 شود و ....مي ود ضلع آن سه قسمت   قسمت تقسيم ش  ۹به 

 

 

ا م متئن شتويم کته حداقل چند نق ه در داخل يک مثلث متساوي ا ضلاع به ضلع واحد قرار دهيم، ت  

1ها از ي بين آننق ه وجود دارند که فاصله ۲حداقل   
3
 تر است؟کم 

 ۹  ۱۰  ۴  ۷   

 

 

 

 

9درون يک مست يل      نق ته از ايتن   ۲، حداقل چند نق ه اختيار شود تا م مئن باشيم  قل فاصله   18

3از  نقا  انتخابي، کمتر    (۹۸ری   )سراس                                                                                                         باشد؟  2

 ۱۷    ۱۸  ۱۹  ۲۰   

 

 

 

 

12نق ه درون يک مست يل    ۱۳   نق ه     ۱۳ثابت کرد حداقل دو نق ه از اين  ، وجود دارند. مي توان  16

 وجود دارد که فاصله آنها از هم، کم تر از ........ است. 

 2    2 2  3 2    4 2 
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