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از یکی است. شده تألیف متوسطه دوم دورۀ ریاضی های کتاب تغییر ادامه در و ملی درسی برنامۀ راستای در حاضر کتاب
قبلی، های پایه همانند است. محتوا ملاحظه قابل کاهش دانشگاهی، پیش دوره به مربوط قبلی کتاب با کتاب این مهم های تفاوت
هایی موقعیت ها« »فعالیت میان، این از است. گرفته قرار تمرین و کلاس در کار فعالیت، اساسی محور سه براساس کتاب ساختار
در هم معلم البته است. آموزان دانش جدی مشارکت مستلزم امر این و میکنند فراهم ریاضی جدید مفاهیم ارائه و یادگیری برای
متوسط سطح آموزان دانش برای کتاب اینکه به توجه با دارد. عهده به ها فعالیت کلی هدایت و راهنمایی برای مهم نقشی میان این
دارد. وجود معلم وسیله به آنها سازی ساده یا و ها فعالیت سازی غنی امکان مختلف، شرایط گرفتن درنظر با است، شده طراحی
ها فعالیت انجام به توجه راستا همین در است. آموزش فرایند در درسی کتاب دادن قرار محور مؤلفان، اساسی تأکید هرحال در
شود. می توصیه جدی طور به مفاهیم کشف برای آموز دانش به مجال دادن و وگو گفت و بحث فضای ایجاد و درس کلاس در
مدرسه از خارج مختلف های آزمون نباید همچنین یابد. اختصاص درسی کتاب اهداف از خارج مباحثی به نباید درس کلاس زمان
کند. می مشخص را ها آزمون سبک و سطح که است درسی کتاب این بلکه شوند، واقع درس کلاس در مفاهیم آموزش مبنای
و ها ارزشیابی در موضوع این رعایت که است شده رعایت کتاب در مرزهایی و حد مفهوم، یک درباره موارد از بسیاری در
به یافته اختصاص زمان بین تناسب افزایش موجب ها محدودیت این رعایت است. الزامی طراحان همه برای رسمی های آزمون
کتاب روند باشند. داشته دقیق نظارت موضوع این رعایت بر ارجمند همکاران است شایسته شد. خواهد آن محتوای و کتاب
که موضوعاتی نه و باشد کتاب اهداف براساس باید ارزشیابی واقع در باشد. آموزش خدمت در باید ارزشیابی که دهد می نشان
طرح شوند. می توصیه غیراستاندارد های کتاب از برخی توسط یا و اند شده ارائه سنتی صورت به ها سال این، از احیاناًپیش
شود. نمی توصیه عنوان هیچ به ها، ارزشیابی در نیز و درس کلاس در کنند نمی دنبال را کتاب آموزشی اهداف که سؤالات گونه این
مورد بالادستی اسناد در وضوح به که روزمره، زندگی در دانش این کاربردهای و پیرامون محیط و ای مدرسه ریاضیات بین ارتباط
تصاویر در ارتباط این برقراری برای تلاش دهد. می نشان درسی های کتاب در را خود تدریجی صورت به است، گرفته قرار تأکید

گیرد. قرار عزیز آموزان دانش و معلمان توجه مورد است امید که است مشاهده قابل نیز کتاب
و قواعد ها، الگوریتم ها، فرمول از افراطی استفاده دیگر بدانیم، ریاضی تفکر پرورش را ریاضی آموزش هدف ترین مهم اگر
فرصت داشت. نخواهد ای مدرسه ریاضی آموزش در جایگاهی آنها، عملکرد چرایی و چگونگی از آگاهی بدون دستورها
و مسئله طرح مسئله، حل تعمیم، استدلال، مانند فرایندهایی داد. دست از سادگی به نباید را درس کلاس در آموز دانش حضور

مقدمه



دارد. آموزان دانش ریاضی تفکر پرورش در مهمی نقش ریاضی گفتمان و چندگانه های بازنمایی پاسخ، باز مسائل نظیر موضوعاتی
دبیران از دعوت )ایمیل(، نگار پیام تألیف، دفتر ریاضی گروه وبگاه اعتبارسنجی، سامانه نظیر موجود امکانات کلیه از مؤلفان
دبیران نظرات و نقدها ها، دیدگاه دریافت برای دسترس در های رسانه دیگر و کتاب بررسی و نقد جلسات در حضور برای مجرب
استفاده مورد های عکس و تصاویر از ای پاره ریاضی، محترم دبیران مشارکت راستای در اند. گرفته بهره کشور سراسر محترم
و تشکر آنها زحمات از است لازم که است، شده ارسال ریاضی گروه به کشور مختلف های استان از عزیزان این توسط کتاب در
امید کنند. می افتخار کتاب بررسی و نقد امر در ارجمند همکاران جدی مشارکت و حضور به تألیف تیم اعضای شود. قدردانی
را اساتید و همکاران تمامی های دیدگاه و نظرات دریافت آمادگی تألیف گروه باشیم. مؤثر ارتباط و تعامل این شاهد همچنان که
از کتاب پشتیبانی به مربوط مطالب از بسیاری علاوه به دارد ریاضی2 آموزش و توسعه تحقیق، واحد وبگاه و نگار1 پیام طریق از

است. دریافت قابل ریاضی واحد وبگاه طریق
مؤلفان

ــ1 mathrde@gmail.com
ــ2 http://math-dept.talif.sch.ir



اهواز پلسفیدــ

تابع 1

نزولی و صعودی توابع ـ جملهای چند توابع

توابع ترکیب

وارون تابع

فـصـل

اوّل درس

دوم درس

سوم درس

که است اهواز شهر های پل از یکی اهواز سفید پل
این شود. می محسوب نیز شهر این نمادهای از یکی
ساخته کارون رودخانهٔ روی بر ١٣١٥ سال در پل
متری ٢٠ و ١٢ فلزی قوس دو دارای که است شده

است.

نی
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٢

تابع ١ فصل

نزولی و صعودی توابع ـ جملهای چند توابع

اول درس

جملهای: چند توابع

f (x)  = b بهصورت تابع ،a =0 اگر مینامیم. خطی تابع یک را f (x) =ax+b ضابطهٔ با تابع هر شدیم. آشنا خطی تابع با گذشته سالهای در
هستند. 1 و 0 درجههای با جملهای چند توابع از مثالهایی خطی، توابع و ثابت توابع مینامیم. ثابت تابع را آن که میآید در

یک n و حقیقی اعداد a0 ،a 1 ،a 2 ، ... ،a n -1 ،a n آن در که را f (x) = anxn + a n -1xn -1 +...+a 2x
2+a 1x + a0 صورت به تابع هر

است. حقیقی اعداد مجموعهٔ ای جمله چند دامنهٔتوابع نامیم. می n درجهٔ از ای جمله چند تابع یک باشد، a n ≠ 0 و نامنفی صحیح عدد
هستند. 5 و 3 ،2 ،1 درجهٔ از ترتیب به ای جمله چند توابع از ای نمونه زیر توابع مثال:

y =3x +5 , y = -8x2+2x - 1

2
, = −y x x3 3

2
4

, = − +y x x x5 3 22 4 7

است: زیر صورت به ایم شده آشنا آنها با حال به تا که ای جمله چند توابع انواع

تابع٢١٠ درجۀ

دوم تابعثابتخطیدرجهٔ نام

f (x) =ax٢+ bx + c

(a ≠٠)

f (x) =ax + b

(a ≠٠)
f (x) = bکلی ضابطۀ

f (x) =x٢ - 6x + 9f (x) = -٢x - ١f (x) =٢

مثال
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نزولی و صعودی توابع ـ جملهای چند توابع اول درس

٣

:3 درجۀ تابع

بررسی را f (x) = x3 تابع خاص طور به اینجا در که است 3 درجهٔ تابع یک f (x) = ax3 +bx2 +cx +d (a ≠0) ضابطهٔ با ای جمله چند تابع
کنیم: می رسم را تابع این نمودار یابی نقطه کمک به ابتدا است.  تابع این برد و دامنه کنیم. می

f (x) =x3x

-8-٢

-١-١

- ١__
8- ١__

٢

٠٠

١__
8

١__
٢
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8٢

y
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-2 2 4 61 3 5
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-6 -4-5 -3 -1

( )f x x= 3

خواندنی
ضلعی شش یک صورت به عسل لانهٔزنبور کلی الگوی
احاطه دیگر ضلعی شش تا شش با اول دور در که است
احاطه ضلعی شش تا دوازده با دوم دور در است، شده
شش تعداد دیگر دورهای در ترتیب همین به و شود می

یابد. می افزایش خاصی الگوی با ها ضلعی
درجه تابع با توان می را ها ضلعی شش این کل تعداد
تعداد r که آورد دست به f (r) = 3r 2 - 3r + 1 دوم
را ها ضلعی شش کل تعداد توانید می آیا دورهاست.

آورید؟ دست به r = 1،2،3 برای



4

تابع ١ فصل

کنید. مشخص را آنها برد و دامنه و کرده رسم را زیر توابع نمودار ،f (x) = x3 تابع نمودار از استفاده با

فعالیت

)الف y = -x3 - 2 )پ y = - (x - 2)3

اند: شده رسم نامنفی اعداد برای که g (x) = x2 و f (x) = x3 توابع نمودار به توجه با
کنید. رسم ]-1,0[ بازه در را تابع دو این نمودار ب( دارد؟ gقرار (x) = x2 نمودار بالای f (x) = x3 نمودار نامنفی، های x تمام برای آیا الف(

فعالیت
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( )f x x= 3

( )g x x= 2

الف:

)ب y = (x + 2) 3



نزولی و صعودی توابع ـ جملهای چند توابع اول درس

٥

کنید. نظیر آن نمودار به را تابع هر ضابطهٔ ،y = x3 تابع نمودار کمک به
)الف y = (x -1) 3 +2 )ب  y = (x -2) 3 )پ  y = -x3 + 1
)ت y = (x +1) 3 -1 )ث  y = -x3 )ج  y = (x +1)3

)چ y =x 3 +1 )ح  y = -x3 -1 )خ  y = x3 -2

کلاس در کار
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نزولی: توابع و صعودی توابع

فعالیت

بارندگی میزان زیر نمودار در آورد. می بار به را بسیاری خسارات که است کشورمان در بارندگی کاهش بحث روزها این های دغدغه از یکی
ارومیه شهر در مثال طور به است. شده آورده متر( میلی )برحسب 1394 سال تا 1375 سال از ارومیه و زاهدان گرگان، شهر سه سالانه
دهد. می نشان شهر این در را بارندگی نزولی روند که است بوده متر میلی 334 ،90 سال در و متر میلی 372 بارندگی میزان ،85 سال در
در را بارندگی صعودی روند که است بوده متر میلی 724 ،90 سال در و متر میلی 522 بارندگی میزان ،85 سال در گرگان شهر در همچنین

دهید: پاسخ زیر های سؤال به نمودار این به توجه با دهد. می نشان شهر این
است؟ داشته صعودی روند گرگان شهر در بارندگی میزان زمانی، های فاصله چه در ،91 تا 75 سال از الف(

است؟ داشته نزولی روند ارومیه شهر در بارندگی میزان زمانی، های فاصله چه در ،94 تا 91 سال از ب(

)میلیمتر(1 ارومیه و زاهدان گرگان، شهرهای سالانه بارندگی میزان

www.amar.org.ir ایران آمار مرکز سایت منبع: ١ــ

263 228

372
334 334

241
300 277

73
14

55 47 53
108

68
104

477

0

200

400

600

800

468
522

724
676

387 364
478

1375 1380 1385 1390 1391 1392 1393 1394

1390 سال 1380تا سال از

94 93تا زمانى بازه و 92 91تا زمانى بازه در
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صعودی اکیداً تابع
باشیم داشته ،x 1< x 2 که f تابع دامنهٔ از x 2 و x 1 نقطهٔ دو هر برای اگر

نامیم. می اکیداًصعودی تابعی را f آنگاه ،f (x1) < f (x 2)

y

x

f

x2x1

( )f x2

( )f x1

y

x

f

x2x1

( )f x2

( )f x1

y

x

f

یک در ثابت تابع بالا، تعاریف به توجه باشد.با ثابت f مقدار بازه، این در x مقادیر تمام برای اگر گوییم، می ثابت بازه یک در را f تابع
شود. می محسوب نزولی هم و صعودی هم بازه،

فقط بازه یک در که تابعی به همچنین گوییم. یکنوا اکیداً تابع باشد، نزولی اکیداً فقط یا صعودی اکیداً فقط بازه یک در که تابعی به نکته:
دهید. توضیح است؟ صحیح مطلب این عکس آیا هستند. یکنوا همواره یکنوا اکیداً توابع گوییم. یکنوا تابع باشد، نزولی فقط یا صعودی

y

x

f

نزولی اکیداً تابع
باشیم داشته ،x 1< x 2 که f تابع دامنهٔ از x 2 و x 1 نقطهٔ دو هر برای اگر

نامیم. می اکیداًنزولی تابعی را f آنگاه ،f (x1) > f (x 2)

صعودی تابع
باشیم داشته ،x 1< x 2 که f تابع دامنهٔ از x 2 و x 1 نقطهٔ دو هر برای اگر

نامیم. می صعودی تابعی را f آنگاه ،f (x1) ≤ f (x 2)

نزولی تابع
باشیم داشته ،x 1< x 2 که f تابع دامنهٔ از x 2 و x 1 نقطهٔ دو هر برای اگر

نامیم. می نزولی تابعی را f آنگاه ،f (x1) ≥ f (x 2)



8

تابع ١ فصل

بازهٔ در و صعودی( )اکیداً صعودی بازه یک در تابعی است ممکن
باشد. نزولی( )اکیداً نزولی دیگر

(0,+∞) بازهٔ در و نزولی ً اکیدا (-∞,0) بازهٔ در f (x) = |x | تابع مثال:
نزولی. نه است صعودی نه  در اما است، صعودی ً اکیدا

هستند؟ نزولی اکیداً هایی بازه چه در و اکیداًصعودی هایی بازه چه در زیر توابع از کدام هر

کلاس در کار

)الف( )ب( )پ( 

)ت( )ث(  )ج( 

)چ( )ح(  )خ( 

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

2

21

1

-2 -1
-1

2 31

0

2

21

1

-2 -100

0 0

0 0 0

0

-

π π
2

π

- π
2

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

2

21

1

-2 -1
-1

2 31

0

2

21

1

-2 -100

0 0

0 0 0

0

-

π π
2

π

- π
2

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

2

21

1

-2 -1
-1

2 31

0

2

21

1

-2 -100

0 0

0 0 0

0

-

π π
2

π

- π
2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

صعودى صعودى اکیداً

صعودى اکیداً صعودى اکیداً
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تعیین شده مشخص های بازه در را آنها بودن نزولی یا صعودی است. شده رسم ]-2π,2π[ بازهٔ در y = cos x و y = sin x توابع نمودار
نمایید.

کلاس در کار

] , [π
π

3
2

2
] , [π
π

3

2
] , [π

π
2

] , [π
0

2
] , [π
− 0

2
] , [π
−π −

2
] , [π
− −π

3

2
] , [π
− π −

3
2

2
x

y=  sinxصعودی

] , [π
π

3
2

2
] , [π
π

3

2
] , [π

π
2

] , [π
0

2
] , [π
− 0

2
] , [π
−π −

2
] , [π
− −π

3

2
] , [π
− π −

3
2

2
x

y=   cosxصعودی

کلاس در کار

هستند. نزولی هایی بازه چه در و صعودی هایی بازه چه در کنید مشخص و کنید رسم را زیر توابع نمودار

)الف ( ) cos( )π
= −f x x

3                   
Df= ]0,2π[

)ب g (x) = x + |x |

)پ t (x) = - x3 -1

y

x
-2π -π π 2π

y xcos=

-1

0

1

y

x
-2π -π π 2π

y xsin=

-1

0

1

صعودى نزولى نزولى صعودى نزولى نزولى صعودى

نزولىنزولىصعودىصعودىصعودى نزولى نزولى

ب:

نزولى ً اکیدا
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کنید. دقت رو روبه تابع نمودار به
نزولی؟ اکیداً یا است صعودی اکیداً تابع این الف(

است؟ یک به یک تابع این ب(

فعالیت

-4

-4

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

نمایید. مشخص را آنها برد و دامنه و کنید رسم را زیر توابع نمودار ١
)الف y = (x -1) 3-1 )ب  y = (x +2) 3-2

کنید. مشخص است، ثابت یا نزولی صعودی، تابع آنها در که را بازههایی و کنید رسم را زیر تابع نمودار 2

( )
− − < −

= − ≤ <
 − ≥

x x

f x x

x x

2 3 4

3 4 2

3 2 2

هایی بازه چه در تابع این کنید مشخص زیر تابع نمودار از استفاده با 3
است؟ ثابت یا نزولی صعودی،

کنید. بحث کلاس در آنها یکنوایی مورد در و کنید رسم را log= − +xy 2 2 لگاریتمی تابع و y = 2 x -2 نمایی تابع 4
است؟ چقدر a مقدار حداکثر است، نزولی ( - ∞ , a ] بازهٔ در y = x2|x | تابع 5

باشد. نزولی اکیداً خود دامنهٔ در که بزنید مثال تابعی و صعودی اکیداً خود دامنهٔ در که بزنید مثال تابعی 6

تمرین

-4 -2-6 -5 -1 2 41 3 65

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

0

1

y

x

-6

-5

87-3

صعودى اکیداً
بله

ولی باشد نوزلی اکیداً یدا اًعوی هکیدص کا درد یجواد تابعو آیا پ)
اشد؟ نب ه بکی کی

پس هستند متمایز تصاویر داراى متمایز ایکس دو تعریف طبق خیر،
باشند مى یک به یک

صفر
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١ کلاسی فعالیت

فعالیت

کنیم. بررسی را توابع ترکیب مفهوم خواهیم می درس این در شدیم، آشنا توابع روی جبری اعمال با گذشته سال در

ضابطهٔ با d(t) تابع از استفاده با دما این مقدار و یابد می افزایش زمان گذشت با آن دمای شود، می آورده بیرون یخچال از غذا که هنگامی
آید: می دست به زیر

d(t) =4t+2 ; 0≤ t≤ 3 است.( ساعت ،t )واحد
کنید. تفسیر را آنها و آورده دست به نمونه مانند را زیر مقادیر از کدام هر الف(

d(2) =10
است. گراد درجهٔسانتی 10 برابر است، مانده بیرون یخچال از ساعت دو که غذایی دمای

d(1) = ……………………………
d(3) = ……………………………

استفاده با دما رفتن بالا با ها باکتری تعداد افزایش میزان آوریم، بیرون یخچال از گراد درجهٔسانتی 2 دمای با را غذایی مادهٔ یک اگر همچنین
آید: می دست به ضابطهٔزیر با n(d) تابع از

n(d) =20d2-80d+ 500; 2≤ d ≤ 14
است. گراد درجهٔسانتی برحسب یخچال از خروج از پس غذایی مادهٔ دمای d تابع، این در که

کنید. تفسیر را آنها و آورده دست به نمونه مانند را زیر مقادیر از کدام هر ب(
n (10) =20(10)2- 80(10)  + 500=1700

یافته افزایش 1700 به گراد درجهٔسانتی 10 دمای به رسیدن با یخچال از خروج از پس غذایی، مادهٔ یک در موجود های باکتری تعداد یعنی
است.

n(2) = ……………………………………………………
n(3) = ……………………………………………………

تعداد توان می غذا، دمای داشتن با ،n تابع از استفاده با و غذا دمای توان می زمان، داشتن با ،d تابع از استفاده با گفت توان می کلی طور به
دیگر: عبارت به آورد، بهدست را ها باکتری

d nزمان دما ها باکتری تعداد

مانده بیرون یخچال از ساعت 2 میزان به که غذایی مادهٔ یک در موجود باکتریهای تعداد گرفت: نتیجه میتوان ب و الف از
تاست. 1700 برابر است،

توابع ترکیب

دوم درس

4×1+2=6 است 6 برابر است شده آورده بیرون یخچال از قبل ساعت یک که غذایى دماى
4×3+2=14 است 14 برابر است شده آورده بیرون یخچال از قبل ساعت سه که غذایى دماى

است ،420تا درجه 2 دماى با غذا در موجود باکتریهاى تعداد
تاست 440، درجه 3 دماى با غذا در موجود باکتریهاى تعداد
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نمودار آن کمک به و کنید کامل را رو روبه جدول پ(
نمایید. تکمیل را

:g ( f (x)) تابع ساخت مراحل
است. خروجی f (x) و ورودی x اول: مرحلۀ

n (d (t)) = n (4t+2)d(t) = 4t +2t

n (d (0)) = n (2) = 420d (0) = 20

n (d (0/5)) = n (…) = 500d(0/5) = …0/5

n (d (1)) = n (6) = …d(1) = 61

n (d (2)) = n (…) = …d(2) = …2

n (d (3)) = n (14) = 3300d (3) = 143

دمای زمان، داشتن با توان می دیدیم، که طور همان
ها باکتری تعداد دما، داشتن با و آورد دست به را غذا

است. محاسبه قابل
داشتن بدون و زمان داشتن با توان می شما نظر به آیا

آورد؟ دست به را ها باکتری تعداد دما،
برحسب را n که ساخت تابعی توان می آیا دیگر بیان به

کند؟ مشخص t

کنیم: می عمل زیر صورت به تابعی چنین آوردن دست به برای
n (d(t)) = n(4t+ 2)  = 20(4t+ 2)2- 80(4t + 2)  + 500 =………………..………… = 320t2+420 0≤t≤3

است. مانده بیرون یخچال از ساعت t میزان به که دهد می نشان را یخچالی غذای در موجود های باکتری تعداد n(d(t))

14

6

2

2

3

1

0

0/5

d ( )

4 +2t

3300

420

500

n (d(t))

4 +2tn( )

t

t

t

باشد. f تابع دامنۀ در باید x

f تابع

g تابع

باشد. g تابع دامنۀ در باید f (x)
f (x)

g (f (x))

x

است. خروجی g (f (x)) و ورودی f (x) :دوم مرحلۀ

4

10
740

10 1700

740
1700

4

10
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دهیم می نمایش (gof )(x) نماد با را g(f (x)) تابع باشند، داشته ناتهی اشتراک g دامنهٔتابع و f تابع برد که طوری به باشند تابع دو g و f اگر
(gof ) (x) = g(f (x)) دیگر:  عبارت به مینامیم، مرکب تابع را gof تابع و

نوشت: زیر صورت به توان می را gof دامنهٔتابع بنابراین
{ }| ( )= ∈ ∈gof f gD x D f x D

است: زیر صورت به fog تابع دامنهٔ مشابه صورت به
{ }| ( )= ∈ ∈fog g fD x D g x D

(fog ) (x) = f (g (x)) همچنین:  و
بنویسید. امکان صورت در gofرا تابع ، { }( , ),( , ),( , ),( , )f = − −0 1 5 2 3 5 2 4 و { }( , ),( , ),( , )( , ),( , )= − − −g 12 3 1 20 1 4 5 7 اگر مثال:

( )
( )
( )
( )

{ }

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( , ),( , ),( , )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) :

= = − =


= = = 
→ = −

= = = − 
− = − = 

gof g f g

gof g f g
gof

gof g f g

gof g f g

0 0 1 4

5 5 2 0
0 4 5 0 3 7

3 3 5 7

2 2 4 نشده تعریف

مرکب: تابع دامنۀ
هاییاستکههمزماندردوشرطزیرصدقکنند: xمجموعهgofتابعمرکب ٔ دامنه

باشد. داشته قرار f دامنهٔ در x 1ــ
باشد. داشته قرار g دامنهٔ در f(x) 2ــ

x

f g

g f x( ( ))f x( )

gofD

fD fR gD
gR

gof

gof

R

4

4
2

0

-7

-1

3

3
1

-2

-10
5

5

2

gofD

gof

f g gofR

gRfR
fD gD
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آورید. دست به امکان صورت در را شده خواسته مقادیر زیر، های جدول به توجه با

)الف (fog)(1) = .......................................
)ب (fog)(-1) = .......................................
)پ (gof )(0) = ........................................
)ت (gog)(-2) = .......................................
)ث (gof )(2) = ........................................
)ج (fof )(1) = .........................................

آورید. دست به را gof تابع ٔ
ضابطه و دامنه ، g(x)  = x2-1 و f (x) = x -2 اگر مثال:

{ } { }, ( ) | ( )= , = = ∈ ∈ = ∈ − ∈ =    f g gof f gD D D x D f x D x x 2

(gof )(x)  = g(  f(x))  = (  f(x))2 -1= (x-2)2-1

آورید. دست به را gof و fog ضابطهٔتوابع و دامنه ، ( ) , ( )g x x f x x= − = −22 1 1 اگر مثال:
[ , ) ,= + ∞ = f gD D1

{ } { }( ) [ , ) [ , )= ∈ ∈ = ∈ +∞ − ∈ = +∞gof f gD x D f x D x x1 1 1

آید. می دست به [1 , + ∞) بازهٔ که x - 1 ≥ 0 یعنی باشد معنی با حقیقی اعداد در −x 1 که است معنی این به − ∈x 1 عبارت
( )( )( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )gof x g f x f x x x x= = − = − − = − − = −2 22 1 2 1 1 2 1 1 2 3

{ } { }( ) [ , )fog g fD x D g x D x x= ∈ ∈ = ∈ − ∈ +∞22 1 1

بنابراین: ،2x2 - 1 ≥ 1 یعنی باشد، [1 , + ∞) بازهٔ به متعلق 2x2-1 عبارت که است معنی این به 2x2-1 ∈ [1 , + ∞) عبارت

{ } { } ( , ] [ , )fogD x x x x= ∈ − ≥ = ∈ ≥ = −∞ − +∞2 22 1 1 1 1 1  

( )( ) ( ( )) ( )fog x f g x g x x x= = − = − − = −2 21 2 1 1 2 2

گیرید؟ می ای نتیجه چه کنید مقایسه هم با را fog و gof توابع ضابطهٔ و دامنه اگر
gof تابع دامنهٔ که بینیم می اینجا مثلادًر آن. ضابطهٔ روی از نه آوریم می دست به آن تعاریف به توجه با همیشه را مرکب دامنهٔتوابع تذکر:

است. [1 , + ∞) برابر که صورتی در است  ضابطهٔآن به توجه با

کلاس در کار

g (x)xf (x)x

8
3
0

-1
0
3
8

-3
-2
-1
0
1
2
3

-7
-5
-3
-1
3
5
5

-3
-2
-1
0
1
2
3

کلاس در کار

آورید. دست به را fof و fog ضابطهٔتوابع و دامنه ، ( ) =g x
x
3 و ( ) =

−
f x

x
2

1
اگر

نشده تعریف
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توابع« نمودار »تبدیل

ضابطهٔ با تابع نمودار از نقطه هر عرض است کافی y=kf (x) ضابطهٔ با تابع نمودار رسم برای دیدیم یازدهم پایهٔ در که طور همان یادآوری:
کنیم. برابر k نقطه، آن طول حفظ با را y=f(x)

است. شده رسم y=2f(x) y و = -f (x) ، ( )y f x=
1
2

توابع نمودار آن کمک با و f تابع نمودار زیر شکل در مثال:
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x
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( )y f x=

( )y f x=
1
2

( )y f x= 2

y f( x )= −

f (x)x

0
4

-1

-1
0
2

( )f x
1
2x

0
2

−
1
2

-1
0
2

-f (x)x

0
-4
1

-1
0
2

2f (x)x

0
8
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-1
0
2
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( )y f x=

( )y f x=
1
2

( )y f x= 2

y f( x )= −

است. یکسان ها x محور kfبا و f توابع نمودار تلاقی محل بنابراین است یکسان k f (x) = 0 و f (x) = 0 معادلهٔ های ریشه که آنجایی از

نیست. یکسان لزوماً آنها برد اما است، y= f(x) تابع دامنهٔ همان y = kf(x) تابع ضابطهٔ با تابع دامنهٔ

f تابع نمودار نقطهٔ هر عرض ( )y f x
1
2

نمودار رسم برای
کنیم. می ضرب 1

2
در را

را f تابع نمودار نقطه هر عرض y= -f(x) نمودار رسم برای
کنیم. می ضرب -1 در

-4 -2-3-6 -5 -1 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

0

1

-4 -2-3-6 -5 -1 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

0

1

-4 -2-3-6 -5 -1 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

5

6

2

3

4

0

1
-4 -2-3-6 -5 -1 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

0

1

y

x

-6

-5

y

x

y

x

y

x

7

8

9

10

( )y f x=

( )y f x=
1
2

( )y f x= 2

y f( x )= −
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( )y f x=

( )y f x=
1
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( )y f x= 2

y f( x )= −

f تابع نمودار نقطه هر عرض y= 2f(x) نمودار رسم برای
کنیم. می ضرب 2 در را
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2-]رسمکنیدوبهکمکآننمودارتوابع , 3] رادربازهٔ ( ) = −f x x 2 نمودارتابع

کنید. رسم را ( )k x x= − −1
2

3
و ( ) = −h x x

1
2

2
و ( ) = − −g x x 2

کلاس در کار
y

x

-4

-3

-5

-2

-1

1

2

3

4

کلاس در کار

های ضابطه با توابع نمودار رو روبه شکل در
و y= -2sinx ،y= 2sinx ،y= sinx

شده رسم [ ],−π π بازهٔ در siny x= 1
2

مشخص را y= sinx تابع نمودار است.
دیگر توابع نمودار دهید توضیح و کرده
و دامنه است. شده رسم آن کمک به چگونه
مقایسه هم با و کرده مشخص را کدام هر برد

کنید.

-π π

-2

-1

0

1

2

y

x
π

−
2

π
2

2
1

2
1-

تالش  ییلاقات
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دارد: y = f (x) نمودار به نسبت را زیر تغییرات y = k f (x) تابع نمودار گفت توان می
آورد. دست به yها محور امتداد در y = f (x) نمودار انقباض یا انبساط با توان می را y = k f (x) نمودار ،k < ٠ اگر

شود. می منقبض یا منبسط عمودی طور به | k | ضریب با سپس میشود، قرینه xها محور به نسبت f نمودار kابتدا >0 اگر

عمودی انبساط

0

y

x

( )y f x=

( )y kf x=

k >1

0

y

x

( )y f x=

( )y kf x=

k< <0 1

عمودی انقباض

:| f | نمودار رسم
و کنیم رسم را y = f (x) نمودار است کافی y = |f (x)| نمودار رسم برای
نسبت را f نمودار قرینهٔ xهاست، محور زیر f نمودار که قسمتهایی در

کنیم. رسم xها محور به
است. شده رسم y = |x2 - 1| تابع نمودار روبهرو شکل در مثال:

محورyها امتداد در f(x) k، نمودار <1 اگر
حالت این در که شود می کشیده k ضریب با
است. یافته عمودی انبساط نمودار گوییم می

با yها محور امتداد در f(x) نمودار 0>k >1 اگر
گوییم می حالت این در که شود می فشرده k ضریب

است. یافته عمودی انقباض نمودار

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

3

4
y

x
4
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:f(x) نمودار از استفاده با f(kx) نمودار رسم

کنیم. می بررسی را ( )=
x

y f
2

و y= f (2x) توابع نمودار رسم چگونگی و گیریم می نظر در [ ],−4 0 دامنه با را f(x)  = x+3 تابع مثال:
شود: می مشخص زیر شکل به دامنهٔآن و است f(2x) = 2x+ 3 صورت به y = f (2x) تابع ضابطهٔ

-4 ≤2x ≤0 → -2 ≤x≤0 → f (2x)ٔدامنه : [ ],D = −20

شود: می مشخص زیر شکل به دامنهٔآن و است ( )x x
f = + 3

2 2
صورت به ( )x

y f=
2

تابع ضابطهٔ همچنین
x

x− ≤ ≤ → − ≤ ≤4 0 8 0
2

→ ( )x
f

2 دامنهٔ : [ ],D = −8 0

است: شده نوشته زیر های جدول در تابع سه این نمودار نقاط از برخی

0-1-2-3-4x

3210-1f (x ) = x +3

0-0/5-1-1/5-2x

3210-1f (2x    ) = 2x +3

0-2-4-6-8x

3210-1( ) = +
x x

f 3
2 2

-4 -2-3-6 -5 -1 21

-2

-1

2

3

4

5

6

0

1

y

x

(
)

f x

(
)

f
x2

( )x
f 2

-7-9 -8

است. یکسان f (x) تابع برد با ( )x
f

2
و f (2x) توابع برد شود می ملاحظه که طور همان
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y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

siny x=

siny x=

siny x= 2

sin
x

y =
2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

siny x=

siny x=

siny x= 2

sin
x

y =
2

کنیم. ضرب
k
1 در را y=f(x) تابع نمودار نقاط طول است کافی ،y=f(kx) تابع نمودار رسم برای

آورد. دست به xها محور امتداد در y = f (x) نمودار انقباض یا انبساط با توان می را y = f (kx) نمودار ،k < ٠ اگر
شود. می منقبض یا منبسط افقی طور به

k
1 ضریب با سپس شود، می قرینه yها محور به نسبت f نمودار ابتدا ،k >0 اگر

افقی انقباض افقی انبساط y

x
0

( )y f kx=

( )y f x=

k< <0 1y

x
0

( )y f x=

( )y f kx=

k >1

k
1 ضریب با ها x محور امتداد در f(x) نمودار k <1 اگر

انقباض نمودار گوییم می حالت این در که شود می فشرده
است. یافته افقی

ها x محور امتداد در f(x) نمودار ،0>k >1 اگر
حالت این در که شود می کشیده

k
1 ضریب با

است. یافته افقی انبساط نمودار گوییم می

نمودار بینیم می که طور همان اند. شده رسم [ ],− π π2 2 بازهٔ در sin x
y =

2
و y= sin2x و y= sinx توابع نمودار زیر های شکل در مثال:

امتداد در y= sinx تابع نمودار انبساط با sin x
y =

2
تابع نمودار و محورxها امتداد در y= sinx تابع نمودار انقباض با y = sin2x تابع

است. آمده دست به محورxها

کمک به = − −y x و = −y x و = −y x توابع نمودار
را فوق توابع برد و دامنه است. شده رسم y x= تابع نمودار

کنید. مشخص

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

x−

x− − x−

x

کلاس در کار
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کنیم. رسم را ( )y f x=
1
2

و y=f(2x) توابع نمودار آن از استفاده با خواهیم می است، شده داده زیر صورت به [-4 , 4] دامنهٔ با f نمودارتابع

f (x)x

0
4
0

-2
0

-4
-2
0
2
4

کنیم: می عمل زیر صورت به y=f(2x)ٔدامنه تعیین برای الف(
x x− ≤ ≤ → − ≤ ≤4 2 4 2 2

کنید. کامل را نقاط جدول است. [ ],−2 2 بازهٔ y=f(2x) تابع دامنهٔ بنابراین
شود. محاسبه باید xها همان یا نقاط طول ،f(2x) نمودار رسم برای

(x , f (2x))f (2x)2xx

)-2,0(
)…,4(
)…,0(
)…,-2(
)…,0(

0
4
0

-2
0

-4
-2
0
2
4

-2
…
…
…
…

کنیم. می عمل زیر صورت به ( )y f x=
1
2

دامنهٔ تعیین برای ب(
x x− ≤ ≤ → − ≤ ≤

1
4 4 8 8

2
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کلاس در کار
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است: زیر صورت به متناظر نقاط و است [ ],−8 8 بازهٔ ( )y f x=
1
2

تابع دامنهٔ پس

( )f x
1
2x

0
4
0

-2
0

-8
-4
0
4
8

y=f(kx) تابع برد ولی نیست یکسان y=f(x)الزاماً تابع ٔ دامنه y=f(kx)با تابع ٔ دامنه
است. y=f(x) تابع برد همان

-4 -2-6 -5-8 -7-10 -9 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

-6 -5 9 107 8-3 -1 0

1

y

x

هر طول ( )y f x=
1
2

نمودار رسم برای و 1
2

در را y=f(x) نمودار نقطهٔ هر طول y=f(2x) نمودار رسم برای شد ملاحظه که طور همان
کنیم. می ضرب 2 در را نقطه

خواندنی
ناگسستنی پیوندی بوم و مرز این کهنسال فرهنگ با اصیل هنر این دارد. ایران در طولانی ای سابقه که است ارزشمندی و اصیل هنرهای جمله از بافی فرش
فرش طراح هنرمندان شناسند. می ایران نام با را فرش جهانیان که طوری به است، شده محسوب ایرانیان مهم دستاوردهای از یکی ها قرن گذر در و داشته
تلفیقی یا و گردان شکسته، صورت به اشکالی آنها در که سازند می گر جلوه آثارشان روی بر را هایی نقش طبیعت و خیال از ترکیبی یا و طبیعت از الهام با

شود. می استفاده نیز تبدیل و انتقال از طراحیها این در کنند. می طراحی
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آورید. دست به را gof و fog توابع ، { }( , ),( , ),( , ),( , )g = 5 7 3 5 7 9 9 11 و { }( , ),( , ),( , ),( , )f = 7 8 5 3 9 8 11 4 اگر 1

آورید. دست به امکان صورت در را شده خواسته موارد قسمت هر در 2
)الف f (x) = x2 - 5 ; ( )g x x= +6 : Dfog , (fog)(x)

)ب ( )f x x= −3 2 ; ( )g x
x

=
−

6
3 5

: Dfog , (fog)(x)

)پ ( )f x x= +2 ; ( )g x x= −2 16 : Dgof , (gof)(x)

)ت f (x) = sinx ; ( )g x x= : Dgof , (gof)(x)

آورید. دست به را g (x) تابع ضابطهٔ ،f (x) = 3x -4 و ( )( ) = − +f g x x x23 6 14 اگر 3

است؟ نادرست یک کدام و درست زیر جملات از یک کدام کنید مشخص 4
.(fog)(5) = -25 آنگاه ؛ ( )g x x= −2 4 و f (x) = x2-4 اگر الف(

نیست. برقرار وقت هیچ ( fog )(x) = (gof )(x) تساوی f≠g که g و f تابع دو برای ب(
.(fog)(4) = 5 آنگاه ، g(4) = 7 و f(7) = 5 اگر پ(

. (fog)(5) =g (2) آنگاه ،g(x) =2x -1 و ( )f x x= اگر ت(

ای مسابقه رمضان ماه در فروشگاه این نماید. خریداری تومان میلیون دو از بیش قیمت با تاپ لپ یک بهار فروشگاه از خواهد می الناز 5
روزهای فروشگاه این همچنین است. شده برنده مسابقه این در نیز الناز و است داده درصدی 20 تخفیف کارت برندگان به و کرده برگزار
مرکب تابع از استفاده با دهد. می نقدی تخفیف تومان هزار 200 تومان، میلیون نیم و یک از بیش خریدهای در خود مشتریان به شنبه پنج

است؟ الناز نفع به ب یا الف های حالت از یک کدام دهید نشان
کند. استفاده را نقدی تخفیف بعد و درصدی 20 تخفیف کارت اول الف(

دهد. ارائه را تخفیف کارت بعد و کند استفاده را نقدی تخفیف اول ب(

است؟ زیر تابع دو کدام ترکیب h(x)=(3x2-4x+1)5 تابع 6
)الف ( )f x x= 5 ; ( )g x x x= − +23 4 1

)ب ( ) =k x x5 ; ( ) = − +l x x x23 4 1

است؟ فرد به منحصر جواب آیا بنویسید. تابع دو ترکیب صورت به را زیر توابع از هریک 7
)الف ( )h x x= +3 2 1

)ب ( )l x x= +2 5

تمرین
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بیابید. وجود صورت در را زیر g، مقادیر و f توابع نمودارهای به توجه با 8
)الف (fog)(-1)

)ب (gof )(0)

)پ (fog)(1)

gof) )ت )(-1)
-4 -2-3-6 -5 -1 2 4 61 3 5

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

0

1

y
f

g

x

-6

-5

کنید. حل را آنها و داده تشکیل را نظر مورد معادلات ،g و f توابع های ضابطه به توجه با 9
)الف f (x) = 2x-5 , g(x) = x2-3x+8 :(fog)(x)   = 7
)ب f (x) = 3x2+ x-1 , g(x) = 1-2x :(gof )(x) = -5

کنید. مشخص را نمودار هر ضابطه است، شده رسم زیر توابع نمودار ،y=cosx نمودار از استفاده با 10

)الف cos( )y x= − −
1 1
2 2 )ب y=2cos2x )پ cos( )y x=

1
2

=y)ت -cos2x

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

y

x
-2π -π π 2π

-1

-2

0

1

2

)١( )2(

)3( )4(

کنید. رسم [-π , π] بازهٔ در y = sin x تابع نمودار کمک به را sin ( )−
=y x

1
2

3
و y = - sin 2x - 1 توابع نمودار 11

کنید. رسم را شده خواسته نمودارهای ،f تابع نمودار از استفاده با 12
) )الف )= −y f x

1
2 1

2
)ب y = -f (-x) + 2
)پ y = 2f (x -1) - 3
)ت ( )=y f x

1
2

2

-4 -2-3-6 -5 -1 2 4 61 3 5
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3
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1

y

x

34 1 2
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وارون تابع

سوم درس

یادآوری

که آید می دست به جدید تابعی ،f یک به یک تابع مرتب های زوج های مؤلفه کردن جا جابه با دیدیم 2 ریاضی کتاب تابع فصل در که طور همان
نمودار روی (b , a) نقطهٔ گاه آن باشد داشته قرار f تابع نمودار روی (a , b)ٔنقطه اگر یعنی دهیم. می نشان f -1 با را آن و است f تابع وارون

عکس: به و دارد قرار f -1 تابع
(a , b) ∈ f ⇔ (b , a) ∈ f -1

اند. قرینه سوم( و اوّل ربع )نیمساز y = x خط به نسبت آن وارون تابع و f تابع نمودار دیدیم همچنین

مثال:
گاه: آن { }( , ) ,( , ) ,( , )f = 1 4 2 3 3 5 اگر

{ }( , ) ,( , ) ,( , )f − =1 4 1 3 2 5 3

داشت: خواهیم

{ }
( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ( , ) ,( , ) ,( , )

( )( ) ( ( )) ( )

fof f f f

fof f f f fof

fof f f f

− −

− − −

− −

 = = =
 = = = → =


= = =

1 1

1 1 1

1 1

4 4 1 4

3 3 2 3 4 4 3 3 5 5

5 5 3 5

داریم: f -1 تابع دامنهٔ به متعلق x هر ازای به بنابراین
(fof -1)(x) = x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

y

x
4 5 6

f

f

−1

y x=
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همچنین:

{ }
( )( ) ( ( )) ( )

( )( ) ( ( )) ( ) ( , ) ,( , ) ,( , )

( )( ) ( ( )) ( )

f of f f f

f of f f f f of

f of f f f

− − −

− − − −

− − −

 = = =
 = = = → =


= = =

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 4 1

2 2 3 2 1 1 2 2 3 3

3 3 5 3

( f -1of )(x) = x داریم:  f تابع دامنهٔ به متعلق x هر ازای به بنابراین

دهد. می نشان را f -1 و f ارتباط زیر نمودار باشد، آن وارون تابع f -1 و یک به یک تابعی f اگر کلی طور به

f

f −1

fRfD

( )f x y=( )x f y−= 1

−1fD−1fR

داریم: همواره باشد، آن وارون f -1 و پذیر وارون تابعی f اگر

( ( )) ;
f

f f x x x D −
− = ∈ 1
1

( ( )) ; ff f x x x D− = ∈1

که: باشند ای گونه به g و f تابع دو اگر گفت توان می دیدیم که آنچه به توجه با
(fog)(x) = x ; x ∈ Dg الف(
(gof )(x) = x ; x ∈ Df ب(

یکدیگرند. وارون g و f توابع آنگاه

f

f −1

fRfD

1

2

3

4

3

5

f

f −1

−1

fDfR

fR−1fD

4

3

5

1

2

3

−1fD−1fR
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یکدیگرند. وارون g و f توابع دهید نشان مثال:
f (x) = 3x -4

( ) x
g x

+
=

4
3

یعنی: است، همانی تابع برابر g و f تابع دو ترکیب کنیم ثابت باید

( )( ) ( ( )) ( ) ( )x
fog x f g x g x x

+
= = − = − =

4
3 4 3 4

3
 (x ∈ Dg    )

همچنین:
( )( )( ) ( ( )) f x x

gof x g f x x
+ − +

= = = =
4 3 4 4

3 3
 (x ∈ Df     )

یکدیگرند. وارون g و f تابع دو بنابراین

y = f(x) معادلهٔ در ،fمانند یکبهیک تابع یک وارون تابع ٔ ضابطه آوردن بهدست برای
f -1(x) ،x به y تبدیل با سپس میکنیم، محاسبه y برحسب را x امکان صورت در

میآوریم.١ بهدست را

است. الزامی ها ارزشیابی در موضوع این رعایت است. x3 و x 3، ax b+ دوم، درجهٔ خطی، توابع درس این در نظر مورد توابع ١ــ

وارون تابع ضابطهٔ کنید. رسم را آن وارون و f (x) = x3 تابع نمودار زیر مختصات دستگاه در چرا؟ است؟ یک به یک f (x) = x3 تابع آیا
چیست؟

-4 -2-3-6-7-8 -5 -1 2 41 3 65 87

-4

-2

-3

-1

2

3

4

5

6

7

8

0

1

y

x

-6

-7

-8

-5

کلاس در کار
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آورید. دست به نیز را f -1 ضابطهٔ کنید، رسم را آنها نمودار و آورده دست به را f -1 و f توابع برد و دامنه ، ( )f x x= + 3 اگر مثال:
است. وارون دارای بنابراین است، یک به یک f تابع

[ , )[ , )

[ , ) [ , )

−

−

= + ∞= − + ∞ 
 = + ∞ = − +∞  

ff

f f

DD

R R

1

1

03

0 3

y x= + 3

y2 = x + 3
x = y2 - 3
f -1(y) = y2 - 3
f -1(x) = x2 - 3

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
4

f

f

−1

y
x=

کنید. مشخص نمودار از استفاده با را آن وارون و تابع هر برد و دامنه آورید. دست به وجود صورت در را زیر توابع وارون ضابطهٔتابع

)الف ( )f x x= − +
1

3
2

)ب ( )g x x= + −1 2

)پ h (x) = x2 + 1

تابع دامنه کردن محدود

یک به یک تابعی توان می تابع، یک دامنهٔ کردن محدود با گاهی اما نیست. هم پذیر وارون نباشد یک به یک تابعی اگر که دانیم می قبل سال از
هایی زیرمجموعه یا (- ∞ , 0] یا و [0 , + ∞) بازهٔ به تابع دامنهٔ کردن محدود با ولی نیست یک به یک f (x) = x2 تابع مثال طور به آورد. دست به

آید. می دست به یک به یک تابعی بازه، دو این از

کلاس در کار

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

( )h x x= 2

x ≥0

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

f (x) x= 2

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

( )g x x= 2

x ≤0
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با توان می اما نیست. یک به یک تابع این که دهد می نشان h (x) = x2 - 2x + 2 تابع نمودار مثال:
آن وارون سپس و آید دست به یک به یک تابعی که کرد محدود طوری را آن تابع این دامنهٔ کردن محدود

کرد. محاسبه را
h (x) = x2 - 2x + 2 = (x - 1)2 + 1
ضابطهٔ با نامیم می k (x) را آن که جدید تابع ضابطهٔ کنیم. می محدود [1, + ∞) بازهٔ به را h دامنهٔتابع مثلاً

است. [1 , + ∞) بازهٔ k دامنهٔتابع و حقیقی اعداد مجموعهٔ h تابع دامنهٔ اما است برابر h (x)

آوریم: می دست به y برحسب را x ،k تابع در
k(x) = (x -1)2 + 1
y = (x - 1)2 + 1
(x - 1)2 = y - 1
x y− = ± −1 1

= ± − +x y 1 1

( )− = − +k x x1 1 1 )چرا؟( است. قبول غیرقابل منفی جواب

است: زیر صورت به k-1 و k توابع نمودار

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
4

k

k

−1
y

x=

-1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5
y

x
4

h

شیراز ارم باغ

است یک برزگترمساوی مثبت اعداد k دامنھ زیرا
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آورید. دست به را زیر یک به یک توابع وارون تابع ضابطهٔ ١

)الف ( ) x
f x

− +
=

8 3
2

)ب ( )g x x= − − +5 3 1

یکدیگرند. وارون g و f که دهید نشان زیر های قسمت از یک هر مورد در 2

)الف ( )f x x
−

= −
7

3
2

, ( ) x
g x

+
= −

2 6
7

)ب ( )f x x= − −8 , g (x) = 8+ x2 ; x ≤ 0

x آن در که است ( ) = +f x x
9

32
5

صورت به شوند می استفاده دما گیری اندازه برای که فارنهایت و گراد سانتی درجهٔ بین رابطهٔ 3
دهد. می نشان را چیزی چه دهید توضیح و آورده دست به را f -1(x) است. فارنهایت درجهٔ میزان f (x) و گراد سانتی درجهٔ میزان

بسازید. یک به یک توابعی متفاوت روش دو به دامنهٔآنها کردن محدود با نیستند. یک به یک زیر توابع 4
)الف f (x) = |x|
)ب g (x) = -x2

)پ h (x) = x2 + 4x + 3
کنید. استفاده جدول تکمیل برای f تابع نمودار از 5

32-2-4x

…………f -1 (x)

دو این و بنویسید را آن وارون و f برد و دامنه و آورده دست به یک به یک تابع یک ،f (x) = x2 - 4x + 5 تابع دامنهٔ کردن محدود با 6
کنید. رسم را تابع

آورید. دست به را زیر مقادیر ،g (x) = x3 و ( )f x x= −
1

3
8

اگر 7
)الف (fog) -1(5) )ب (f -1 of -1)(6) )پ (g -1of -1)(5)

تمرین
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شرقی آذربایجان ــ داغلار رهلی روستای

رنجبری بختیار عکاس:



مثلثات 2

تانژانت و تناوب

مثلثاتی معادلات

فـصـل

اوّل درس

دوم درس

که است ای گونه به انسان بدن در ها رگ انشعاب
مثلثاتی تابعی ها رگ درون هیدرولیکی مقاومت
است.در هم به متصل رگ دو هر بین زاویه از
خاصیت این ها رگ شبکه از کامپیوتری سازی شبیه

گیرد. می قرار توجه مورد
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روی 2π فاصلهٔ به نقطه دو هر برای تابع مقادیر آنها در که دیدیم و شدیم آشنا گذشته سال در f (x) = cos x و f (x) = sin x مثلثاتی توابع با
ای بازه در را توابع این نمودار از ای تکه اگر عبارتی به ( cos (x ± 2kπ ) = cos x و sin (x ± 2kπ) = sin x ) است یکسان ها x محور
مشاهده زیر های شکل در توانید می را مطلب این آورد. دست به را فوق توابع نمودار توان می تکه این تکرار با باشیم، داشته 2π طول به

نمایید.

تانژانت و تناوب

اوّل درس

ای بازه ترین کوچک اما شود. می تکرار و... 6π ،4π ،2π طول به هایی بازه در نمودار که کرد مشاهده توان می فوق توابع نمودار به دقت با
نامیم. می آنها تناوب دورهٔ را 2π و متناوب توابع را توابعی چنین است. 2π همان است، شده تکرار آن در توابع این نمودار که

π 2π 3π 4ππ3π 2π4π

-1

--

-2

0

1

2
sin( )y       x=

x

y

-- 6π 8π

π 2π 3π 4ππ3π 2π4π

-1

--

-2

0

1

2

y       xcos( )=

x

y

-- 6π 8π

π 2π 3π 4ππ3π 2π4π

-1

--

-2

0

1

2
sin( )y       x=

x

y

-- 6π 8π

π 2π 3π 4ππ3π 2π4π

-1

--

-2

0

1

2

y       xcos( )=

x

y

-- 6π 8π

موجود T مانند مثبت حقیقی عدد یک هرگاه نامیم می متناوب را f تابع تعریف:
.f (x ± T) = f (x) و x ± T ∈ Df باشیم داشته x ∈ Df هر برای که طوری به باشد

نامیم. می f تناوب دورۀ را خاصیت این با T مثبت عدد ترین کوچک

فعالیت

در است. -1 و 1 ترتیب به تابع این مینیمم و ماکزیمم مقادیر و 2π برابر ( )( ) cos ( ) sinf x x f x x= = تابع تناوب دورهٔ دانیم می 1
این مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ بر f (x) = a sin x تابع در را a ضریب تأثیر شده، داده نمودارهای بررسی با خواهیم می ادامه

نماییم. بررسی تابع
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تناوب تابعماکزیمممینیممدوره تابعنمودار

2π-11y = sin x

.........y = 2sin x

.........y = -3sin x

.........siny x=
1
2

.........siny x= −
1
3

نمایید. مشخص را y = a sin x تابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر و دورهٔتناوب فوق نمودارهای به توجه با 2

است. چگونه y = a sin x + c تابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ نمایید مشخص دانید می توابع انتقال مورد در آنچه به توجه با 3
مانند نیز y = a cos x + c و y = a cos x توابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ داد نشان توان می بالا مراحل مشابه مراحلی انجام با

آید. می دست به شد گفته آنچه
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خواهیم می ادامه در دهید. تشخیص را یک هر مینیمم و ماکزیمم مقادیر و دورهٔتناوب زیر، شدهٔ داده توابع از یک هر نمودار در دقت با 1
کنیم. بررسی تابع این مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ بر را y = sin bx تابع در b ضریب تأثیر شده، داده نمودارهای بررسی با

تناوب تابعماکزیمممینیممدوره تابعنمودار

2π-11y = sin x

.........y = sin 2x

.........y = sin (-3 x)

.........sin x
y =

2

.........sin ( )x
y = −

3

نمایید. مشخص را y = sin bx تابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر و دورهٔتناوب فوق نمودارهای به توجه با 2
است. چگونه y = sin bx + c تابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ نمایید مشخص دانیم، می توابع انتقال مورد در آنچه به توجه با 3
مانند نیز y = cos bx + c و y = cos bx توابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ داد نشان توان می بالا مراحل مشابه مراحلی انجام با

آید. می دست به شد گفته آنچه

فعالیت
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اما است، تأثیر بی تابع تناوب دورهٔ در a ضریب y = a cos bx + c و y = a sin bx + c توابع در دیدیم قبل های فعالیت در که طور همان
تأثیر بی تابع مینیمم و ماکزیمم مقادیر در و تأثیرگذار تابع تناوب دورهٔ در b ضریب برعکس، است. تأثیرگذار تابع مینیمم و ماکزیمم مقدار در
تابع مینیمم و ماکزیمم مقدار در صرفاً و است تأثیر بی تناوب دورهٔ در شود، می نمودار انتقال باعث فقط که آنجا از نیز c مقدار است.

است. تأثیرگذار

| a | + c ماکزیمم مقدار دارای y = a cos bx + c و y = a sin bx + c توابع

است. | |b
π2 تناوب دورهٔ و - | a | + c مینیمم مقدار و

مقادیر داشتن با برعکس و آورد دست به را تابع تناوب دورهٔ و مینیمم و ماکزیمم مقادیر توان می فوق صورت به ضابطهٔتابعی داشتن با بنابراین
آورد. دست به را نظر مورد تابع ضابطهٔ توان می مثلثاتی، تابع یک تناوب دورهٔ و مینیمم ماکزیمم،

نمایید. مشخص را زیر توابع از یک هر مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ مثال:

)الف y = 3 sin (2x) - 2 )ب  cos( )y x= − π
1
4

)پ y = π sin (-x) + 1 )ت  cos( )x
y = 8

3
حل:

)الف max | | min | | | |T
b
π π

= − = = − − = − = = = π
2 2

3 2 1 3 2 5
2

)ب max min | |T
b
π π

= − = = − − = − = = =
π

1 1 1 1 2 2
2

4 4 4 4

)پ max | | min | | | |T
π

= π + = π + = − π + = − π = = π
−
2

1 1 1 1 2
1

)ت max | | min | | T
π

= = = − = − = = π
2

8 8 8 8 6
1
3

در دقت با است. f (x) = a cos bx + c یا f (x) = a sin bx + c ضابطهٔ با تابعی به مربوط زیر در شده داده نمودارهای از یک هر مثال:
نمایید. مشخص را آن ضابطهٔ تابع، مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ تشخیص و نمودار شکلِ

الف(

-2π -π 0 π 2π 3π 4π
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ب(

پ(

ت(

و 1 و 7 برابر آن مینیمم و ماکزیمم مقادیر و باشد y = a sin bx + c صورت به تواند می نظر مورد تابع نمودار شکل، به توجه با الف( حل:

.|b| = 2 بنابراین و | |T
b

= = π2 لذا است. π برابر تناوب دورهٔ طول
است، مینیمم و ماکزیمم مقادیر میانگین c مقدار همواره بنابراین است، -|a | + c و |a | + c ترتیب به مینیمم و ماکزیمم مقادیر چون طرفی از

.|a | = 3 نتیجه در و c = 4 داریم
باشند مثبت باید b و a دوی هر دارد، y و x محورهای به نسبت تابع نمودار شدن قرینه بر b و a از کدام هر بودن منفی که تأثیری به توجه با

y = 3sin (2 x)+4 است: مقابل صورت به نظر مورد تابع ضابطهٔ لذا

تناوب دورهٔ و مینیمم و ماکزیمم مقادیر به توجه با و باشد y = a sin bx + c صورت به تواند می نظر مورد تابع ضابطهٔ نمودار، به توجه با ب(
siny x= − 1

3
2

داریم بنابراین است. مثبت b و منفی a علامت آن در که آید می دست به |b | = 3 و | |a = 1
2

و c = 0 نمودار، روی از

و 1 و 5 برابر آن مینیمم و ماکزیمم مقادیر و باشد y = a cos bx + c صورت به تواند می نظر مورد تابع ضابطهٔ نمودار، شکل به توجه با پ(
. cos( )x
y = +2 3

2
داریم بنابراین و b = 1

2
و a = 2 لذا . |a | = 2 و | |b = 1

2
و c = 3 بنابراین است. 4π برابر تناوب دورهٔ طول
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بنابراین است. مثبت b و منفی a و |b | = 1 و |a | = 2 و c = 0 و باشد y = a cos bx + c صورت به تواند می نیز نمودار این ضابطهٔ ت(
y = -2cos x داریم

تانژانت

فعالیت

است. عمود ها کسینوس محور نقطهAٔبر TATدر خط′ رو روبه دایرهٔمثلثاتی در
را OM خط پاره و گیریم می نظر در مثلثاتی دایره اول ربع در را α زاویهٔ الف(

دهید: نشان کند. قطع M ′ نقطهٔ در را خط این تا دهیم می امتداد
tan α = AM ′ = b

برخورد از ترتیب همین به ،α مانند دلخواه زاویه هر تانژانت که دید توان می
TAT ′ خط بنابراین شود. می تعیین TAT ′ خط با زاویه آن دوم ضلع امتداد
محور، مثبت جهت و است محور این مبدأ A نقطهٔ نامیم. می تانژانت محور را

است. بالا سمت به پایین از
دارد قرار سوم و اول ربع در آنها کمان انتهای که زوایایی تانژانت چرا ب(
قرار چهارم و دوم ربع در آنها کمان انتهای که زوایایی تانژانت و مثبت مقداری

است؟ منفی مقداری دارد،
کنید. توجیه را خود پاسخ شکل، کمک به چطور؟ tan π3

2
است؟ حقیقی عددی tan π

2
مقدار آیا پ(

تانژانت تغییرات

فعالیت

دایرهٔ اول ربع در را تغییرات این ابتدا میکند. تغییر نیز آن تانژانت مقادیر α زاویهٔ تغییر با
،α اندازه افزایش با و است صفر برابر نیز tanαمقدار ،α= 0 اگر میکنیم. بررسی مثلثاتی

یابد. می افزایش نیز tan α مقدار
مقادیر ، π

2
به آن شدن نزدیک و اول ربع در α زاویهٔ مقادیر مداوم افزایش با الف(

یابد؟ می افزایش حد چه تا تانژانت
ای زاویه توان می چگونه باشیم، داشته را a مثبت و حقیقی عدد اگر دهید توضیح ب(

.tan α = a که طوری به αیافت، مانند
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ھستند العلامھ مختلف وچھارم دوم ھای ناحیھ در ولی ھستند علامت ھم وکسینوس سینوس وسوم اول ناحیھ در چون
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کاهشی؟ یا است افزایشی ربع هر در تغییر این روند کنید مشخص چهارم و سوم دوم، های ربع در تانژانت مقادیر تغییرات بررسی با الف(
بنویسید. ربع هر در را تانژانت مقدار تغییرات بازهٔ ب(
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است.( یافتن کاهش معنی به علامت و یافتن افزایش معنی به )علامت کنید. کامل را زیر جدول پ(
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تانژانت تابع

و داریم tanα عنوان به حقیقی عددی ،)x k
π

= π +
2

, ∈k جز )به مثلثاتی دایرهٔ در دلخواه زاویهٔ هر ازای به بینیم می که طور همان

اعداد مجموعه آن برد و است ,D x x k k
 π

= ∈ ≠ π + ∈ 
 2

  مجموعهٔ تابع این دامنهٔ کند. می مشخص y = tan αٔضابطه با تابعی

زیرا: است، π آن تناوب دوره و است1 متناوب تابعی ،y = tan α تابع دید توان می سادگی به است. حقیقی
tan (π + x) = tan x

کنید. بررسی [0 , 2π] بازه در را y = tan α تابع بودن نزولی یا صعودی

y = tanα تابع رسم

کنید. رسم دیگر های ربع در را تابع این نمودار آن، مشابه است. شده رسم اول ربع در y = tan α تابع نمودار زیر شکل در

نیست. مدنظر tan شامل توابع تناوب دوره آوردن دست به 1ــ

کلاس در کار

فعالیت
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آورید. دست به را زیر توابع از یک هر مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دوره 1
)الف y = 1 + 2 sin7x

)ب cosy x
π= −3
2

)پ sin( )x
y = −π −2

2

)ت cosy x= − 3
3

4
کنید. نظیر زیر نمودارهای با را شده داده توابع از یک هر ٢

y = 1- cos2x ت( y = sin 2x پ( cosy x= − 1
2

2
ب(  y = sin πx الف(

تمرین

١(

2(

3(

4(
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بنویسید. شده داده مینیمم و ماکزیمم مقادیر و تناوب دورهٔ با مثلثاتی تابعی ضابطهٔ مورد هر در 3

min = -3,max = 3,T = πالف(
min = 3,max = 9,T = )ب3
min = -7,max = -1,T = 4πپ(

min = -1,max = 1,T
π

=
)ت2

بنویسید. را شده داده نمودارهای از یک هر به مربوط ضابطهٔ 4

)الف

)ب

است؟ نادرست یک کدام و درست زیر جملات از کدامیک 5
است. صعودی اش دامنه در تانژانت تابع الف(

باشد. نزولی آن در تانژانت تابع که یافت ای بازه توان می ب(
باشد. غیرصعودی آن در تانژانت تابع که یافت بازهای توان می پ(

است. صعودی باشد، شده تعریف آن در که بازه هر در تانژانت تابع ت(

کنید: مقایسه هم با را tan α و sin α مقادیر زیر موارد در تانژانت، و سینوس محورهای به توجه با 6
π
< α < π

3
2

2
ب( π

< α <0
2

الف(

x

y

-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π 5π 6π 7π 8π

-4
-3
-2
-1

1
2
3

x

y

-4π -3π -2π -π 0 π 2π 3π 4π 5π 6π 7π 8π

-4
-3
-2
-1

1
2
3

نادرست
نادرست

نادرست
درست

است صعودى تانژانت وهم سینوس هم اول ربع استدر صعودى تانژانت وهم سینوس هم چهارم ربع در
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کمان برابر دو زوایای مثلثاتی نسبتهای

مقدار اگر آورد. دست به زوایا دیگر کمک به توان می را آن مقدار که است نیاز مورد زوایا برخی مثلثاتی نسبت گاهی فنی محاسبات در
نیز و است 30° نصف 15° وضوح به آورد؟ دست به cos30 ° مقدار از استفاده با را آن توان می چگونه باشیم داشته نیاز را cos15 °

است منفی جواب که دید خواهیم ادامه در آورد؟ دست به را cos15 ° توان می cos30° مقدار کردن نصف با آیا . cos ° =
3

30
2

دانیم می
کردن.1 نصف با نه اما یافت cos30° معلوم مقدار کمک به را cos15° مقدار شود می همچنان ولی

O مرکزی زاویه شکل، مطابق بگیرید. نظر در را O مرکز و واحد شعاع به رو روبه دایره
داریم: OAK

∆
مثلث در رو این از است. AC وتر به رو روبه که شده داده 2 α برابر

AK=sin α ⇒AC=2AK=2sin α )1(
آن نصف لذا است، AC به رو روبه B محاطی زاویه که آنجا از و AC 2= α همچنین

.B = α پس: است
A 90= لذا: و است BC قطر به رو روبه محاطی زاویه یک A طرفی از

آید: می دست به ABC


زوایای مجموع از همچنین
:ABC A B C C C+ + = ⇒ + α + = ⇒ = − α180 90 180 90



   

داریم: AHC


در مشابه طور به

:AHC H A C A A+ + = ⇒ + + − α = ⇒ = α1 1 1180 90 90 180


   

دهیم: می قرار برابر و آورده دست به


AHC OACو


در را AH ضلع اکنون

( )

: sin
sin sin cos

: cos cos cos sin cos

OAC AH

AH
AHC A AH AC AH

AC


= α 

⇒ α = α α
= α = ⇒ = α → = α α


1
1

2
2 2

2





داریم: AHC


در و OH = cos2α داریم: OAH


در همچنین

sin sin sin sin ( sin ) sinHC
A HC AC

AC
= α = ⇒ = α × = α α = α2

1 2 2

داریم: پس است دایره شعاع OC=1 اینکه به توجه با طرفی از
OC = OH + HC = 1 ⇒ OH = 1 - HC ⇒ cos2α = 1 - 2sin2α

.cos2α = 2cos2α - 1 آوریم می دست به cos2α + sin2α = 1 مثلثاتی اتحاد از استفاده با نیز و

O
CB

A

H

K

α
α

1

نیست. مجاز ها ارزشیابی در فوق اثبات طرح است. داده ارائه ایرانی مشهور ریاضیدان بوزجانی ابوالوفا را روش این ١ــ

مثلثاتی معادلات

دوم درس
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بیابید. را sin15 ° و cos15 ° مقدار مثال:
sin sin cos=30 2 15 15  cos sin= − 230 1 2 15 

cos−
= ×

1 2 3
2 15

2 2
sin= − 23

1 2 15
2



cos= −
1

2 3 15
2



sin
− −

= =
−

2

3
1 2 3215

2 4


cos =
−

1
15

2 2 3

 است.( اول ربع در 15°(sin −
=

2 3
15

2
 است.( اول ربع در 15°(

مثلثاتی معادلات

دارد. نام مثلثاتی معادلهٔ یک داریم، مجهول زاویهٔ یک مثلثاتی های نسبت از اطلاعاتی آن در که ای معادله
بگیرید. نظر در است شده رسم زیر در آن نمودار که را y= sin x مثلثاتی تابع مثال:

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1

که معادله این های جواب دیگر عبارت به باشد. می sinx=0 مثلثاتی معادله های جواب تابع این صفرهای پیداست، نمودار از که طور همان
است. y = sinx تابع و محورxها( )یعنی y =0 ثابت تابع تقاطع محل باشند، می x =…, -3π , -2π , - π , 0 , π , 2π , 3π , … صورت به

داد. نمایش است صحیح عدد یک k x=kکه π کلی صورت به توان می را ها جواب این
و y تقاطع1= محل مقادیر این شود. می 1 برابر sin x مقدار آنها ازای به که هستند x از مقادیری sinx =1 معادله های جواب مشابه طور به

اند. شده رسم زیر نمودار در که است y = sinx

− π
π

4
2

− π
π

2
2

π
2

+ π
π

2
2-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π

-1

1

داریم: کلی طور به
cos2α = 1-2sin2αsin2α = 2sinα cosα

cos2α = 2cos2α - 1cos2α = cos2α - sin2α
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بزنید. مثال است 1
2

برابر آنها سینوس مقدار که را زاویه چند 1

چه با متناظر مقادیر این کنید. پیدا نمودار روی اید زده مثال که را مقادیری ایم. کرده رسم زیر در را y = sin x نمودار و y
1
2

= خط 2
هستند؟ زیر در شده داده نمایش نقاط بین در اید کرده پیدا که مقادیری آیا باشند؟ می زیر شکل از نقاطی

فعالیت

-5π -4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π 5π
-1

1

y

x

− +π
π

2
6

+π
π

2
6

+π
π

4
6

−π
π

5
6

−π
π

3
6

π
−π −

6
− +π

π
4

6
− −π

π
3

6
π
6

π
π −

6

y = 1
2

جایگذاری sinx
1
2

= معادله در اند، شده مشخص فوق شکل در که را y = sin x و y
1
2

= نمودار دو تقاطع نقاط از تعدادی طول 3
گیرید؟ می ای نتیجه چه کنند؟ می صدق معادله در آیا کنید.

مشخص زوایای از دسته کدام اند. شده رسم است 1
2

برابر آنها سینوس که
6
π

π − و
6
π زوایای yو

1
2

=
 
خط زیر مثلثاتی دایره در 4

کنید. مرتب زیر خالی جاهای در را آنها هستند؟
6
π

π − زاویه با انتها هم دسته کدام و
6
π زاویه با انتها هم قبل سؤال نمودار روی بر شده

دهید؟ ادامه طرف دو از را زیر دسته دو میتوانید آیا

6
π ,π π

− π +2
6 6

π
π +2

6

6
π

π −
π

−π −
6

π
π −

6
π

π −3
6

با انتها :هم ...... ,
6
π ,π π

− π +2
6 6

π
π +2

6

6
π

π −
π

−π −
6

π
π −

6
π

π −3
6

,
6
π ,π π

− π +2
6 6

π
π +2

6

6
π

π −
π

−π −
6

π
π −

6
π

π −3
6

, ......

6
π ,π π

− π +2
6 6

π
π +2

6

6
π

π −
π

−π −
6

π
π −

6
π

π −3
6

با انتها :هم ...... ,

6
π ,π π

− π +2
6 6

π
π +2

6

6
π

π −
π

−π −
6

π
π −

6
π

π −3
6

,

6
π ,π π

− π +2
6 6

π
π +2

6

6
π

π −
π

−π −
6

π
π −

6
π

π −3
6

,

6
π ,π π

− π +2
6 6

π
π +2

6

6
π

π −
π

−π −
6

π
π −

6
π

π −3
6

, ......

صورت به قبل صفحه معادله های جواب
x

است. نمایش قابل ,x k k
π

= + π ∈2
2

 کلی صورت به که باشند می

بیابید. را معادله این های جواب تا کند می کمک شما به زیر فعالیت میگیریم. نظر در را sinx
1
2

= معادله اکنون

ππ −
6 π

6

k
π

π +2
6

k π + π −2
π
6 y = 1

2

بله

بله
دارد جواب شمار بى معادله این
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آن برای که دارد وجود α مانند ای زاویه ،sinx=a که -1≤a≤1 حقیقی عدد برای
شود. می بازنویسی sin x = sin α صورت به sin x= a معادله بنابراین .sin α=a داریم
را α و x های کمان بین رابطه باید sinx =sin α معادله های جواب یافتن برای اکنون

بیابیم.
طوری به x مجهول های کمان و α معلوم کمان بین رابطه رو روبه مثلثاتی دایره به توجه با

است: زیر صورت به مختلف های دوران در sinx = sin α که
sinx= sinα ⇒ x=2kπ+α و x = (2k+1) π -α , k ∈

کنید. حل را زیر معادلات
sinx4 8 0+ = ب( sinx − =2 3 0 الف(

.k∈ که باشد می x=(2k+1)π- α و x=2kπ+ α صورت به sinx = sinα معادله کلی های جواب

کلاس در کار

-4π -3π -2π π 0 π 2π 3π 4π
-1

1

y =
3

2

کنید. حل را sin = −x
1
2 معادلهٔ مثال:

sin = −x
1
2

sin sin ( )π
= −x

6

,

,

x k k

x k k

π = π − ∈
 π = π + ∈


2
6
7

2
6





فعالیت

معادله های جواب تا دهید پاسخ زیر سؤالات به قبل فعالیت مشابه اند. شده رسم زیر در y
3

2
= خط و y = cos x تابع نمودار

بیابید. را cosx =
3

2

y a=
π − α

α

kπ + π − α2 kπ + α2
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.k∈ که باشند می x=2kπ±α صورت به cosx=cosα معادله کلی های جواب

باشند؟ می [ ],3− π π بازه در ها جواب کدام آورید. دست به را cosx =
1
2

معادله های جواب مثال:

هستند: زیر صورت به معادله کلی های جواب بنابراین باشد. می cos cosx
3
π

= صورت به معادله پس cos π
=

1
3 2

دانیم می

,π
= π ± ∈x k k2

3

معادله از , , ,x
π π π π

= − π − − π + −2 2
3 3 3 3

های جواب که شود می نتیجه فوق عبارت در k جای به صحیح مقادیر جایگذاری با اکنون
باشند. می شده داده بازه در فوق

کنید. حل را sin2x= sin3x معادله مثال:
هستند: زیر شکل به معادله این های جواب که دانیم می

,
( )( ) ,

x k x x k k

k
x k x x k

= π + ⇒ = π ∈

 + π

= + π − ⇒ = ∈

2 2 3 2

2 1
2 2 1 3

5





کنید. پیدا نمودار دو تقاطع نقاط به توجه با را cosx =
3

2
معادله های جواب از برخی الف(

های جواب مثلثاتی، دایره xبا 3
2

= خط تقاطع محل و رو روبه مثلثاتی دایره از استفاده با ب(
آورید. دست به را فوق معادله

که دارد وجود α چون ای زاویه cosx=a معادله در -1≤a≤1 حقیقی عدد هر برای
.cos α = a

سپس و نوشته cos x=cos α صورت به را آن ابتدا است کافی فوق معادله حل برای بنابراین
آوریم. دست به زیر صورت به رو روبه مثلثاتی دایره به توجه با را α و x زوایای بین رابطه

cos x = cos α ⇒ x = 2kπ + α و x = 2kπ- α , ∈k

π
6π−
6

k ππ +2
6

k ππ −2
6

x =
3

2

α
−α

αk π +2

k απ −2 ب:
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کنید. حل را sin x − =2 3 2 0 معادله مثال:
sin x2 3 2 0− =

sin x2 3 2=

,
sin sin sin

( )( ) ,

k
x k x k

x x
k

x k x k

π π π = π + ⇒ = + ∈π
= ⇒ = ⇒  π + π = + π − ⇒ = π − ∈



2
3 22 4 3 123 3

2 4 2 1
3 2 1

4 3 12





برای 16 m /s سرعت با را توپ هندبال بازیکن یک مثال:
کند. می پرتاب دارد قرار او متری 12/8 در که خود تیمی هم
طی مسافت ثانیه(، بر متر حسب )بر v توپ سرعت بین رابطه اگر
باشد، زیر صورت به θ پرتاب زاویه و متر( حسب )بر d افقی شده

است؟ بوده چقدر توپ پرتاب زاویه آنگاه

sinv
d

θ
=

2 2
10

آید: می دست به شده داده رابطه از

,( ) sin // sin sin
( ) ,

k k

k k

π θ = π + ∈θ ×
= ⇒ θ = ⇒ θ = ⇒  π θ = + π − ∈



2 2 216 2 12 8 10 1 612 8 2 2
10 256 2

2 2 1
6





باشد. می π
θ =

12
قبول قابل جواب شکل، به توجه با

آورید. دست به را sin cosx x
3

4
= معادله های جواب مثال:

sin cosx x = =
3 3

2 2
4 2

sin x
3

2
2

=

,
sin sin

( )( ) ,

x k x k k
x

k
x k x k

π π = π + ⇒ = π + ∈π
= ⇒  π + π π = + π − ⇒ = − ∈



2 2
3 62

3 2 1
2 2 1

3 2 6




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کنید. حل را cosx (2cosx - 9) = 5 معادله مثال:
دوم درجه معادله به را فوق معادله توان می cosx = t متغیر تغییر با نویسیم. - 2cos2xمی 9cosx - 5 = 0 صورت به را معادله این ابتدا

ساده معادله دو حل از بالا مثلثاتی معادله های جواب بنابراین است. t= 5 و t = −
1
2

معادله این های جواب کرد. تبدیل 2t2 - 9t - 5 = 0

دست به را cosx = −
1
2

معادله های جواب فقط )چرا؟( ندارد جواب cosx = 5 که آنجا از آیند. می دست به cosx = −
1
2

و cosx = 5
آوریم. می

cos cos cos ,x x x k k
π π

= − ⇒ = ⇒ = π ± =
1 2 2

2
2 3 3



آورید. دست به را زیر عبارات حاصل باشد، حاده زاویهای α و cos 5
13

α = کنید فرض 1
sin2 α ب( cos2 α الف(

آورید. دست به 22/5° زاویه برای را کسینوس و سینوس مثلثاتی های نسبت 2

کنید. حل را زیر معادلات 3

)الف sin sin x
p
= 3

2
)ب  cos2x- cos x + 1 = 0

)پ cos x = cos2x )ت  cos2x - sin x + 1 = 1

)ث cos sinx x2 − =
1
4

)ج  sin x - cos2x = 0

این با مثلث چند آنگاه باشند، متر سانتی 6 و 2 ترتیب به آن ضلع دو اندازه اگر است. مفروض مربع متر سانتی 3 مساحت با مثلثی 4
ساخت؟ توان می ها خاصیت

تمرین

باشد مى یک ومنفى یک مثبت بین همواره کسینوس مقادیر زیرا













جزیرهقشم،روستایشیبدراز

بینهایت در حد بینهایتو حد 3

بینهایت حد

بینهایت در حد

فـصـل

اوّل درس

دوم درس

با انسان که است معتقد بور نیلز معروف، فیزیکدان
نهایت بی از بخشی که کند می حس دریا، مشاهدهٔ
که است دلیل همین به شاید دارد. اختیار در را
حس دریا ساحل در آفتاب غروب یا طلوع مشاهدهٔ
دلیل بسا چه و انگیزد. برمی ما در را خوشایندی
برای انتهایی هیچ که باشد آن نیز شب آسمان زیبایی

شود! نمی دیده آن

نی
سی
یح
هد
دم
سی
س:

کا
ع
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بینهایت در حد و بینهایت حد 3 فصل

بینهایت حد

اوّل درس

تکمیل و یادآوری

از پیش پرداخت. خواهیم نهایت بی در حد و نهایت بی حد به حاضر فصل در شدیم. آشنا نقطه یک در تابع حد مفهوم با یازدهم کلاس در
گردد. ارائه باید نیازها پیش برخی همچنین، کنیم. تکمیل و یادآوری قبل پایه از را مطالبی است لازم آن

:(x - a) بر چندجملهایها بخشپذیری

فعالیت

تقسیم (x - 3) اول درجه ای جمله دو بر را f (x) = 2x2 - 5x + 1 ای چندجمله الف( 1
کنید: پر را خالی جاهای ایم. کرده

.R = ... داریم دهیم، نشان R با را باقیمانده بالا، تقسیم در اگر ب(
کنید. محاسبه را f (3) مقدار پ(

دارند؟ هم با ای رابطه چه R و f (3) ت(
2x2 - 5x + 1 = (x - 3) (2x + ) + 4 کنید: کامل را تقسیم رابطه ث(

کنیم فرض کنیم. تقسیم (x - a) اول درجه ای دوجمله بر را f (x) دلخواه ای چندجمله کلی حالت در خواهیم می اکنون الف( ٢
باشد: R ثابت عدد آن باقیماندهٔ و Q (x) ای چندجمله تقسیم، این قسمت خارج

( )
( )

f x x a
Q x

R

−

است: زیر صورت به تقسیم رابطهٔ
f (x) = (x - a) Q (x) + R

داشت: خواهیم فوق رابطهٔ طرف دو در x جای به a دادن قرار با .x = a ازای به جمله از است؛ درست x مقادیر تمام ازای به رابطه، این
f (a) = (... - a) Q(...) + R

آورید. دست به را R مقدار اخیر رابطهٔ از ب(
که: شود می دیده قبل فعالیت از

است. f (a) برابر تقسیم ماندهٔ باقی ، (x - a) اول درجهٔ ای دوجمله بر f (x) ای چندجمله تقسیم در قضیه:
است. پذیر بخش (x - a) بر f (x) آنگاه باشد صفر برابر f (a) اگر نتیجه:

برد. کار به ها ای چندجمله تجزیه برای توان می را حاضر نتیجهٔ

x22

( )
x x

x x

x

− + −

− − +

5 1 3

6 2

( )
+

− −

1

3

4

1

x

4
f(3)=2(9)-5(3)+1=18-15+1=4

1
برابرند
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(x - 2) بر f (x) بنابراین است. صفر برابر f (2) مقدار ،f (x) = 3x2 - 5x - 2 ای چندجمله در 1
کنید. بررسی را مطلب این درستی تقسیم، مراحل تکمیل با است. پذیر بخش

f (x) = 3x2 - 5x - 2 = (x - 2) (3x + ...) داریم: تقسیم رابطهٔ بنابر
است. شده نوشته اول های عامل ضرب حاصل صورت به f (x) شود، می دیده که همانگونه

بگیرید. نظر در را g (x) = 2x3 + x2 + 1 ای چندجمله ٢
چرا؟ است؟ پذیر بخش (x + 1) بر g (x) آیا الف(

x x x3 + + +22 1 1 کنید:  بررسی را خود ادعای درستی تقسیم، انجام با ب(
بنویسید. ها عامل ضرب حاصل صورت به را g (x) پ(

است. پذیر بخش x + 2 ای دوجمله بر ( )f x x x x= + − −3 22 5 3 10 ای چندجمله دهید نشان ٣

( )

( )

x x x

x x x

x

R

− − −

− − +
−

−
=

2

2

3 5 2 2

3 6 3

2







کسری توابع حد

هستیم: آشنا قبل پایهٔ از زیر قضیه با

ترتیب به نقطه این در آنها حد و باشند داشته حد a طول به ای نقطه در g و f تابع دو اگر قضیه:
است. l

m
برابر حد این و دارد حد a در نیز f

g
تابع آنگاه ،m ≠ 0 که طوری به باشد m و l

lim
x

x x
x→

− +
= =

+

2

5

3 2 12
2

1 6
مثال1: 

a در f
g

تابع حد محاسبه برای بالا قضیهٔ دیگر صورت این در ،f (a) = g (a) = 0 اگر ، f
g

مثل گویا تابع یک در که دیدیم گذشته سال در
بر دو هر g (x) و f (x) های ای جمله چند که گیریم می نتیجه ،g (a) = 0 و f (a) = 0 روابط به توجه با حالت این در ندارد. استفاده قابلیت
،a نقطهٔ در آن حد که شود می حاصل دیگری گویای تابع ،(x - a) بر f

g
کسر مخرج و صورت تقسیم با بنابراین پذیرند. بخش (x - a) عامل

است. برابر a در f
g

حد با وجود صورت در

کنید. محاسبه را lim
x

x
→ x x

−
+ −

2

21

1

2
مقدار مثال:

کمک به را عامل این پذیرند. بخش (x - 1) بر مخرج هم و صورت هم بنابراین صفرند. برابر x = 1 ازای به کسر مخرج و صورت حل:
کنیم. می حذف سپس و ظاهر مخرج و صورت در تجزیه،

( )
lim lim
x x

xx
→ x x →

−−
=

+ −

2

21 1

11

2

( )
( )

x

x

+

−

1

1 ( )x

+
= =

++
1 1 2
1 2 32

های تابع بنابراین هستند. بحث مورد 3 فرجهٔحداکثر با رادیکالی های عبارت شامل کسری توابع همچنین و باشد ٣ حداکثر مخرج و درجهٔصورت که گویا توابع حد اول، درس از بخش این در 1ــ
است. الزامی ها ارزشیابی انواع در مطلب این رعایت نیستند. مدنظر مثلثاتی های نسبت و صحیح جزء مطلق، قدر شامل

1

x-2
0

بله
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آورید. دست به وجود صورت در x = 5 طول به نقطهٔ در را ( ) x
g x

x
− −

=
−

2 1
5

تابع حد مثال:
کسر صورت تا کنیم می ضرب x+ −2 1 عبارت در را مخرج و صورت صفرند. برابر 5 نقطهٔ در مخرج حد هم و صورت حد هم حل:

شود. گویا عبارتی

( )lim ( ) lim lim
( )( )x x x

x x x
→

g x
x x x x→ →

− − + − − −
= × =

− + − − + −5 5 5

2 1 2 1 4 1
5 2 1 5 2 1

( )
lim
x

x

→

− −
=

5

5

( )x −5 ( )x

− −
= =

++ −
1 1

2 2 42 1

آورید. دست به وجود صورت در x = 8 در را ( ) x x
h x

x

−
=

−

2

3

8

2
تابع حد مثال:

مخرج تا کنیم می ضرب x x+ +3 2 32 4 عبارت در را مخرج و صورت صفرند. برابر x = 8 در مخرج حد هم و صورت حد هم حل:
شود. گویا کسر

( )
lim ( ) lim lim
x x x

x xx x x x
→

h x
x x x→ →

−− + +
= × =

− + +

32 2 3

3 3 2 38 8 8

88 2 4

2 2 4

( )x x

x

+ +

−

3 2 32 4

8
( )= + + =8 4 4 4 96

و است رادیکالی عبارت یک شامل f
g

تابع مخرج یا صورت گاهی تذکر:
لازم a نقطهٔ در f

g
حد محاسبه برای حالت این در . lim ( ) lim ( )

x a x a
f x g x

→ →
= =0

(x - a) عامل تا کنیم ضرب رادیکالی عبارت یک در را مخرج و صورت ابتدا است
ساده با تا شود ظاهر مخرج و صورت در است، شده g و f شدن صفر موجب که عبارتی یا

آوریم. دست به وجود صورت در را حد مقدار بتوانیم مخرج، و صورت از آن کردن

آورید. دست به وجود صورت در x = -2 نقطهٔ در را ( ) x x
f x

x

+ +
=

+

3 2

3

2 3 4

8
تابع حد مثال:

به توانیم می را مخرج کنیم. ظاهر مخرج و صورت در را (x + 2) عامل باید صفرند. برابر x = -2 ازای به مخرج و صورت نیز مثال این در حل:
میکنیم: تقسیم (x + 2) بر را آن تجزیهٔصورت، برای اما کنیم. تجزیه اوّل های عامل ضرب حاصل به جمله دو های مکعب مجموع اتحاد کمک

بنابراین: .2x3 + 3x2 + 4 = (x + 2)(2x2 - x + 2) نوشت توان می رابطهٔتقسیم بنابر

( )
lim ( ) lim

x x

x
f x

→− →−

+
=

2 2

2 ( )

( )

x x

x

− +

+

22 2

2 ( )x x

+ +
= =

+ +2 − +
8 2 2

1
4 4 42 4

x 32

(

x x

x

+ + +

−

2

3

3 4 2

2 )x x x

x

+ − +

−

2 2

2

4 2 2

( x

+
− − 2

4

)x

x

−2

2 + 4
( x− 2 + 4 )

0
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کنید. محاسبه وجود صورت در را زیر حدود
)الف lim

x x x

x
→−

−
+

2

23

9

3

)ب lim
x

x x

x x→

− +
+ −

2

21
2

4 4 1

2 1

)پ lim
x

x x

x x x→

− +
− + −

2

3 23

5 6

2 13 24 9

)ت lim
x x x

x
→−

−
+ +

2

1

1

2 3

)ث lim
x

x x
→ x x

−
1 2 + −2

)ج lim
x x x

x
→−

+
+ +

3

21

1

3 2

نامتناهی حد

در دیگر، عبارت به شود؛ تر بزرگ بتواند مثبتی دلخواه عدد هر از مقدارش ،a مثل نقطه یک نزدیکی در که بگیرید نظر در را f مثل تابعی
داریم. نیاز تعریف چند به ابتدا کنیم. می بررسی را نوع این از حدهایی اینجا، در شود. + ∞ آن حد a نقطهٔ

x1 2 3 4 5 6 70

نامیم. می x0 همسایگی یک را x0 حقیقی عدد شامل باز بازهٔ هر همسایگی:

باشد. می x0 همسایگی یک (a , b) بازهٔ آنگاه x0 ∈ (a , b) اگر دیگر عبارت به

3 برای دیگر همسایگی دو شما شود؟ می محسوب 3 برای همسایگی یک هم (0 , 4) بازهٔ آیا است. 3 همسایگی یک (2 , 5) بازهٔ مثال:
کنید. مقایسه دوستانتان پاسخ با را خود جواب و بنویسید

آنگاه باشد، x0 حقیقی عدد همسایگی یک (a , b) بازهٔ اگر محذوف: همسایگی
شود. می نامیده x0 محذوف همسایگی یک (a , b) - {x0} مجموعهٔ

x
1 2 35

2
4 50 باشد. می 3 محذوف همسایگی یک { }( , ) −5

4 3
2

مجموعهٔ مثال:
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یکهمسایگی (x0 ,x0 +r)عددیمثبتباشدآنگاهrهمسایگیچپوراست:اگر
x0)رایکهمسایگیچپx0مینامیم. -r ,x0)،نامیدهمیشود.همچنینx0راست

یک و 3 برای دیگر راست همسایگی یک شما است. 3 چپ همسایگی یک ( , )3
3

2
بازهٔ و 3 راست همسایگی یک (3 , 4) بازهٔ مثال:

بنویسید. آن برای چپ همسایگی
x

1 2 3 4 5 60 3
2

فعالیت

یعنی  است؛ شده تعریف غیرصفر نقطهٔ هر در ( )f x
x2

1 تابع دانیم می آوریم. دست به وجود صورت در را lim
x x→ 20

1 مقدار خواهیم می
کنید. توجه صفر محذوف همسایگی یک در f تابع رفتار به زیر، جدول تکمیل با .Df =  - {0}

0/20/10/010/0010/0001→ 0 ←-0/0001-0/01-0/1-0/2x

25......1000000...→ ? ←100000000...10025( )f x
x

=
2

1

مقادیر بنابراین شود. می نزدیک صفر به نیز x2 مقدار شود، می نزدیک صفر به چپ یا راست سمت از x وقتی که شود می دیده جدول در
به را x کافی اندازهٔ به هرگاه که گرفت نتیجه توان می y

x2

1 تابع نمودار1 در دقت با واقع در شوند. می بزرگ دلخواه اندازهٔ هر به ،
x2

1

بزرگ دلخواه اندازهٔ هر به را f (x) مقادیر توانست خواهیم کنیم، نزدیک صفر
میل عددی هیچ به f (x) شونده بزرگ مقدارهای که شود می دیده بنابراین نماییم.
برای مواقعی چنین در حال، این با نیست. موجود lim

x x→ 20

1 نتیجه در کنند؛ نمی
lim
x x→

= +∞
20

1 نویسیم می صفر، محذوف همسایگی در تابع رفتار بهتر توصیف
.

وجود عدم از خاصی حالت به صرفاً lim
x x→

= +∞
20

1 رابطهٔ و نیست حقیقی عدد یک + ∞ دانیم، می قبل های سال از که همچنان تذکر:
کرده نزدیک صفر به کافی قدر به را x آنکه بر مشروط کنیم، بزرگ توانیم می بخواهیم که اندازه هر به را

x2

1 که معنا این به دارد. اشاره حد
نامیم. می نهایت بی حد یا نامتناهی حد را حدها گونه این باشیم.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

x

y

y
x

=
2

1

باشد. نمی حاضر کتاب اهداف جزو گویا های تابع نمودار رسم 1ــ

10000 100
10000100000000
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باشد. شده تعریف a محذوف همسایگی یک در f تابع کنیم فرض :1 تعریف
هر از را f (x) مقدارهای میتوان که معناست این به lim ( )

x a
f x

→
= +∞ رابطهٔ

نزدیک a به کافی قدر به x آنکه بر مشروط کرد، بزرگتر دلخواه مثبت عدد
شود. اختیار

شود: می تعریف مشابه روش به نیز lim ( )
x a

f x
→

= −∞ رابطهٔ

رابطهٔ باشد. شده تعریف a .............. یک در f کنیم فرض :2 تعریف
منفی عدد هر از را f (x) مقادیر توان می که معناست این به lim ( )

x a
f x

→
= −∞

نزدیک a به ......... قدر به x آنکه بر مشروط کرد، ........... دلخواهی
شود. اختیار

است. آمده زیر در lim ( )
x a

f x
+→

= +∞ تعریف نمونه عنوان به شوند. می تعریف مشابهی روش به نیز طرفهٔنامتناهی یک حدهای

f

f

f

f

a
x

y

a
x

y

a
x

y

a
x

y

lim ( )
x a

f x
+→

= +∞ lim ( )
x a

f x
+→

= −∞ lim ( )
x a

f x
−→

= +∞                         lim ( )
x a

f x
−→

= −∞

رابطهٔ باشد. شده تعریف a از راست همسایگی یک در f کنیم فرض :3 تعریف
مثبت عدد هر از را f (x) مقادیر توان می که معناست این به lim ( )

x a
f x

+→
= +∞

a به کافی قدر به a از تر بزرگ مقادیر با x آنکه بر مشروط کرد، تر بزرگ دلخواه
شود. اختیار نزدیک

کنید. دقت زیر های شکل در طرفه، یک نامتناهی حدود های حالت سایر همچنین و lim ( )
x a

f x
+→

= +∞ به مربوط نمودار به

محذوف همسایگى

کافى کوچکتر
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صورت: این در lim ( )
x a

g x
→

=0 و lim ( )
x a

f x L
→

= ≠0 کنیم فرض قضیه:

( )lim ( )x a

f x
g x→

= +∞ آنگاه باشد، مثبت a از محذوفی همسایگی در g(x) تابع و L < 0 اگر الف(

( )lim ( )x a

f x
g x→

= −∞ آنگاه باشد، منفی a از محذوفی همسایگی در g(x) تابع و L < 0 اگر ب(

( )lim ( )x a

f x
g x→

= −∞ آنگاه باشد، مثبت a از محذوفی همسایگی در g(x) تابع و L > 0 اگر پ(

( )lim ( )x a

f x
g x→

= +∞ آنگاه باشد، منفی a از محذوفی همسایگی در g(x) تابع و L > 0 اگر ت(

آورید. دست به x = ٢ در را ( )f x
x

=
−
1

2
تابع راست و چپ حد مثال:

سمت در تابع مقادیر به است. شده رسم ( )f x
x

=
−
1

2 ضابطهٔ با تابع نمودار حل:
یعنی کسر مخرج حالت این در x → 2+ وقتی نمایید. دقت x = 2 چپ و راست
و مثبت

x −
1

2
نتیجه در بود. خواهد صفر نزدیک کوچک و مثبت عددی (x - 2)

شود. تر بزرگ دلخواهی مثبت عدد هر از تواند می آن مقدار که شود می بزرگ بسیار
. lim

x x+→
= +∞

−2

1
2

شود، می دیده هم نمودار از که طور همان بنابراین
بسیار و منفی عددی (x - 2) یعنی کسر مخرج ،x → 2- وقتی ترتیب همین به
دلخواه، منفی عدد هر از تواند می

x −
1

2
مقدار نتیجه در بود. خواهد صفر نزدیک

نمودار روی از مطلب، این درستی . lim
x x−→

= −∞
−2

1
2

بنابراین شود، تر کوچک
است. مشاهده قابل هم

شود. می ارائه اثبات بدون قضیهٔزیر نامتناهی حدهای مورد در

x

y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x = 2

است. برقرار نیز x → a- یا و x → a+ که حالتی برای قبل، قضیهٔ تذکر:

کنید1. محاسبه را [ ]lim
x

x
x→

−
−1

2

3
2 1

حاصل مثال:

است. -3 برابر 1
2

در هم صورت حد و کند می میل صفر به مثبت مقادیر با 1
2

نزدیکی در مخرج حل:
داریم: قبل قضیهٔ )پ( قسمت بنابر پس

[ ]lim
x

x
x→

−
= −∞

−1
2

3
2 1

سؤالات در مطلب این رعایت که نیستند نظر ∞مورد - ∞ و 0 * ∞ مثل هایی حالت بنابراین باشند. صفر روی بر صفر غیر عدد صورت به که است مدنظر کسری توابع از دسته آن حد اینجا در 1ــ
است. الزامی ارزشیابی
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کنید. محاسبه را زیر حدود 1
)الف lim

x

x
x−→ −5

2
5

)ب  lim
x

x
x+→ −5

2
5

)پ lim
x x→

−
20

1 )ت  lim
x x→ −3

2
3

)ث [ ]lim
x

x
x→ − +1

3
3 1

)ج  lim
sinx

x

x→

+
20

1

و
( )

lim ( )
x

f x
+→ −

= −∞
2

که طوری به باشد شده تعریف -2 محذوف همسایگی یک در که کنید رسم را f مانند تابعی نمودار 2

کنید. مقایسه دوستانتان های جواب با را خود پاسخ .
( )

lim ( )
x

f x
−→ −

= +∞
2

کلاس در کار

است. پذیر بخش x + 1 ای دوجمله بر f (x) = 2x3 + x2 + 1 ای چندجمله دهید نشان الف( ١
بنویسید. ها عامل ضرب حاصل صورت به را f (x) تقسیم، کمک به ب(

کنید. محاسبه وجود صورت در را زیر حدهای ٢

)الف lim
x

x x

x→

−
−

2

21
2

2

4 1
)ب  lim

x

x x x

x→

− − −
−

3 2

25

4 4 5

25
)پ  lim

x

x x
→ x x x−

+ −
+ + +

2

3 24

3 4

4 4

آورید. دست به وجود، صورت در را زیر حدود ٣

)الف lim
x

x x
→ x x

− −
−21

2 1 )ب lim
x

x

x→

−
− +

2

3

9

2 1
)پ  lim

x

x

x→−

+
+38

2 16

2

کنید. تعیین را زیر حدهای ٤

)الف lim
x x+→0

1 )ب  lim | |x x→

−
0

1 )پ  lim
x x−→ −1

1
1

)ت lim
( )x x→ − + 26

9

6
)ث  lim

( )x x→

−
− 43

1

3
)ج  lim

( )x

x

x−→

+
+ 21

2

4 1

2 1

)چ lim
x

x

x+→

−
−2

3

1 5

9
)ح 

( )
lim

x

x

x−→ −

−
−2

2

3

4
)خ  lim cos

x
x+π→

2

1

)د lim tan
x

x
−π→

2

)ذ  lim tan
x

x
+π→

2

)ر  [ ]lim
x

x
x−→

−
−3

3
3

دهید. توضیح معناست؟ چه به lim ( )
x

f x
−→

= + ∞
2

عبارت الف( 5
دهید. توضیح معناست؟ چه به lim ( )

x
f x

+→
= −∞

2
عبارت ب(

دارد؟ جواب چند مسئله کند. صدق بالا شرط دو هر در که کنید رسم را f مانند تابعی نمودار پ(

تمرین
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رنگ را مربع سطح نصف اوّل، مرحلهٔ در کنیم. رنگ زیر های شکل مطابق فرایندی طی را متر 1 ضلع به مربعی سطح بخواهیم کنید فرض
دهیم. می ادامه ترتیب همین به و زنیم می رنگ را نشده رنگ های قسمت نصف دوم مرحلهٔ در کنیم. می

مرحله4321...

شکل...

......= −
3

7 1
1

8 2
= −

2

3 1
1

4 2
= −

1 1
1

2 2
مربع( )متر شده رنگ سطح

است؟ شده رنگ مربع از سطحی چه دهم، مرحلهٔ در الف(
است؟ شده رنگ مربع از سطحی چه ام، n مرحلهٔ در ب(

گفت؟ توان می چه ام nٔمرحله در شده رنگ سطح مساحت مورد در شود، اختیار بزرگ کافی قدر به n اگر پ(

ازای به را تابع این رفتار گیریم. می نظر در (0 , + ∞) بازهٔ در را ( )f x
x

=
1 تابع مثال:

کنید. می مشاهده زیر جدول در x مثبت مقادیر برخی

فعالیت

بینهایت در حد

دوم درس

بینهایت در حد

میل - ∞ یا + ∞ به y مقادیر شد، می نزدیک a مثل عددی سمت به x وقتی که دیدیم کردیم، بررسی را نامتناهی حدهای که قبل درس در
آوریم. می دست به وجود صورت در را تابع حد و دهیم می میل - ∞ یا + ∞ به را x اینجا در کرد. می

→ + ∞...1000010001001021x

→ ?...0/00010/0010/010/10/51( )f x
x

=
1

-1 1 2 3 4

-1

0

2

3

4

x

y

( )f x
x

=
1

( )x >0

1

0/5

شود مى رنگ مربع سطح کل تقریبا

0
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به lim ( )
x

f x L
→+∞

= رابطهٔ باشد، شده تعریف (a , + ∞) مثل ای بازه در f تابع اگر
مشروط کرد، نزدیک L به توان می دلخواه مقدار هر به را f (x) که معناست این

شود. اختیار بزرگ کافی قدر به x آنکه بر

صفر، تا
x
1

ٔ فاصله آنکه برای مثال، عنوان به شود. می تر نزدیک و نزدیک صفر به
x
1 مقدار ،x مقدار افزایش با که شود می دیده جدول از

را
x
1 مقدار توانیم می بخواهیم، که میزان هر به آیا شما، نظر به شود. انتخاب 100000 از تر بزرگ x است لازم باشد، 0/00001 از کمتر

باشد؟ 0/000001 از کمتر صفر تا
x
1

ٔ فاصله آن، ازای به که دارد وجود x از مقداری آیا کنیم؟ نزدیک صفر به
گفت: توان می کلی طور به . lim

x x→+∞
=

1
0 نویسیم می و است صفر برابر + ∞ در ( )f x

x
=

1 تابع حد گوییم می شرایط این با

شود: می تعریف مشابه روش به نیز lim ( )
x

f x L
→−∞

= رابطهٔ

رابطهٔ باشد. شده تعریف (- ∞  , b) مثل ای بازه در f تابع کنیم فرض f

(x) توان می ........... مقدار هر به که معناست این به lim ( )
x

f x L
→−∞

=

منفی و کوچک ......... قدر به x آنکه بر مشروط کرد، نزدیک L به را
شود. اختیار

. lim
x x→−∞

=
1

0 که شود می دیده است، شده رسم (- ∞ , 0) بازهٔ در که ( )f x
x

=
1 تابع نمودار ملاحظه با و زیر جدول به توجه با مثال:

-100-1000-100000-1000000...- ∞←x

؟...0/000001-......0/01- ←( )f x
x

=
1

-4 -3 -2 -1 1

-2

-1

0

1

2

3

4

-3

-4

x

y

( )f x
x

=
1

( )x <0

دلخواه
کافى

-0/00001 -0/0010
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کلاس در کار

مفیدند. زیر قضیهٔ دو نامتناهی، حدهای مورد در

کنید. محاسبه را زیر حدود مقدار 1

)الف lim
x

x
x→−∞

+
−

3 2
1

)ب lim
t

t

t t→−∞

−
+

2

2

1 5

3
)پ lim

x x→+∞ −
1

2 3

کنید. مقایسه دوستانتان های جواب با را خود پاسخ باشد. (-1) برابر + ∞ در آن حد که بزنید مثال تابعی الف( ٢
کنید. مقایسه دوستانتان های جواب با را خود پاسخ باشد. 100 برابر - ∞ در آن حد که بزنید مثال تابعی ب(

صورت: این در باشد. طبیعی عددی n کنیم فرض :1 قضیه

. lim
nx x→−∞
=

1
0 ب( lim

nx x→+∞
=

1
0 الف(

صورت: این در . lim ( )
x

g x m
→+∞

= و lim ( )
x

f x l
→+∞

= کنیم فرض :2 قضیه

)الف ( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x f x g x l m
→+∞ →+∞ →+∞

± = ± = ±

)ب lim ( ). ( ) lim ( ) lim ( ) .
x x x

f x g x f x g x l m
→+∞ →+∞ →+∞

= × =

)پ
lim ( )( )lim ( )

( ) lim ( )
x

x
x

f xf x l
m

g x g x m
→+∞

→+∞
→+∞

= = ≠0

است. برقرار نیز x → -∞ که وقتی برای 2 قضیهٔ تذکر:

آورید. دست به را lim
x

x x

x x→+∞

− +
+ −

2

2

7 4 1

3 5 6
مقدار مثال:

)چون کنیم تقسیم x2 یعنی دارد، وجود مخرج در که x از توانی ترین بزرگ بر را مخرج و صورت باید ابتدا حد، محاسبهٔاین برای حل:
.)x2 ≠ 0 که گرفت نتیجه میتوان پس ،x → + ∞

lim lim lim
x x x

x x
x x xx x
x x x x

x xx

→+∞ →+∞ →+∞

− +
− +

− +
= =

+ − + − + −

2

2 2 2

2 2

22

7 4 1 4 1
7

7 4 1
5 63 5 6 3 5 6 3

lim ( ) lim lim lim

lim ( ) lim lim lim

x x x x

x x x x

x xx x

x xx x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− + − +
− +

= = = =
+ −

+ − + −

2 2

2 2

4 1 4 1
7 7

7 0 0 7
5 6 5 6 3 0 0 3

3 3
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بینهایت در نامتناهی حد

منفی( کوچک )یا بزرگ دلخواه اندازهٔ هر به تواند می f (x) یعنی آنها مقدار ،x → - ∞ یا x → + ∞ وقتی که هستند f مانند توابع برخی
دهیم. می قرار مطالعه مورد - ∞ یا + ∞ در را ها تابع گونه این رفتار بخش این در شود.

بگیرید. نظر در را f (x) = x3 تابع مثال:

رابطهٔ باشد. شده تعریف (a , + ∞) مثل ای بازه در f تابع کنیم فرض تعریف:

عدد هر از توان می را f (x) مقدارهای که معناست این به lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞

شود. اختیار بزرگ کافی قدر به x آنکه بر مشروط کرد، تر بزرگ دلخواهی مثبت

منفی عدد هر از را x3 مقدار توان می کافی، قدر به x گرفتن کوچک و منفی با که شود می دیده بالا نمودار و جدول از مشابه روش به
گفت: توان می کلی حالت در . lim

x
x

→−∞

3 = −∞ نویسیم می حالت این در کرد. تر کوچک دلخواهی

شوند. می تعریف مشابه روش به نیز lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞ و lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞ های رابطه :1 تذکر
این شد، بیان قبلاً که همچنان نامیم. می نهایت بی در نامتناهی حد را lim ( )

x
f x

→+∞
= −∞ و lim ( )

x
f x

→+∞
= +∞ مانند هایی رابطه :2 تذکر

باشند. + ∞ در f تابع حد بیانگر که نیستند حقیقی عدد - ∞ و + ∞ چراکه هستند؛ + ∞ در f تابع حد وجود عدم از هایی صورت مورد، دو

رابطهٔ باشد. شده تعریف (- ∞  , b) مثل ای بازه در f تابع کنیم فرض تعریف:
عدد هر از توان می را f (x) مقدارهای که معناست این به lim ( )

x
f x

→−∞
= −∞

منفی و کوچک کافی قدر به x آنکه بر مشروط کرد، تر کوچک دلخواهی منفی
شود. اختیار

y

x
-2 21

-4

-2

-5

-3

-1

0

2

4

1

3

5

-1

y x= 3

→ + ∞100010010-10-100-1000-∞ ←x

→ + ∞100000000010000001000-1000-1000000-1000000000-∞ ←y=x3 

قدر به x کردن بزرگ با که طوری به یابد می افزایش هم x3 مقدار ،x مقدار افزایش با که دهند می نشان تابع نمودار همچنین و بالا جدول
داریم: کلی حالت در . lim

x
x

→+∞

3 = +∞ نویسیم می حالت این در کرد. تر بزرگ دلخواهی مثبت عدد هر از را x3 مقدار توان می کافی،
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کلاس در کار

بنویسید. را ها تساوی دوم طرف تابع، هر نمودار به توجه با

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

f (x) x= 2

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

y
x

=
+

2
1

-3 -2 -1 1 2 3

3

-3

-1

-2

0

1

2

y

x

(
)

f x

x
= −

)الف lim
x

x
→−∞

=2
 )ب  lim ( )

x
x

→−∞
+ =2 1  )پ  lim ( )

x
f x

→−∞
=

lim
x

x
→+∞

=2
 lim ( )

x
x

→+∞
+ =2 1  lim ( )

x
f x

→+∞
=

)ت lim ( )
x

x
→−∞

−
+ =

1
1

2
 )ث lim ( )

x
g x

→−∞
= )ج  lim ( )

x
h x

→−∞
=

lim ( )
x

x
→+∞

−
+ =

1
1

2
 lim ( )

x
g x

→+∞
= lim ( )

x
h x

→+∞
=

کنیم. می استفاده - ∞ و + ∞ در f (x) = ax n ای جمله یک تابع حد محاسبهٔ برای زیر قضیهٔ از

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

y
x

−=
+

1

12

-3 -2 -1 1 2 3

5

-1

0

1

2

3

4

y

x

( )y g x=

-4 -3 -2 -1 1 20

2

3

4

-1

-2

x

y

1

( )y h x=

باشد. غیرصفر حقیقی عدد یک a و طبیعی عددی n کنیم فرض قضیه:

)الف lim n

x
ax

→+∞

+∞
= −∞

مثبت) a)
منفی) a) )ب lim

n

x
ax

→−∞

+∞
−∞= −∞
+∞

مثبت) a و زوج n)
منفی) a و زوج n)

منفی) a و فرد n)
مثبت) a و فرد n)

2

0
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کنید: محاسبه را زیر حدود مثال:
)الف lim ( )

x
x x

→+∞
− + 22 3 5 )ب  lim ( )

x
x x x

→−∞
− + − −3 22 4 5 9

حل:

)الف lim ( ) lim ( )
x x

x x x
x x→+∞ →+∞

− + = − +2 2
2

2 3
2 3 5 5

بنابراین: صفرند؛ برابر + ∞ در
x2

3 و
x
2 حد قبل، درس از ای قضیه بنابر

lim ( ) lim ( ) lim
x x x

x x x
x x→+∞ →+∞ →+∞

2 − + = − + = = +∞2 2
2

2 3
5 0 0 5 5

)ب lim ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

x x x x x
x x x→−∞ →−∞ →−∞

− + − − = − + − − = − +3 2 3 3
2 3

4 5 9
2 4 5 9 2 2 0

lim ( )
x

x
→−∞

= − = +∞32

f در توان ترین بزرگ جملهٔبا حد با است برابر - ∞ یا + ∞ در f مثل ای چندجمله تابع یک حد که شود می دیده قبل مثال قسمت دو هر در
یعنی: کرد اثبات را آن بالا مثال روش به توان می و است درست کلی حالت در مطلب این .- ∞ یا + ∞

کنید. دقت زیر مثال به کرد. استفاده نیز x → - ∞ یا x → + ∞ که زمانی گویا، توابع حد محاسبه برای توان می مطلب این از

:مثال lim lim lim ( )
x x x

x x x x
x

x x x→−∞ →−∞ →−∞

− + − − −= = − = +∞
− +

5 3 5
3

2 2

12 7 2 9 12
4

3 8 1 3

کلاس در کار

کنید: محاسبه را زیر حدود

)الف lim
x

x x
→+ x x x∞

− +
− −

3

3 2

2 5 4

7 11 6
)ب lim

x

x
→− x x∞

+
3 + −
5 4

8
)پ lim

x

x x

x→−∞

− +
+

7 2

3

4 5

2 9

در که باشد f (x) = ax n + bxn-1 + ... + k صورت به n درجه از ای چندجمله تابع یک f کنیم فرض
صورت: این در است. غیرصفر حقیقی عدد یک a و طبیعی عددی n آن

lim ( ) limn n n

x x
ax bx k ax−

→+∞ →+∞
+ + + =1

 , lim ( ) lim n

x x
f x ax

→−∞ →−∞
=

تمرین

آورید. دست به را شده خواسته حدود سپس و کنید رسم را زیر های تابع از یک هر نمودار 1
)الف ( ) : lim ( ) , lim ( ) , lim ( )

x x x
f x f x f x f x

x →−∞ →+∞ →
=

0

1

)ب ( ) : lim ( ) , lim ( )
x x

x
g x g x g x

x →−∞ →+∞

>
= − <

1 0

1 0
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بنویسید: را شده خواسته حدود است. مقابل شکل به f تابع نمودار 3

)الف lim ( )
x

f x
→−∞

)ب 
( )

lim ( )
x

f x
−→ −1

)پ
( )

lim ( )
x

f x
+→ −1

)ت  lim ( )
x

f x
−→1

)ث lim ( )
x

f x
+→1

)ج  lim ( )
x

f x
→+∞

کنید. محاسبه را زیر حدود 4

)الف lim ( )
x x→−∞

+
3

7
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مشتق 4

مشتق مفهوم با آشنایی

پیوستگی و مشتقپذیری

تغییر آهنگ

فـصـل

اوّل درس

دوم درس

سوم درس

خمینی)ره( امام فضایی پایگاه ــ سیمرغ ماهوارهبر
یک در مماس خط تاریخی مسئله به مشتق مفهوم
ای لحظه سرعت یافتن مسئله و منحنی از نقطه
در مشتق امروزه شود. می مربوط جسم یک
ای گسترده و وسیع کاربردهای مختلف علوم
نظیر فضایی،مسائلی صنایع در مثال طور دارد.به
سرعت سازی بیشینه مصرفی، سوخت سازی کمینه
ارتباط مشتق مفهوم با سفر زمان سازی کمینه و

دارند.

ماهوارهطلوع
ماهوارهامید

دا
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