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؟ المسائل حل چرا اما

است-1 انكار قابل غير واقعيتي المسائل حل از آموزان دانش برخي .استفاده

كه-2 كرد آگاه را آموز دانش كاربايد اولين نه است راه آخرين المسائل حل از .استفاده

كرده-3 استفاده مسائل حل براي تستي و ميانبر روشهاي از گاهي ها المسائل حل نويسندگان

گردد مي مساله حل كردن پيچيده و دادن درس بد به متهم مزبور معلم ..و

است كتاب روش بر مبتني كتاب اين در موجود .پاسخهاي

در-4 را سوالات صحيح جوابهاي و نداشته حضور را كلاسها تمام دلايلي به آموزان دانش برخي

ندارند كنداختيار نمي پيدا را مسائل تمام حل فرصت دبير يا .و

آن بر شد ذكر آنها از برخي كه دلايلي دهيمبه قرار اختيار در را درسي كتاب مسائل پاسخ ، .شديم

است اين بر بعديتلاش ويرايشهاي گردددر افزوده كتاب اين به تمريناتي و .مطالب

هستيم شما انتقادات و نظرات پذيراي .مشتاقانه
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اول-1 ||)روش xy =، راست به واحد يك ،انتقال رسم را

x محور به نسبت نمودار عموديقرينه انبساط ، ها
y محور امتداد ضريدر بالا3بهابا به انتقال واحد دو ،.

دوم |)روش | نمودار xyابتدا را=−3 نمودار سپس و كرده رسم را

12 و راست به دهيمواحد مي انتقال بالا به .واحد

63036

21012
3

−−−−

−−
⇒−=

y

x
xy دوم(|| روش با )�رسم

-------------------------------------------------------------

جواب***(-2 ،نمودار آبي و فرض پيش )***قرمز،نمودار
f نمودار به توجه 0با 2212103داريم ===−=− )(,)(,)(,)( ffff

y محور امتداد در عمودي ضريبانقباض با ها
2

الف(1

----------------------------

y محور به نسبت ب(هاقرينه

----------------------------

x محور امتداد در افقي ضريبانقباض با ها
3

ج(1

----------------------------

y محور به نسبت درقرينه افقي انبساط و د(ها

x محور 2امتداد ضريب با ها

----------------------------

x محور به نسبت درامتدادقرينه عمودي انبساط ، ه(باضريب2هاyمحورها
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2 نمودار چپانتقال سمت به و(واحد
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( ) xfyرسم 2=

x محور امتداد در افقي ضريبانقباض با ها
2

1.

)(رسم xfy 2−=

y محور به نسبت انقباضقرينه و افقيها

x محور امتداد در نمودار ضريباين با ها
2

1.

)(رسم xfy 2−=

x محور به نسبت افقيقرينه انقباض و ها

x محور ضريبدرامتداد با ها
2

1.



---------------------------------------------------------------
صفحه مسائل صفحه63حل رياضي رشته دبيرستان سوم 33حسابان

---------------------------------------------------------------
چپ3بايد(نادرست)الف-4 به )واحد

g)ب ، fنادرست نمودار yقرينه محور به درست)ج.هاستنسبت
-------------------------------------------------------------

5-gf انتقال 2از اندازه xبه محور به نسبت قرينه و چپ سمت به انقباضواحد آنگاه و ها

y محور امتداد در اندازهعمودي به ها
2

1
3 اندازه به انتقال آنگاه پائينو به .واحد

32
2

1
−+−= ||)( xxg

-------------------------------------------------------------

6-3 5533 −+−=⇒−+−→−−→−→ xxfxxxx )()(
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gfg)الف-7 ∈−⇒=×=−=− ),()()( 3836
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1
8

2

1
8

gfg)ب ∈⇒=−= ),()()( 68688

gfg)ج ∈−⇒=−=−−=− ),()()( 38336388

gfg)د ∈−⇒=×=−=− ),()()( 1881863838

-------------------------------------------------------------

31)الف-8
2

1
+−−= )()( xfxg1 xانتقال محور به نسبت قرينه ، راست به ،واحد ها

ضريب با عمودي انقباض
2

1
3 انتقال بالا، به .واحد

342)ب −+−= )()( xfxg4 xانتقال محور به نسبت قرينه ، چپ به انبساطواحد ، ها

2 ضريب با 3عمودي انتقال پائين، به .واحد

1)ج
3

1
2 +−−= )()( xfxgانتقال

3

1
x محور به نسبت قرينه ، راست به انبساطواحد ، ها

2 ضريب با انتقالعمودي بالا1، به .واحد

-------------------------------------------------------------
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10101
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2
0
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π
π

π
π

⇒=
)(

)cos()(

xf

x
xxfنقاط اين بر و گرفته مبنا دستوراترا

كنيد رسم را اصلي نمودار ، فرض پيش نمودار كلي شكل به توجه با سپس و اعمال را .زير

)( xf 2،f ضريبگرددمنقبضنمودار با افقي صورت به
2

1.

)( xf
2

1،f 2گرددمنبسطنمودار ضريب با افقي صورت .به

)(xf−،f xگرددقرينهنمودار محور به .هانسبت
)( xf −،f yگرددقرينهنمودار محور به .هانسبت

-------------------------------------------------------------

10–y محور به نسبت همديگر قرينه تابع دو هانمودار
, ](,),[ 00 −∞=−∞+= xDxD،),[ ∞+=−= 0xRxR.

( ) تابع دو ),(نمودار xfxf −y محور به نسبت همديگر ،قرينه ها

}|{)()( fDxRx
g

Dxfxg ∈−∈=⇒−=،)()( xfRxfR −=.

y:توضيح محور به نسبت قرينه نمودار yچون محور بر نمودار تصوير بنابراين برد(هاهاست )يعني
y محور به نسبت دامنه ولي كند نمي شودتغيير مي قرينه .ها

11-y محور به نسبت |ابتدا | > 1 اگر سپس شده قرينه axها محور امتداد هادر

ضريب با
|| a

1
| |< 1 اگر و ضريبaمنقبض با

|| a

گردد1 مي .منبسط
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پائين-1 به بالا از و راست به چپ گذاري شماره

(aز فردنه نه و y(وج محور و مبدأ به نسبت )هانيستمتقارن
(bفرد)است متقارن مبدأ به )نسبت

(cزوج)y محور به نسبت )هاستمتقارن

(dفرد)استن متقارن مبدأ به )سبت

(eزوج)y محور به استنسبت متقارن )ها
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-------------------------------------------------------------

5-( ))( xfxf −=−( ) و )(فرد xfxf زوج−=

002 =⇒=⇒−=−−= )()()()()( xfxfxfxfxfفرد هم و زوج هم
( ) = 0 ثابت تابع استxfپس فرد هم و زوج هم متقارن دلخواه دامنه .با

كه است موجود متقارن دلخواه دامنه با صفر ثابت تابع بيشمار پس است متقارن و دلخواه دامنه چون

باشد فرد هم و زوج .هم

-------------------------------------------------------------

6-),( baB −−⇒, ) و )فرد baB ),(ب(زوج⇒− 27 −⇒ B( , ) و الف(زوج⇒27Bفرد

( , )35 −−⇒ B( , و( ⇒−35فرد Bد(زوج),( 7
7

2
B⇒) و )فرد , 7

7

2
−⇒ Bج(زوج

-------------------------------------------------------------
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هاي(-7 بازه ),[,],در ∞+−−∞ 04[ , ] بازه در ، ,40نزولي ] در و ]ثابت است−44  .صعودي

هاي(       بازه ),[,],در ∞+−−∞ نزولياكيدا44
],[درو استاكيدا−04 .صعودي

تابع)تكميلي ضابطه تعيين

-------------------------------------------------------------

8-
210

632
2

y

x
xxf الف()(=−⇒

) ي بازه ],در صعودي(صعودي2+∞ اكيدا .است)و

-------------------------------------------------------------

50502211

225050111
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x
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f ,تابع ) بازه )بر 0−∞) بر همچنين ),و ∞+0

نزولي(نزولي .است)اكيدا

-------------------------------------------------------------

( ) | |= − − + ⇒
1 2 3

2 5
4 5 4

x
f x x

y
ج(

بازه(fتابع ],بر نزولي(نزولي2+∞ بر)اكيدا و

],( صعودي(صعودي∞−2 .است)اكيدا

-------------------------------------------------------------

f ,تابع ) هاي بازه از يك هر ),(,]بر 155 ونزولي∞−−−

) بازه ],بر است5−+∞ .صعودي

),(بر* 5−−∞) بر و نزولي ],اكيدا است1+∞ صعودي *اكيدا
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9-),[,],( +∞−=−∞= 36 fRfD)الف

گذرابتدا:توضيح خط برخورد نقاطمحل بر ),(,),(نده 3524 −x محور رابا يابيمها ب(مي

5

22
22500

2254525
45

23
3524

=⇒+−=⇒=

+−=⇒−−=−−=
−

−−
=⇒−

xxy
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) از كه خطي تقاطع محل ),(,),پس 3524 −, ) نقطه طولها محور با گذرد )مي 0
5

 .است22

)بنابراين ) ( , ) ( , ) , ( ) ( , ]> ⇒ ∈ −∞ < ⇒ ∈
22 22

0 1 1 0 6
5 5

∪f x x f x x

[ , ]5 ]يا6 , ]⇒ 1 4fج(صعودي

],[ ),[يا64 1−∞⇒fنزولي

صعودي:مهمتذكر اي بازه بر تابع نزولي(اگر ،باشد)يا

هم بازه آن از اي بازه زير هر نزولي(صعوديبر بود)يا .خواهد
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-------------------------------------------------------------

y)الف-10 محور به نسبت نمودار ن)بهاقرينه مبدأمقرينه به نسبت كنيدودار اضافه .را

دانلود
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fبراي-11 تابع بودن )()(بايدفرد xfxf −=−، اما

2

1
1

2
41

22
4

2

1

2
2

2
4

2

2
4

2

12
4

2

2
4

2

112
4
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2
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axxxfxf

axx

axxaxxxf

axxaxxxf

)(

)(

)()()(

)(

log)log()log()(

)log())(log()(

a≠0اگر:وجهت
2

4
2 axxعبارت xهب++ مقادير جميع استازاي كنيد(مثبت )تحقيق

f تابع ي دامنه Rبنابراين باشدبرابر مي متقارن كه .است

-------------------------------------------------------------

12-},,,,{ 21012 −−=fDومتقارن است

fزوج⇒=−===−==− 300411522 )()(,)()(,)()( ffffff

, , , },{ 21012 −−=Dgو است متقارن

gفرد⇒−==−==−−==− )()(,)()(,)()( 000121212 gggggg

-------------------------------------------------------------
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---------------------------------------------------------------

2-f
−1 چون اول ناحيه fدر نمودار yقرينه x خط به .است=نسبت

---------------------------------------------------------------

3-||||||||)()( 223232 212121 −=−⇒+−=+−⇒= xxxxxfxf

1 2 لزوما xxيعني نيستند, ⇒مساوي .
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4212221

212221
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x > 2 به محدود را دامنه كافيست شدن يك به يك .كردx≤2ياx≥2ياx>2يابراي

xمثلا > 2 1براي 3232داريم +=+−=+−= xxxy .است−11كه||
---------------------------------------------------------------

4-
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=−+=+=⇒∈==
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5-1+= ||)( xxfنمودار به توجه f،با نيستتابع يك به يك

طرفي از و نيست پذير وارون پس
f xyخطبالاينمودار پس.است=

( )xfxRx <∈∀

---------------------------------------------------------------

6-

( ) ( ) , , ( ) ( )

( )

( ) ,

f x f x x x x x

x
x x x x

x

y x y x x y

x y
y x f x x

= ≥ − ⇒ + = +

+ ≥
→ + = + ⇒ =

+ ≥

= + ⇒ = + ⇒ = −

↔ −→ = − = ≥

2 2
5 5 51 2 1 2 1 2

5 01 5 51 2 1 2
5 02

2
5 5 5

1
5 0

الف(

-------------------------------------
, , ( ) ( ) | | | |

| | | |

| | ,

( )

≥ ⇒ − ≥ − ≥ = ⇒ − − + = − − +

⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =

= − − + > ⇒ = − + + = − + ⇒ = − +

↔ −→ = = − +

1 1 0 1 0 1 1 1 11 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 11 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 2 2

1
2

x x x x f x f x x x

x x x x x x

y x x y x x x y

x y
y f x x

ب(

-------------------------------------

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x x x x x= ⇒ − = − ⇒ − = ± − ⇒2 2
3 3 3 31 2 1 2 1 2 x x=1 ج(2

نقض ):مثال , ) , ( , ) f∈4 1 2 1

-------------------------------------

, , ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ,

x x f x f x x x

x x x x

y x x y x y

x y
x y y f x x x

≥ − = ⇒ + − = + −

⇒ + = + ⇒ =

= + − ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒

↔ −= + − → = = + − ≥ −

2 2 3 2 31 2 1 2 1 2

2 21 2 1 2

2
2 3 2 3 2 3

2 1 2
3 2 3 2 3

د(
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7-
( ) ( )

x
y xy y x xy x y

x

y xx y
x y y x y f x

y x

−
= ⇒ − = − ⇒ − = −

−

− −↔ −⇒ − = − ⇒ = → = =
− −

3 2
5 3 3 2 5 3 3 2

5 3

3 2 3 21
5 3 3 2

5 3 5 3

1روش(

( )

{ }, ( ) ( )( )
( )

( ) ( )

x

x xx R fof fx xx

x

x x x
x f x f x

x x

−
−

− −∈ − = = =
−−

−
−

− − + − −= = ⇒ =
− − + −

3 2
3 2

3 3 2 5 3

3 25 5 3
5 3
5 3

9 6 10 6 1

15 10 15 9 1

2روش(

---------------------------------------------------------------

8-
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )f x f x fof f ax b a ax b bx

if a b b b y xa
a x ab b x

if a b b y x bab b

− = ⇒ = + = + +

 = + ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =
= + + = ⇒ ⇒ 

= − ⇒ − + = ⇒ = − ++ =

1

2 1 0 012

1 00

---------------------------------------------------------------

9-( ) ( )f f− = =
1 1 1

2 2 4
−ولي ≠

1 1

2 2
نيستfبنابراين پذير وارون درنتيجه و نبوده يك به .يكه

---------------------------------------------------------------

10-

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

y
fog f x x x y x xx

xx y
fog x

y xx y
g x x y x x g x

x y
f x x x y f x x

x x
g of g xx

+
= − = − + = − ⇒ = − ⇒ =

+↔ −→ =

+ +↔ −= − ⇒ = − ⇒ = → = 
⇒

↔ −= + ⇒ = − → = − 

− + +− − −= − = =

4
3 7 3 7 3 3 4 3 4

3

41

3

7 71
3 7 3 7

3 3

1
3 3 3

3 7 41 1 1
3

3 3
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11-[ , ] , [ , ]D Rh h= =
10

0 10 0 100
7

الف(

گيرد نمي قرار ارتفاع يك در متفاوت زمان دو ب(.در

( )

( ) ( ) ( ) , [ , ]

y t t y t y

t y
t y y h t t t

= − ⇒ = − ⇒ = −

↔ −⇒ = − → = = − ∈

49 49 102 2 2
100 100 100

10 10 49

10 101
100 100 0 100

49 49

ج(

كند مي مشخص را دارد قرار خاص ارتفاع دريك سنگ كه دهد(زماني مي را سنگ ارتفاع زمان ازاي د()به

---------------------------------------------------------------
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1-

---------------------------------------------------------------

2-

---------------------------------------------------------------

3-fنيستي يك به نيستك پذير وارون )پس ) [ ] , ( ) [ ] ,f f= = = = ≠ ⇒
1 1 2 2 1 2

0 0
5 5 5 5 5 5

---------------------------------------------------------------

4-
[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

− ≤ < − ⇒ = − ⇒ = −
 − ≤ < ⇒ = − ⇒ = −


= ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =
 ≤ < ⇒ = ⇒ =


= ⇒ = ⇒ =

2 1 2 4

1 0 1 2

2 0 1 0 0

1 2 1 2

2 2 4

x x y

x x y

y x x x y

x x y

x x y

الف(

[ , ] [ , ]∈ − ⇒ ∈ −


− ≤ < − ⇒ − ≤ < − ⇒ = −

 − ≤ < ⇒ − ≤ < ⇒ = −



≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =



≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =

 = ⇒ = ⇒ =


1
6 6 2 2

3

1
2 1 6 3 2

3

1
1 0 3 0 1

3

1
0 1 0 3 0

3

1
1 2 3 6 1

3

1
2 6 2

3

x x

x x y

x x y

x x y

x x y

x x y
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[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

x x x y

x x x y

y x x x x y

x x x y

x x x y

− ≤ − < − ⇒ < ≤ ⇒ − = − ⇒ = −
 − ≤ − < ⇒ < ≤ ⇒ − = − ⇒ = −


= − ⇒ ≤ − < ⇒ − < ≤ ⇒ − = ⇒ =
 ≤ − < ⇒ − < ≤ − ⇒ − = ⇒ =


− = ⇒ = − ⇒ − = ⇒ =

2 1 1 2 2 2

1 0 0 1 1 1

0 1 1 0 0 0

1 2 2 1 1 1

2 2 2 1

ب(

---------------------------------------------------------------

5-T براي مثبت مقدار برقرايكمترين به توجه با
, ( ) [ ]

[ ] [ ] ( )

T Z f x T x T x T

x T x T x x f x

∈ + = + − + =

+ − − = − = ⇒

برابر صحيح اعداد براي Tتساوي = .است1

كنيم مي رسم تناوب دوره طول به اي درفاصله را تابع .نمودار
[ ] [ ]T x x y x x x

x
y x

y

= ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ = − = −

⇒ = ⇒

1 0 1 0 0

0 1

0 1

---------------------------------------------------------------

1ا)الف-6 اندازه به نتقال
2

ب پائين باضريب2)به yانبساط محور بالادرامتداد به واحد يك انتقال هاو
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برابرند-7 تابع دو .اين

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] [ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

x x y x

x x y x

y x x x y x

x x y x

x x y x

− ≤ − < − ⇒ − = − ⇒ = − ≤ <
 − ≤ − < ⇒ − = − ⇒ = − ≤ <


= − ⇒ ≤ − < ⇒ − = ⇒ = ≤ <
 ≤ − < ⇒ − = ⇒ = ≤ <


≤ − < ⇒ − = ⇒ = ≤ <

2 3 1 3 2 2 1 2

1 3 0 3 1 1 2 3

3 0 3 1 3 0 0 3 4

1 3 2 3 1 1 4 5

2 3 3 3 1 2 5 6

[ ]

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ]

x x y

x x y

y x x x y

x x y

x x y

≤ < ⇒ = ⇒ = −
 ≤ < ⇒ = ⇒ = −


= − ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ =
 ≤ < ⇒ = ⇒ =


≤ < ⇒ = ⇒ =

1 2 1 2

2 3 2 1

3 3 4 3 0

4 5 4 1

5 6 5 2

---------------------------------------------------------------

8-( ) ( ) [ ]

x

f x x f x x

x

< <


= ≤ < ⇒ = +
 ≤ <

2 0 1

4 1 2 2 2

6 2 3

---------------------------------------------------------------
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1-sin , ( ) cos cosα = + α = ⇒ α = − =
3 3 9 162 2 2

1 1
5 5 25 25

sin
cos , tan

cos

α
⇒ α = α = = ÷ =

α

4 3 4 3

5 5 5 4
)αاول ⇒cos)درربع α = ±

4

5

cos , sin ( ) sinβ = − β + − = ⇒ β = − =
5 5 25 1442 2 2

1 1
13 13 169 169

sin
sin , tan

cos

β −
⇒ β = − β = = − ÷ =

β

12 12 5 12

13 13 13 5
)βسوم ⇒sin)درربع β = ±

12

13

cos( ) cos .cos sin .sin ( ) ( )

sin( ) sin .cos cos .sin ( ) ( ) .

tan tan
tan( )

tan . tan

− −
= α − β = α β + α β = × + × = −

− −
= α + β = α β + α β = × + × = − ⇒ =

+
α + β

α + β = = = = −
− α β

− × −

4 5 3 12 56

5 13 5 13 65

3 5 4 12 63 3528

5 13 5 13 65 4225

3 12 63

634 5 20

3 12 41 16
1

4 5 5

A

B A B

---------------------------------------------------------------

2-

cos( ) cos( ) sin

sin

( sin .cos( )) sin .cos

sin sin .cos

y

y
S

S

S S

α − = = − α = α

× α
= =

α α α α
= =

α α
= ⇒ α =

90 90
1

1

1
2 2

1
22

2 2 2 2 2

21 2
2 2

---------------------------------------------------------------

3-

cos
sin ( )

cos

x
y x

cos x x

x
T

y

−
= − = −

= − + =

π π π
ππ

= = π ⇒
−

1 22
3 6 3 6

2

3 3 3 2 3 2

3
02

4 2 4
2

3 0 3 0 3
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4-
sin( ) sin .cos cos .sin sin sin .cos

cos( ) cos .cos sin .sin cos cos sin

α + α = α α + α α⇒ α = α α

α + α = α α − α α⇒ α = α − α

2 2

2 2
2

---------------------------------------------------------------

5-tan tan tan
tan( ) tan

tan . tan tan

α + α α
α + α = ⇒ α =

− α α − α

2
2

21 1

---------------------------------------------------------------

6-α سوم( sin)درربع , sin cos cosα = − α + α = ⇒ α = −
12 52 2

1
13 13

πچون α π
≤ ≤

3

2 2 4
αپس

2
است دوم ربع .در

)α

2
دوم ربع cos)در

sin ( ) sin

+
α − α α

= = = ⇒ =

5
1

1 9 92 13

2 2 2 13 2 13
  

tan( )
α

⇒ = −
3

2 2
)α

2
دوم ربع cos)در

cos ( ) cos

−
α + α α

= = = ⇒ = −

5
1

1 4 42 13

2 2 2 13 2 13

---------------------------------------------------------------

7-
sin( ) (sin .cos cos .sin )

( sin cos ) ( )(sin cos ) sin cos

x x x

x x x x x x

π π π
+ = + =

+ = + = +

2 2
4 4 4

2 2 2
2 2

2 2 2

الف(

(sin cos ) sin sin .cos cos sin .cos sinx x x x x x x x x= + + = + = +2 2 2
2 1 2 1 ب(2

sin sin
( )

tan sin .coscos cos sin .cos sin
cos ( )tan sin cos sin

cos cos

x x

x x xx x x x x
xx x x x

x x

= = = = =
×+ +

+

2
2 2

2 2
2 2

2 2 2 2 11
1

2 2

ج(

sin

tan cos sin cos sincos cos
tan sin cos sin

cos

x

x x x x xx x
x x x x

x

−
− − −

= = = =
+ +

+

2

1
2 2 2 2 221

2
2 2 2 2 11

1
2

د(
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سوال 7cosادامه cos ( ) ( cos )

( cos cos ) cos cos

x x x

x x x x

= − = − −

= − + − = − +

2 2 2
4 2 2 1 2 2 1 1

4 2 4 2
2 4 4 1 1 8 8 1

ه(

---------------------------------------------------------------

8-H دلخواه وازنقطه رسم دلخواه خطي طول1آبرپاره به عمودي Aرسمن را عمود انتهاي ناميمو .مي

A زاويهاز −,به α − β90 خط90 پاره به AHBنسبت , رادر اوليه خط پاره تا كندCرسم .قطع

مثلثاتي نسبتهاي تعريف به توجه با

sin , sin
sin sin

tan , tan
tan tan

sin( ( )) ( )( ) sin( )
sin sin

( )( ) ( )
tan tan

α = ⇒ = β = ⇒ =
α β

α = ⇒ = β = ⇒ =
α β


= × × − α + β = α + β α β 


= × = + = +
α β 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1801

2 2

1 1 1 1 1
12

2 2 2

AB AC
AB AC

CH BH
CH BH

S AB AC

S BC AH CH BH

,حكم S S= ⇒1 2

---------------------------------------------------------------
9-، داريم سينوسها قانون و نسبتها تعريف به توجه با

cos cos

sin , sin

sin( ) sin( ) sin( )
:

cos

sin( )
( )( cos ) (sin )( cos ) ( sin )(cos )

cos

sin( ) sin .cos sin .cos

AB b

AC AD b

BCD CD
CD

S S SBCD ABC BDA

b b b

= β = α

= β = α

+ α β − α β − α
∆ = ⇒ =

α

= −

β − α
⇒ α = β α − α β

α

⇒ β − α = β α − α β

90

1

1 1 1

2 2 2

---------------------------------------------------------------
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1-

sin cos sin( ) sin( ) sin( )x x x x

x k x k

or

x k x k

π π π
− = ⇒ − = ⇒ − = = =

π π π
− = π + ⇒ = π +


⇒ 

 π π
 − = π + π − ⇒ = π + π


1 2
1 2 1

4 4 2 42

2 2
4 4 2

2 2
4 4

الف(

بازه در ]جوابهاي , ]−π πاز }عبارتند , , , , }
π π

−π − π0
2 2

----------------------------------------------------
sin .cos cos cos ( sin )

cos cos( )

sin sin( )

k

or

k

or

k

θ θ + θ = ⇒ θ θ + =

π π
θ = = ⇒ θ = π ±



 π ⇒ θ = π − 
 π

θ = − = − ⇒ 
  π θ = π +
 

2 2 0 2 2 0

0 2
2 2

2
4

2

2 4
5

2
4

ب(

بازه در ]جوابهاي , ]−π πاز }عبارتند , , , }
π π π π

− −
5

2 2 4 4

----------------------------------------------------
sin .sin

tan . tan cos .cos sin .sin
cos .cos

cos( ) cos cos

x x
x x x x x x

x x

k
x x x x k x

= ⇒ = ⇒ − =

π π π π
⇒ + = ⇒ = = ⇒ = π ± ⇒ = ±

2
2 1 1 2 2 0

2

2
2 0 3 0 3 2

2 2 3 6

ج(

يعنيالبت كنيم حذف آمده دست به جوابهاي از را مخرج جوابهاي كه داشت توجه بايد ه

{ | } { , | }
k

k Z k k k Z
π π π π

= ± ∈ − π ± π ± ∈
2

2
3 6 2 4

جواب مجموعه

بازه در ]جوابهاي , ]−π πاز }عبارتند , , , }
π π π π

− −
5 5

6 6 6 6
اعداد ,كه

π π
−
2 2

مخرج چون

شدند حذف جوابها از كردند .راصفرمي
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( ( )) sin
− ± − ±

∆ = − − = > ⇒ = =
1 9 1 32

1 4 2 1 9 0
4 4

t)د

sin

sin

− − π
= = − ⇒ = π −



 − + π π
 = = ⇒ = π + = π +


1 3
1 2

4 2

1 3 1 5
2 2

4 2 6 6

t t k

or

t t k or t k

بازه        در ]جوابهاي , ]−π πاز عبارتند








−
6

5

62

πππ
,,

----------------------------------------------------

cos cos cos cos cos cos

cos

cos ( cos )

cos

x x x x x x

x x k

x x or

x x k

− + = ⇒ − − + = ⇒ − =

π
= ⇒ = π ±


⇒ − = ⇒ 

 π
 = ⇒ = π ±


2 2
2 1 0 2 1 1 0 2 0

0 2
2

2 1 0

1
2

2 3

ه(

بازه در ]جوابهاي , ]−π πاز }عبارتند , , , }
π π π π

− −
2 2 3 3

----------------------------------------------------
sin sin sin sin .cos sin

sin

sin ( cos )

cos

+ + = ⇒ + = ⇒

π
= ⇒ = π⇒ =


+ = ⇒ 

 π
 = − ⇒ = π ±


3 2 0 2 2 2 0

2 0 2
2

2 2 1 0

1 2
2

2 3

x x x x x x

k
x x k x

x x or

x x k

و(

بازه در ]جوابهاي , ]−π πاز }عبارتند , , , , , , }
π π π π

− − π π −
2 2

0
2 2 3 3

----------------------------------------------------
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دوم حل )و(راه

sin sin sin sin sin .cos sin sin

sin sin sin .cos sin ( sin ) sin .cos

sin .cos sin .cos sin .cos ( cos )

sin

sin ( cos )

cos

+ + = + + − =

− + = − + =

+ = + =

π
= ⇒ = π⇒ =


+ = ⇒ 

π
= − ⇒ = π ±

3
2 3 2 3 4 0

3 2
4 4 2 4 1 2

2
4 2 2 2 1

2 0 2
2

2 2 1 0

1 2
2

2 3

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x

k
x x k x

x x or

x x k




----------------------------------------------------

2-

( ) ( ) ( ) ( )( ) cos

( ) cos

( )
cos

( )

( ) ( ) ( )( ) cos

( ) cos

( ) ( )
cos

( ) ( )

( )

= + + − + α

⇒ = + + − + α

+
⇒ α = = = ⇒ α =

+

= + + − + β

⇒ = + + − + β

− + +
⇒ β = = =

− + +

⇒ β = ⇒ θ = − + =

2 2 2
2 2 1 3 2 2 1 3

4 2 4 2 3 2 2 1 3

2 1 3 1 2
45

22 2 1 3 2

2 2 2
2 2 1 3 2 2 1 3

2 4 4 2 3 4 1 3

2 3 3 3 3 1 3

24 1 3 2 1 3

30 180 30 45 105

�

� �

---------------------------------------------------------------
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ODB,OCEدو-1 همنهشتند∆∆ ضلع ويك وتر حالت به

a cosبنابراين 1−=θشكل طبق و
2

1 π
θ =−+ asinپس

داريم جايگذاري با
2

11 π
=−+−

asinacos

ODB,OCEدو همنهشتند∆∆ ضلع وترويك حالت به

βαمقداربنابراين شكل= طبق و
2

11 π
βπα =−−=−+ acos,asin

داريم جايگذاري با
2

111

2

1 ππ
π =−+−⇒−+=−− acosasinacosasin

-----------------------------------------------

OBF,OCEدو-2 همنهشتند∆∆ ضلع ويك وتر حالت به

BOF EOCبنابراين آنها∠=∠ متمم پسبنابراين برابرند

x زاويه جهت به توجه sin)x(sinبا 11 −−=−−

OBD,OCHدو ضلع∆∆ ويك وتر حالت به

−=θپسهمنهشتند
x

1cosشكل به توجه با و

πθ =+−− )(cos x
داريم1 جايگذاري با

xxxx
1111 −−=−−⇒=−+−− cos)(coscos)(cos ππ

---------------------------------------------------------------

3-1(HCxxCOHxOC =−⇒−=∠⇒= )sin(coscos 11

2 1ازطرفي
12

1
22

xxxOCOHHC −=−⇒−=−= )sin(cos

2(sin cos(sin )if OB x COH x x OC
− −= ⇒∠ = ⇒ =1 1

2 1ازطرفي
12

1
22

xxxHCOHOC −=−⇒−=−= )cos(sin



---------------------------------------------------------------
صفحه مسائل رياضي129حل رشته دبيرستان سوم 60صفحهحسابان

---------------------------------------------------------------

4-tan
tan tan ,sin sin( tan )

tan

x
x x x

x

−θ− = θ⇒ θ = θ = ⇒ =

+ θ +

1
1

2 2
1 1

ترتيب همين cos(tanوبه )
x

x

x

− =

+

1

2
1

.

---------------------------------------------------------------

تابع-5 براي دانيم sinyمي x
−= برابر1 ]دامنه , ]−1 متقارن(است1 مسأله)دامنه داريم2وطبق

sin ( ) sin ( )x x
− −− = −1 است1 فرد سينوس معكوس تابع .بنابراين

cosهمچنين ( ) cos ( )x x
− −− = π −1 cosپس1 ( )y x

−= است1 فرد نه و زوج .نه

براي tanونيز ( )y x
−= برابر1 )دامنه , )−∞ و)متقارندامنه(است∞+

tan ( ) tan ( )x x
− −− = −1 است1 فرد تانژانت معكوس تابع .بنابراين

---------------------------------------------------------------

6-
tan

tan tan

tan

x

x x
x

x

π −< < − −> ⇒ ⇒ < + < π
π− < <



1
0

12 1 1
0 0

11
0

2

cos(tan tan ) cos

cos(tan ).cos(tan ) sin(tan ).sin(tan ) cos

( ) ( )

( ) ( )

cos

x
x

x x
x x

x xx x

x x
x x

x x

x x

− −+ = θ

− − − −⇒ − = θ

⇒ × − ×

+ ++ +

π
= − = = θ⇒ θ =

+ +

11 1

1 11 1 1 1

1 1

2 1 2 12 21 11 1

0
2 2 21 1

---------------------------------------------------------------
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1-/ / / / / /

?/ / / / / /

x

y

− − −

− − − − − −

0 1 0 01 0 001 0 0 001 0 01 0 1

1 1 1 01 1 001 0 999 0 99 0 9
الف(

lim lim limy y y

x x x

= = − ⇒ = −
+ −→ → →

1 1

0 0 0

--------------------------------------------------------

/ / / / / /

?/ / / / / /

x

y

− − − − − − −1 1 1 01 1 001 1 0 999 0 99 0 9

2 21 2 02 2 002 2 0029 2 029 2 271
ب(

lim lim limy y y

x x x

= = ⇒ =
+ −→− →− →−

2 2

1 1 1

--------------------------------------------------------

/ / / / / /

?/ / / / / /

x

y

1 9 1 99 1 999 2 2 001 2 01 2 1

1 9 1 99 1 999 4 002 4 02 4 1
ج(

در تابع پس نابرابر وراست چپ xحد = نيست2 حد lim,داراي limy y

x x

= = ⇒
+ −→ →

4 2

2 2

--------------------------------------------------------

/ / / / / /

?/ / / / / /

x

y

− − −0 1 0 01 0 001 0 0 001 0 01 0 1

0 994 0 9999 0 999999 0 999999 0 9999 0 994
د(

lim lim limy y y

x x x

= = ⇒ =
+ −→ → →

1 1

0 0 0

--------------------------------------------------------

/ / / / / /

?/ / / / / /

x

y − − −

0 9 0 99 0 999 1 1 001 1 01 1 1

1 57 4 99 15 81 15 81 4 99 1 57
ه(

در xتابع = ندارد1 lim,حد limy y

x x

= +∞ = −∞ ⇒
+ −→ →1 1

--------------------------------------------------------

/ / / / / /

?/ / / / / /

x

y

− − −0 1 0 01 0 001 0 0 001 0 01 0 1

0 499 0 49999 0 4999999 0 4999999 0 49999 0 499
و(

lim lim lim/ /y y y

x x x

= = ⇒ =
+ −→ → →

0 5 0 5

0 0 0
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2-

...............

[ ] , /

...............

lim lim

/ /

x
y x a y

x

y y

x x


 ≤ <

= = ⇒ = 
≤ <



⇒ = =
+ −→ →

0 0 1
1 2

1 1 2

1

1 2 1 2

الف(

--------------------------------------------------------

/
,

/

,

/

/

,lim lim lim

x
x x

y

a y x

x
x x

y

y y y

x x x


+ <




= = =

− + > ⇒


⇒ = = ⇒ =
+ −→ → →

1 1 5 2
2

1 2
2 3 25 5

2 6 2

2 2 5 3
2

9 2
5 2 75 0

5 5 5

2 2 2

ب(

--------------------------------------------------------
.....................

,

, [ ]

,

.....................

x
x x

y
a y x x

x
x x

y



 − ≤ <


= = − = 


− ≤ <



1 2
1 1 2

0 1

2
2 3

2 2 3
0 1

ج(

ندارد lim,وجود lim lim⇒ = = ⇒
+ −→ → →

0 1

2 2 2

y y y

x x x

--------------------------------------------------------
, ,

lim

a y x

x
y

y
x

= − = − −

− −
⇒ = −

− −
→−

3 1 1

8 3 0 1
1

2 1 0 1
3

د(
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, ,
| |

xx
a y

yx

− −
= =

− −

2 1 1 2 3
0

1 1 1 1 1
ه(

ندارد lim,وجود lim limy y y

x x x

⇒ = = − ⇒
+ −→ → →

1 1

0 0 0

---------------------------------------------------------------

3-x مقدار aوقتي به همسايگي yدرآن مقدار شود مي fنزديك , دوتابع هر استgبراي .يكسان
( مقدار اگر f(يعني x( يعني آن معادل شود نزديك عددي g(به xميشود نزديك عدد همان به .هم

---------------------------------------------------------------

4-,lim limy y

x x

← = = −
+ −→ →

1 1

2 2

,lim lim Dy y f

x x

= = ∉ →
+ −→ →

0 1

1 1

--------------------------------------------------------

, ( )lim lim fy y

x x

← = = =
+ −→ →

0 0 1

0 0

( )lim lim fy y

x x

= = = − →
+ −→− →−

0 1

1 1



---------------------------------------------------------------
صفحه مسائل صفحه143حل رياضي رشته دبيرستان سوم 64حسابان

---------------------------------------------------------------

ندارد lim,وجود limy y

x x

← =
+ −→ →

1

1 1

, ,lim lim Dy y f

x x

= = − ∉ →
+ −→ →

1 1 0

0 0

--------------------------------------------------------

در xتابع = هم0 دربين گنگ و گويا اعداد چون راست از ولي است صفر برابر چپ حد داراي

1 , مقدار دو تابع مقدار ، اند شود2پراكنده نمي نزديك هيچكدام به و ميكند اختيار .را

( ) ,

,

<


← = > ∈
 > ∉

0 0

1 0

2 0

x

f x x x Q

x x Q

( )

<


= →
− >

0 0

1
0

x

g x
x

x

---------------------------------------------------------------
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5-( ) ,
x

x t t t t
y

= − ≥ ⇒
0 1 2 3 4

2
0

0 0 2 6 12

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / /

/ / /

/ / /

x x x x x xx

t

answer

− − −∆

∆ − − −

2 1 2 2 01 2 2 001 2

2 1 2 2 01 2 2 001 2

3 1 3 01 3 001

نزديكي در متوسط tسرعت = 23 عدد شودبه مي نزديك

لحظه سرعت لحظهيعني در tاي = .است3برابر2

---------------------------------------------------------------
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1-( )( )
lim lim( )lim

x x x x
x

x x x x
xx

− + − +
= = = + =× +

− + − →
→→

4 2 4 2
4 2 42

2 2 4
4

44

الف(

( )( ... )
lim lim

lim ( ... )

n n n
x x x x x

x x
x x

n n n nx x x

x

− −− − + + + +=
− −

→ →

− −= = − + =+ + + +

→

1 2
1 1 1

1 1

1 1

1 2 1 11

1

ب(

sinsin sin
lim ( )lim lim ( )

+
= = + =++ =

→→ →

2 2 2 2
22

1 1 21
2 2 2

00 0

xx x x x

xx x x
xx x

ج(

( )( )
lim lim lim

( )( )

x x x x x x x

x x xx
xxx

+ ++ + + − + − += = = = −
− −+ − −−

→−→−→−

3 2 2 1 1 22 1 2 2 2
2 1 11 1 11

111

د(

sin( )lim sinx x
x

= × =+
→

2 0 1 01

0

ه(

( cos )( cos )sin cos lim ( cos )limlim lim
coscos cos

x xx x x
xx x

xxx x

− +−= = = =+
−− − →→→ →

2 2 1 11
21

11 1
000 0

و(

( sin ( )) sin ( ) sin
cos

lim lim lim lim

( )( )

x x x

x x

xx x x
x x

x
xx

 
− −  −

= = = = × = 
 

→ →  
→→

2
2 2

1 1 2 2
1 02 2 2

1 0
2 2 24

0 0 2
4

0
0

ز(

cos cos
lim

sin sin

x

x

x

− − π
= = =

π

→π

1 1 2
2

1

2 2

ح(
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cos cos sin
lim lim

sin cos sin cos

(cos sin )(cos sin )
lim (cos sin )

sin cos

x x x

x x x x

x x

x x x x

x x

x

−
=

− −
π π

→ →

− + π π
= = − + == −

−
π

→

2 2
2

4 4

2
4 4

4

ط(

---------------------------------------------------------------

2-x كه )aبههنگامي اگر شود مي f(نزديك xبهLفاصله كه آنست معناي به شود نزديك
( )f xتاLمقدار ديگر عبارت به شود مي نزديك صفر وبه شده كمتر و )كم )f x L−صفر به

يعني ، شود مي limنزديك ( ) lim ( )f x L f x L

x a x a

= ⇔ − =

→ →

0

---------------------------------------------------------------

3-x از مقاديري )كهبراي )f xاست بالا(مثبت كه ازنمودار xقسمتي محور تابع)هاستي دو

, | |f fx از مقاديري براي و )كهبرابرند )f xاست x(منفي محور آنكه)هازير جاي به

مقا از شودتابع مي نزديك صفر به مثبت مقادير از شود نزديك صفر به منفي .دير

است صفر برابر حد حالت دو هر در .پس

---------------------------------------------------------------

خلف-4 fاگر)برهان g+درx a=چوندارا باشد حد xدرfي a=حد قضاياي بنابر دارد حد

( )f g f g+ − در= xهم a=است فرض خلاف كه دارد .حد

---------------------------------------------------------------

5-

( ) , ( ) , ( ) ,( )

lim ( ) , lim ( ) , lim ( ) , lim ( )

lim ( ) ( ) , lim ( ) ( ) lim ( ) ( )

x x x
f x g x f g xx

x x x

f x f x g x g x

x x x x

f x g x f x g x f x g x

x x x

> − > >  
= = + = = ≠  

− < < < 

= = − = − =
+ − + −→ → → →

+ = + = ⇒ + =
+ −→ → →

1 0 1 0 0 0
0 0

1 0 1 0 0 0

1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0
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6-| | | |
( ) | | , ( ) , ( . ) ,( )

x x x
f x x g x f g x xx

x x x
= = = = = ≠

2 2

0

ندارد limوجود ( ) , lim ( ) , lim ( ) lim ( )f x g x g x g x

x x x x

= = = − ⇒
+ −→ → → →

0 1 1

0 0 0 0

lim ( . ) lim( )f g xx
x

x

= =

→
→

0

0
0

---------------------------------------------------------------

است-7 شده تعريف صفر اطراف در ازاي.بلي به زيرا x,خير k Z
k

= ∈
π

1

2
sinمقدار

x

1

ازاي به و صفر x,برابر k Z

k

= ∈
π

π +

1

2
2

sinمقدار
x

1
1 عبارتبرابر دو اين و باشد مي

k ازاي به گرفترا نزديك صفر به توان مقدارمي هر به مناسب صفر.ي همسايگي در بنابراين
ندارد حد و شود نمي نزديك ثابتي عدد .به

| sin | , | | | | | sin | | | | sin | | | , lim | |x x x x x x
x x x x

≤ ≥ ⇒ × ≤ × ⇒ ≤ =

→

1 1 1
1 0 1 0

0

فشردگي ق طبق limپس sinx
x

x

=

→

1
0

0

.

---------------------------------------------------------------
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1-| |
x

y x
y

= − + ⇒
0 1 2

1 2
3 2 3

الف(

ناپي و است پيوسته نقاط تمام در نداردتابع .وستگي

--------------------------------------------------------
.............

,

[ ] ,

,

.............

x
x x

y

x
y x x x x

y

x
x x

y



 ≤ <




= + = + ≤ <


 + ≤ <




0 1
0 1

0 1

1 2
1 1 2

2 3

2 3
2 2 3

4 5

ب(

نقاط تمام در xتابع n Z= است∋ .ناپيوسته

--------------------------------------------------------

,

| |

,

x
x x

y
y x x

x
x

y


≥


= + = 

−
<



0 1
2 0

0 2

0 1
0 0

0 0

ج(

نقاط تمام در xتابع R∈ندارد ناپيوستگي و است .پيوسته

--------------------------------------------------------

( ) ,

,

x

x x x

yy

x
x x

y


−

 − ≤
 −= 



− + >


1 1
0 1

2 2
1 1

3 1
0 0

4 4

1 2
2 1

1 0

د(
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سوال )د(قسمت1ادامه

جز به نقاط تمام در xتابع = است1 .پيوسته

):يادآوري ) ( )x x x x x x x− = − = − + − = − −
1 1 1 12 2 2

1
4 4 2 4

سهمي رأس )پس , )−
1 1

2 4
.است

---------------------------------------------------------------

2-

lim lim

lim lim

y x a a

xx
a a a

y x ax a a

xx

= − = −
+ + →→

⇒ − = − ⇒ = −
= − + = − + = −

+− →→

2 1 2

11
1 2 2 1

2
1 1 1 2

11

---------------------------------------------------------------

است-3 جواب بدون دستگاهي كه باشد برقرا بايد اخير تساوي پيوستگي مقدار.براي هيچ ازاي به پس

a دراز xتابع = نيست0 .پيوسته

lim lim lim
| |

lim lim lim
| |

( )

ax ax
y a

x x
x

xx

a aax ax
y a

x x
x

xx

f


= = =

+ → ++ →→


⇒ = − = = = = − −− → +− →→
 =

0
00

1

0
00

0 1

---------------------------------------------------------------

)تابع-4 )
x x

f x
x

 ≠
= 

=

3
0

1 0

xدر = 0

ولياست0برابرحدداراي ،

نيست پيوسته نقطه اين .در

---------------------------------------------------------------

در-5 xتابع = در0 xو = راست1 نابرابرحد چپ بنابراينداردو

ندارد حد نقاط اين استپسدر ناپيوسته نقاط .دراين
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6-f , تابع دو xدرgاگر a=يعني باشند limپيوسته ( ) ( ) , lim ( ) ( )= =

→ →

f x f a g x g a

x a x a

آنگاه

روش همين به

f , اگر تقسيم براي )gولي و يكسان دامنه g(داراي xa همسايگي يك باشددر صفر غير

)آنگاه ) ( )
lim

( ) ( )
=

→

f x f a

g x g a

x a

باشد*تذكر* نشده تعريف نقطه چپ سمت ودر باشد داشته راست پيوستگي تابع اگر جديد تعريف طبق

f , تابع دو قضيه اين بودن معتبر براي پس شود مي خوانده باشgپيوسته داشته يكسان دامنه .ندبايد

---------------------------------------------------------------

7- f , تابع دو gRدامنه پسبرابر }است | ( ) }= ∈ ∈ =D x D f x D Rgof f g

اينصورت xدرfاگرتابعدر a=g تابع و بوده )درپيوسته )f aباشد پيوسته

تابع xدرgofآنگاه a=و است پيوسته
                                  lim ( )( ) ( )( )=

→

gof x gof a

x a

---------------------------------------------------------------

lim ( ) lim ( ) ( )( )

lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )( )

+ = +

→→

= + = + = +

→ →

f g f x g xx
x ax a

f x g x f a g a f g a
x a x a

lim ( ) lim ( ) ( )( )

lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )( )

× = ×

→→

= × = × = ×

→ →

f g f x g xx
x ax a

f x g x f a g a f g a
x a x a
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1-( ) ( )
lim lim '( )

f x f a c c
f a

x a x a
x a x a

− −
= = =

− −
→ →

الف(0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim '( )

f x f a x a x a
f a

x a x a x a
x a x a x a

− + − + −
= = = =

− − −
→ → →

3 5 3 5 3
ب(3

( ) ( ) ( )( )
lim lim lim

'( )

x t x a t a t a t t a ta a

t a t a t a
t a t a t a

a a a a a x a

− − − + + +
= =

− − −
→ → →

= + + + = =

4 4 3 2 2 3

3 3 3 3 3
4

ج(

( ) ( ) ( )( )
lim lim lim

lim lim
( )( )( ) ( )( ) ( )

u ua a auu a

y u y a u au a

u a u a u a
u a u a u a

u a

u a u a u a a
u a u a

+ − −
−

− + ++ += =
− − −

→ → →

−
= = =

+ + − + + +
→ →

1 11 1

1 1

21 1 1 1 1

د(

( ) ( )
lim lim lim

( )

lim lim
( )( ) ( )

a x

k x k a x a xa

x a x a x a
x a x a x a

a x

xa x a x a xa x a a a

x a x a

−
−

−
= =

− − −
→ → →

− − −
= = =

− + +

→ →

1 1

1 1

2

ه(

---------------------------------------------------------------

2-

( )( )( )
'( ) lim lim lim

( )( )

( )
lim

( )

x

x xxxm y
xx x x

x
x

x

x

x

x

−
−

− +++= = = =
−− + −

→
→

→

− +
= = − = −

+

→

2
11 1

22 2 1 12 11
1

1 21 2 1 1
1 1 1

1

1 2 1

2 4 22 1

1

الف(
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سوال )الف(2ادامه

مماس )معادله ) ( , ) ( )x y A y x y x= ⇒ = = ⇒ ⇒ − = − − ⇒ = − +
+

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 21 1

قائم 'معادله ( )m m y x y x= − ⇒ = ⇒ − = − ⇒ = −
1 1 3

2 2 1 2
2 2 2

--------------------------------------------------------

'( ) lim lim

( )( )

( )( )
lim lim

( )( ) ( )

x x
m y

x
x x

x
x

x x x

x x x

x x

− − −
= − = =

+
+ − +→−

→−

− + −
= = = =

+ − + − +

→− →−

2 2
4 3 1

1
1 2

1 4 3
1

1

1 1 1 2 3

32 2 2 3
1 4 3 4 3

1 1

ب(

( ) ( ) , ( , )x y m A= − ⇒ − = − − = ⇒ = −
32

1 1 4 1 3 1 3
3

مماس )معادله )y x y x− = + ⇒ = +
3 3 4 3

3 1
3 3 3

' , ( , )m m A= ⇒ = − = − −
3 3

3 1 3
3 3

قائم )معادله )⇒ y x y x y x− = − + ⇒ − = − − ⇒ = −3 3 1 3 3 3 3

---------------------------------------------------------------

3-( ) | |
x

y x x
y

− −
= + ⇒

2 1 0
2 1

2 0 2
الف(

نقطه )در , )A −1 دار(0 زاويه و)نقطه نيست پذير مشتق

' ( ) , ' ( )y y
−

− = = − = = −+ −
2 2

1 2 1 2
1 1

--------------------------------------------------------
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سوال )3ادامه )

x
x x

y
y x

x
x x

y

− −
+ ≤ ⇒


= 


− + > ⇒ −

2 1 0
2

1 0
5 2 1

0 1 2
2

1 0
1 0 3

ب(

است پذير مشتق نقاط تمام 'در ( ) ' ( )y y= =+ −0 0 0

--------------------------------------------------------

( ) | |
x x

y x x

x x or x

 − − ≤ ≤
= − = 

 − > < −

2
1 1 12

1
2

1 1 1

ج(

نقاط در x,د x= = −1 زيرا1 نيست پذير مشتق

( )( )
' ( ) lim lim

( )( )
' ( ) lim lim

x x x
y

x x

x x

x x x
y

x x

x x

− − − +
= = =+

− −
+ +→ →

− − − +
= = = −−

− −
− +→ →

2
1 0 1 1

1 2
1 1

1 1

2
1 0 1 1

1 2
1 1

1 1

( )( )
' ( ) lim lim

( )( )
' ( ) lim lim

x x x
y

x x

x x

x x x
y

x x

x x

− − − +
− = = =+

+ +
+ +→− →−

− − − +
− = = = −−

+ +
− −→− →−

2
1 0 1 1

1 2
1 1

1 1

2
1 0 1 1

1 2
1 1

1 1

--------------------------------------------------------

( )

x
x

y x x x
y

x

<


= − + ≤ ≤ ⇒ − − >

1 0
0 1

2 1 0 1
1 1

1 1

د(

نقاط x,در x= =0 نيست1 پذير .مشتق

' ( ) , ' ( ) , ' ( ) , ' ( )y y y y= = − = = −− + + −0 0 0 2 1 0 1 2
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4-

( ) ,

' ( ) , ' ( ) , ' ( ) ' ( )

, ( )

x x
y x x y x

y y

y x y x y x y x
x

x x b
x

b y x

= ⇒ = ⇒

= = =

⇒ = ⇒ = ⇒ = + =

⇒ = − = ⇒ = +

0 1 4 9 0 1 2
21 2

0 1 2 3 0 2 4

1
21 2 1 2

2

1 1 1 1 1
2 2

4 16 16 162

1 1 1 1
2

4 8 8 8

1 اندازه به اگر پس
8

yنمودار x= در2 نمودار دو ببريم بالا )را , )A
1 1

16 4
شد خواهند .مماس

---------------------------------------------------------------

)نمودار-5 )g x( نمودار f(ازانتقال xb اندازه آيدبه مي دست به پائين يا بالا به b(واحد )علامت

كند نمي تغييري آنها شيب شوند مي موازي مرسوم مماس خط دو چون .بنابراين

است برابر هم با باشد موجود دلخواه نقطه در آنها مشتق اگر .يعني
( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )

'( ) lim lim lim '( )
g x g a f x b f a b f x f a

g a f a
x a x a x a

x a x a x a

− + − + −
= = = =

− − −
→ → →

---------------------------------------------------------------

6-

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( )( )
lim lim

( , ) , ( , )

a a
m

a aOA

f x f a x a
m

x a x aOA
x a x a

x a x a x a a
a a a a

x a x a a
x a x a

a A B

+ − +
= =

−

− + − +
= =

− −
→ →

− − + +
= = = ⇒ = ⇒ + =

− −
→ →

⇒ = ± ⇒ −

2 2
1 0 1

0

2 2
1 1

2 2 2
1 2 2

2 2 1 2

1 1 2 1 2

---------------------------------------------------------------

7-
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

'( ) lim lim lim ( )

'( ) '( ) '( )

g x g b f ax f ab f ax f ab
g b a

x b x b ax ab
x b x b x b

af ab g x af ax

− − −
= = =

− − −
→ → →

= ⇒ =
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1-' ( )( ) ( )( )y x x x x x x
x

= − − + + − − −
12 3 2

3 2 5 1 1
2

y'ب( x
x

= +
43

4
5

الف(

' ( )( ) ( )( ) ( ) ( )y x x x x x x x x= − + + − + + + + + −2 2 2
2 4 3 5 3 2 1 5 2 1 4 ج(3

( )

'
( ) ( )

x x
xxy

x x

+ −
+

= =
+ +

1
2

42

2 2
2 2 2

'ه(
( )

x
y

x

−
=

−

2
6

3 2
1

د(

---------------------------------------------------------------

2-1 برابر شيب يعني سوم و اول ربع نيمساز )'(موازي )y x = 1(

نقطه 'دو ( , ) , ( , )y x x x x A B= − = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ± ⇒ − − −2 2 2
3 2 1 3 3 1 1 1 7 1 5

---------------------------------------------------------------

3-( ) ( )
x

y x x x
y

= − − + + + = − − + ⇒
1 2 3

2 2
4 4 4 16 1 4 2 17

13 17 13

x محور موازي صفرمماس برابر شيب يعني y'پسها x x= − + = ⇒ =8 16 0 2

( ) ( , )x y B= ⇒ = − − + = ⇒2
2 4 2 2 17 17 2 17

B درنقطه سهمي(فقط x)رأس محور موازي منحني بر هاست،مماس

است تابع ماكسيمم نقطه اين .كه

---------------------------------------------------------------

رادارد-4 خاصيت اين نقطه يك .تنها
x

y x
y

−
= ⇒

1 0 1
2

1 0 1

'

'

y mx b y m m
x m x

y x y x

= + ⇒ = 
⇒ = ⇒ =

= ⇒ = 
2

2 22

--------------------------------------------------------
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سوال |4ادامه |
x

y x
y

− −
= ⇒

4 1 0 1 4

2 1 0 1 2

'

| |
| | ' ,

| |

if m x xy mx b y m
m

x
y x y x

if m x xx x
m


> ⇒ > ⇒ == + ⇒ =  

 
⇒ = ⇒ = ≠

  < ⇒ < ⇒ = − 

1
0 0

2
4

0 1
0 02

2
4

m واگر مثبت برخوردطول محل باشد مثبت

m استاگر منفي برخورد محل طول .منفي
است مفروض خاصيت داراي نقطه يك تنها صورت هر .در

---------------------------------------------------------------

5-
x

y x
y

−
= ⇒

1 0 1
2

1 0 1

'

' , ,

y a
m a y ax a

x a

y b
m y bx b

y b

m m a b ab

−
= = ⇒ = −

−

−
= = ⇒ = −

−

× = − ⇒ × = − ⇒ = −

2
2

2 2

2
2

2 2

1
1 2 2 1

4

�

�

� � �

a, مقادير بايد كهbپس يافت چنان abرا = −
1

4
دارد جواب بيشمار صورت.كه اين در

شامل دستگاه حل داريم�,�با

a b
x

y ab

+
=


 = = −


2

1

4

خط جواب مجموعه yيعني = −
1

4
.است

---------------------------------------------------------------
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6-

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ). ( )

( ) ' lim lim lim( )

( ( ) ( )) ( ) ( )
lim lim lim '( )

( ). ( )( ) ( ) ( ) ( )

f a f x
x a f x f a f x f af f

a x af x a x a
x a x a

x a

f x f a f x f a
f a

f x f a x a f x f a x a f a
x ax a x a

−
−−

= = =
−− −

→ →

→

− − − −
= = × = − ×

− −
→→ →

1 11 1

1

1

1 1

2

---------------------------------------------------------------

7-

( ) ( ( ) ) ' ( ) ' '( ). ( )

( )

'( ) .
. ( )

.

k k k
f x x f x x kf x f x

k
f x x

k k kk f x
kk x

−= ⇒ = ⇒ =

−

⇒ = = =
− −

1
1

1
1

1 1 1

1 1

---------------------------------------------------------------

8-

, ( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )

( )( )( )

, ( ) (( ) ) ( )( ) ( )

( )(( )( )( )

m

m mn n n nm r
r r x x x m x x

n

m m

n n n nm r
m x x x rx

n n

m r r r r
r r x x x x

n

r r r
r x x rx

−
′ ′ ′ ′> = ⇒ = = =

− − −
−= = =

−− − − −′ ′ ′< = ⇒ = = −

− − −= − − =

1 1 1

1

0

1 1
1 1

1 1

2
1

0 1

1 2 1
1

---------------------------------------------------------------

9-
' ( )( ) ( )( )

'

y x x y x x

y x x

x x

− −
= − ⇒ = −

− −
⇒ = − = −

1 1 1 1
1 1

1 1
3 4 3 46 3 6 3

3 4

2 3

3 2 3
3 42

3 44 2 3
4

---------------------------------------------------------------
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1-
( ) '

( ) '

s R
P P P

S SP
P R R

S R R P S

= π

⇒ = π = ⇒ =

π π π= π ⇒ = 
π

π
= π = π ⇒ = ⇒ = π = π⇒ = =

° ° ° ° π

2
2

2

2 4 22
2

22
1 2 1 2 1

2

---------------------------------------------------------------

2-. '( ) .R t R t R t t R t

t t

π = ⇒ = ⇒ = = ⇒ = =
π π π π

π

4 3 3 3 3 1 13 3 33 3 34
3 33 2 2
3 9

الف(

( ) ( ) '( ) ( )S R t t S t t
t

−
π

= π = π = π ⇒ = =
π π π

2 1

3 33 3 32 23 34 4 4 8 8
3

ب(

'( ) ( )
S S S

S R R R R S
S

−
= π ⇒ = ⇒ = ⇒ = =

π π π π π

1

1 12 2 24
4 4 8 4 4

ج(

'( ) ,

'( ) ( )

S R S R R R R

S R

= π ⇒ = π π = π ⇒ = =

⇒ = π = π

42 3 3
4 8 4500 3375 15

3

8 15 120

د(

---------------------------------------------------------------

3-( ) ( )
( )

t

S t t t t
S t

= − = − − + ⇒

4 5 6
5 5 1252 2

25 5 125
60 602 2 2

2

الف(

از تابع اعتبار tدامنه = يعني0 كامل )'تاتوقف )S t = كه0 است

'( )S t t t= − = ⇒ =25 5 0 ]پس5 , ]D
S

= +0 5

'( ) , ( )V S t t t V
m

s

= = − = = ⇒ = − =25 5 0 25 5 0 ب(25

V t t= ⇒ − = ⇒ =0 25 5 0 ج(5

( ) ( ) ( ) /t S= ⇒ = − = =
5 1252

5 5 25 5 5 62 5
2 2

كامل د(توقف
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=)الف-4 ×300 3 است100 كرده طي دقيقه نه رادر فاصله .متر

دودقيق100)ب در را پسمتر است كرده طي vه = =
100

501
2

50 سرعت استيعني دقيقه بر .متر

است)ج نشده طي مسافتي چون است بوده .ايستاده

100100)د سرعت با پس كرده طي دقيقه يك در را حركتمتر اش خانه طرف به دقيقه بر متر

است (كرده )دويده.

است)ه خوانده مي آواز خودش براي و بوده ايستاده اش خانه در .دم

3002چون)و رادر گمتر توان مي ، است كرده طي 150دقيقه متوسط سرعت با درفت متر

است دويده مي مدرسه طرف به .دقيقه

؟؟؟)ز نه يا آيد مي رياضي معلم آيا ببيند بوده منتظر و ايستاده مدرسه در !!!دم

---------------------------------------------------------------
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1-' tan ( tan )
x x x

y = + +
2

1
2 2 2

'ب( cosy x= 3 الف(3
cos sin

'
x x x

y
x

−
=

2
'د( (cos )( sin ) sin .siny x x x x= =2

2 2 3 2 3 4 ج(2

cot
' ( )( cot )(cot )

cot ( cot )

x
y y x x

x x

+−= ⇒ = − − + + =
+ +

2
1 12 2

1 1 1 1
21 1

ه(

( sin )( cos ) sin ( sin )
'

( cos )

x x x x x x
y

x

− + + −
=

+

2 2 2
2 2 1 2

2 2
1

و(

---------------------------------------------------------------

2-

sin( ).sin( )
cos cos

' lim lim( )
( )

sin( )

lim sin( ). sin( ) sin

( )

x a x a

x a
y a x ax a

x a

x a

x a

x a a a
a

x a

x a

+ −
−

−
= = =

−−
→

→

−
+ +

= − = − × = −
−

→

2
2 2

2
2

2
1

2 2

2

---------------------------------------------------------------

3-
sin ' cos , cos tan

tan ' tan , tan tan

y x y x x m

y x y x x m

π
= ⇒ = = ⇒ = = = θ⇒ θ =

π
= ⇒ = + = ⇒ + = = = θ⇒ θ =

0 0 1
4

2 2
1 0 1 0 1

4

---------------------------------------------------------------

4-x محور ي صفراستمواز شيب چون است sin.ها ' cosy x y x= ⇒ = =3 3 3 0

cos ( , ) , ( , )
k k k

x x k x A B
π π π π π π π

= ⇒ = π ± ⇒ = ± ⇒ + − −
2 2 2

3 0 3 2 1 1
2 3 6 3 6 3 6

---------------------------------------------------------------

خط-5 yشيب x= −3 sin.است3برابر1 cosy x x= +

ندارد جواب '.معادله cos sin cos( ) cos( )y x x x x
π π

⇒ = − = + = ⇒ + = >
2

3 3 2 1
2 4 4
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خط-6 yشيب mx= + واستmبرابر2

tan ' ( tan )
cos

cos , cos

y x y x m
x

x x m
m m

= ⇒ = + = =

⇒ = ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≥

32
3 3 1 3

2
3

3 32 2
3 0 3 1 0 1 3

---------------------------------------------------------------

7-cos
sin ( ) cos '

x
y x x y sin x

−
= + = + = − ⇒ =

1 22
1 2 2 1 2 2 2 2 2

2

تناوب دوره با تناوبي صورت به متحرك اين حركت Tپس
π

= = π
2

2
.است

' sin ( , ) ( , )

' , sin ( )max

k k k
y x x k x A or B

k
y x x k x k

π π π
= ⇒ = ⇒ = π⇒ = ⇒

π π π π
= = ± ⇒ = π + ⇒ = + = +

0 2 2 0 2 1 3
2 2 2

2 2 1 2 2 1
2 2 4 4

---------------------------------------------------------------



---------------------------------------------------------------
صفحه مسائل د189حل سوم صفحهحسابان رياضي رشته 83بيرستان

---------------------------------------------------------------

1-( ) ( )
'

( ) ( )

x x x x x x x
y

x x x x

+ − + +
= × =

+ +

2 2 2 2
2 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 221 1

الف(

در xتابع = نيست0 پذير .مشتق

--------------------------------------------------------

tدر = نيست0 پذير sin.مشتق
( ) cos '( ) sin

t
f t t f t t

t t

= ⇒ = × − = −
3

13 3

3 32 2
3 3

ب(

tan
( ) tan '( ) ( tan )( )

( tan ) ( tan )

g g
+ α

α = + α ⇒ α = + α =

+ α + α

2
1 125

1 1
4 45 5

5 1 5 1

ج(

tanاگر α = kيعني1−
π

α = π −
4

نيستمشتق .پذير

در kالبته
π

α = π +
2

باشد نمي دامنه جزء كه نيست پذير .مشتق

--------------------------------------------------------

( ) tan ( sin )

'( ) ( tan ( sin ))( tan( sin )

y

y

π −α = + α

π π− −⇒ α = + + α + α

− α

2 1

3

1 2 1 1
1 2

3 32
1

د(

αاگر = نيس±1 پذير مشتق .تتابع

در αالبته =
1

2
باشد نمي دامنه جزء كه نيست پذير .مشتق

--------------------------------------------------------

( ) '( ) ( )( )

.

t
x t t x t t

t t t t

= + + ⇒ = =

+ + + + + +

1 12
1 1 2

2 2 2 22 1 2 1 1 2 1 1 1

ه(

پ مشتق نقاط تمام در پس شود نمي صفر هيچگاه مخرج و مثبت راديكالها استزير .ذير
--------------------------------------------------------
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( ) cos

'( ) ( )( sin )( cos )( )

cos

sin
'( )

. cos

k z z

k z z z z

z z

z z
k z

z z

= + +

⇒ = − + +

+ + +

− +
⇒ =

+ + +

2 2
1 1

1 12 2
2 1 2 1

2 2 22 1 2 1 1

2
2 1

2 2 2
2 1 1 1

و(

است پذير مشتق نقاط تمام در پس شود نمي صفر هيچگاه مخرج و مثبت راديكالها .زير

---------------------------------------------------------------

ندارد-2 وجو
sin

'( ) lim lim sin

x
xf

x x
x x

−
= =

−
→ →

1
0

1
0

0

0 0

sin
'
( ) lim lim .sin

x
xg x

x x
x x

−
= = =

−
→ →

12
0

1
0 0

0

0 0

sinsin.زيرا( xx x
x x

≤− ≤ ≤ ⇒ − ≤
1 1

1 1، است صفر نامساوي دوطرف حد و

فشردگي قضيه طبق limپس sinx
x

x

=

→

1
0

0

(

---------------------------------------------------------------

3-

[ , ] , [ , ]

( ) sin (sin( )) sin (sin( )) ( )

( ) sin (sin )

D R Rf f

T f x x x f x

x

f x x

y

π π
= −∞ +∞ = = −

− −= π ⇔ + π = + π = =

π π π π
− π π π

−= ⇒
π π π π

− −

2 2

1 1
2 2 2

3 5
0 2 3

2 2 2 21

0 0 0 0
2 2 2 2
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سوال كه3ادامه نقاطي )در )x k
π

= +2 1
2

است ناپذير .مشتق

كه نقاطي )در ) ( )k x k
π π

− < < +4 1 4 1
2 2

+ پس1شيب )'است )f x = +1

كه نقاطي )در ) ( )k x k
π π

+ < < +4 1 4 3
2 2

− پس1شيب )'است )f x = −1

---------------------------------------------------------------

4-

tan tan ( ) , , ( , )( )( )

'( ) ( ) ( )

( )

D R R xxx x

x
x

x x x x
x

−α = ⇒ α = = = παα

α = − = − = −
+ ++

1 11
0

2
1 1 1 1

2 1 2 2 22 1 11

α xمقدار افزايش علامتب و يابد مي )'كاهش )xαنزولي اكيدا تابع بنابراين منفي .همواره

---------------------------------------------------------------

5-
( ) cos cos ,

( , ) , cos , ( , )
( ) ( )

L

D L L R
L L

= + − × α = − α < α <

⇒ = = − α > ⇒ = +∞
α α

2 2 2
2 4 2 2 4 20 16 0 180

0 180 20 16 0 0
الف(

cosچون)نكته α ≤ −cosبنابراين1 α >20 16 است0 برقرار .همواره

cos cos cos ( )
L L

L
− −−= − α ⇒ α = ⇒ α =

2 2
20 202 1

20 16
16 16

ب(

sin( ) sin , sin

'( )

'( ) cos

'( )

h h
h S h

S

S

S

×
− α = ⇒ = α = = = α

π
< α < ⇒ α >

⇒ α = α ⇒ 
π < α < π⇒ α <


4
180 2 2 4

2 2

0 0
2

4

0
2

ج(
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سوال 5πادامه >براي α <0
2

است صعودي مساحت افزايش α(آهنگ زاويه استهنگاميكه )تند

πبراي
< α < π

2
است نزولي مساحت افزايش α(آهنگ زاويه استهنگاميكه )باز

'( ) cosS
π

α = ⇒ α = ⇒ α =0 0
2

مقدار بيشترين پس

است الزاويه قائمه مثلث كه است زماني .مساحت

( ) sin( )S
π π

= =4 4
2 2

---------------------------------------------------------------

6-

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

.cos( ) ( sin( )) cos( ) sin

l

R l

h
R h

S AB h l
OAB

π α α
= ⇒ − = ⇒ =

π α α
= ⇒ − = ⇒ =

α α α
= × = = = α

2
1 2

2 2 1 2

1
2 2 1 2

1 1 1 1
2

2 2 2 2 2 2 2

sinS
α

= − α
1

2 2
مثلث� قطاع−OABمساحت Sمساحت = αسبز(هاشورخورده(

sin sin sin ( )
l l

l
α α −= ⇒ = ⇒ α = 1

2 2
2 2 2 2

�

, sin ( ) sin( sin ( )) sin ( ) ( )(

sin ( )

'( ) cos , '( )

'( )

l l l l l
S

l l
S l

S l

l l

l l
S l l

l l l

− − −⇒ = − = − −

−⇒ = − −

⇒ α = − − α ⇒α = =

−
−

⇒ = − − + =

− − −

2
1 11 1 1

2 2 1
2 2 2 2 2 2 4

1 2
4

2 4

1 1 1 2

2 2 2 2
4

1
4

2 2
1 1 2

4
42 2 2

4 4 4 2 4
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