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درسپ

​ح کدام است؟1 ( ​ −
x→+∞
lim x − ۲x۲ ۲x)

1 (2 (1

(4 صفر (3

−۱

−∞

ت

​ح برابر کدام گزینه است؟2 ( ​)
x→−∞
lim

۲x + ۳
۳x − ۱ x

(2 (1

صفر (4 (3

+∞−∞

​

۳
۲

ت

​اگر  برابر 3 باشد، آنگاه حاصل  کدام است؟3 ​

x→−∞
lim

x + ۳n

ax + ​۴x + x۲
​ ax

x→(−۱)−
lim [ ]

(2 صفر (1

(4 (3

−۱

−۵−۶

ت

​ب کدام است؟4 −f x +
x→۱
lim ( ( )) ​ f −x

x→۱
lim ( )

صفر (1

-1 (2

1 (3

حد وجود ندارد. (4

ت

fش است.  کدام است؟5 x =( ) ​

x + ۱۲

ax x − ۱∣ ∣
a

صفر (1

(2

2 (3

1 (4

−۲

ت

حک
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yت در بازۀ  در چند نقطه حد ندارد؟6 = ۳x + ۱[ ]−۱, ۱( )

5 (2 4 (1

7 (4 6 (3

ت

ش کدام است؟7 y = f (x)​ f (x) +
x→+∞
lim ​ f (x)

x→−∞
lim −۱

صفر (1

(2

(3

(4

۱

−۱

۲

ت





xاگر  یکی از مجانبهای تابع  باشد، مجانب قائم دیگر تابع کدام است؟8 = ۱y = ​

۲x + x + a۲

۵x − ۱

(2 (1

(4 (3

−۱
​

۲
۳

− ​

۲
۵

− ​

۲
۳

ت

yن در اطراف مجانب افقیاش چگونه است؟9 = ​

x + ۳x − ۲۲
۲x + x + ۱۲

(2 (1

(4 (3

ت

10
​اگر  در  پیوسته باشد، مقدار a کدام است؟ ​ ​f (x) =

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ; x > ۲π

sin x۲
۱ − cos x۳

; x ≤ ۲π
x

aπx = ۲π

3 (2 6 (1

(4 (3
​

۲
۳

​

۳
۲

ت
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11
fت در چند نقطه ناپیوسته است؟ ([ ] نماد جزء صحیح است) (x) = ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

∣x − ۱∣ ; x < ۱
x − [x] ; ۱ ≤ x < ۳
− x + ۴ ; ۳ ≤ x

(2 صفر (1

(4 (3

۱

۲۳

ت





12

fت بر روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته است. مقدار b کدام است؟ (x) = ​ ​ ​

⎩⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​; x ۰
x

​ − bx + a
=

; x = ۰
۴
۱

1 (2 (1

4 (4 2 (3

​

۲
۱

ت

ن13 g x( )

(1

(2

(3

(4

​ g x
x→+∞
lim ( )

​ ​

x→−∞
lim

g x( )
۱

​ g g x
x→−∞
lim ( ( ))

​ g( ​)
x→۰−
lim

g x( )
۱

ت

fاگر  باشد، کدام گزینه درست است؟14 (x) = ​

tan( ​) + ۱۲
πx

sin πx

(2 (1

(4 (3

​ f (x) =
​x→ ۲

۳ +
lim −∞​ f (x) =

​x→ ۲
۳ −

lim +∞

​ f (x) =
​x→ ۲

۵ +
lim +∞​ f (x) =

​x→ ۲
۵ −

lim −∞

ت





​ح کدام است؟15 ​

​x→ ۳
−۱

lim
۳x + x + ۳x + ۱۳ ۲

​ − ۳−۲۷x

(2 (1

(4 (3

​

۲۰
۲۷

​

۲۰
−۲۷

​

۱۰
۲۷

​

۱۰
−۲۷

ت
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​اگر  برابر 3 باشد،  کدام است؟16 ​

x→−∞
lim

ax − x∣ ∣
​

۳ ۸x − ۶x + ۲۳ ۲
a

(2 (1

(4 (3

​

۳
۱

​

۳
۲

​

۳
۵

− ​

۳
۱

ت

yدر شکل زیر، قسمتی از نمودار  را در بازۀ  رسم کردهایم. تابع  در چند نقطه از همین بازه حد ندارد؟17 = x۲−۱, ۲( )y = x[ ۲]

صفر (1

3 (2

4 (3

5 (4

ت

ب یک همسایگی عدد صفر است؟18 xsin x, tan x( )

(2 (1

(4 (3

{x∣kπ − ​ <
۶
π

x < kπ + ​}
۶
π

x∣۲kπ < x < ۲kπ + π{ }

{x∣۲kπ − ​ <
۲
π

x < ۲kπ}{x∣۲kπ − π < x < ۲kπ − ​}
۲
π

ت

​اگر  باشد، مقدار  کدام است؟19 ​ =
x→۲
lim

x − ۸۳

x − ۸x + ۱۲۲
a​ ​

x→+∞
lim

ax − ۶ax − ۱۳ −۱۲a

۳ax + ax + ۲۴ ۲

صفر (2 (1

(4 (3

​

۲
۱

​

۶
−۱

​

۲
−۱

ت

ک20

(2 (1

(4 (3

y = ۲xy = ۲−x

y = ​

x
​۱ − x۲y = ​

x − ۱۲
x

ت

ح21

(2 (1

(4 (3

​ log x
x→۱−
lim [ ]​ cot x

x→۰+
lim [ ]

​ ​

x→۲
lim

x − ۲[ ]
۱

​ ​

x→۰+
lim

x∣ ∣
x[ ]

ت
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​ح کدام است؟22 ​

x→−∞
lim

​ + x − ۱۳ −۸x۳ ∣ ∣

۳x − ​۴x + ۱۲

(2 (1

(4 (3

​

۳
۱

​

۳
−۱

​

۳
۵

​

۳
−۵

ت

​ح کدام است؟23 ​

x→+∞
lim

۱ − x
x − x[x]

-1 (2 1 (1

(4 (3+∞−∞

ت

fاگر  باشد، حاصل  برابر با  است.  کدام است؟24 (x) = ​

۲x + a
x − ۳

​ (f (x)f (x))
x→+∞
lim −۱

​

۴
−۱

f a−۱ ( )

-1 (2 +1 (1

-4 (4 +4 (3

ت

fن در حوالی نقطۀ  به کدام صورت است؟25 (x) = ​

۲ cos x − ۱
sin x − cos x

x = ​

۳
π

(2 (1

(4 (3

ت





fاگر برای تابع  داشته باشیم  ، حاصل  کدام میتواند باشد؟26 (x) = ​

x − ۳
۲[x] + a

​ f x =
x→۳
lim ( ) +∞f ۱( )

(2 (1

(4 (3

۲/۱۳/۲

۰/۸۱/۹

ت
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​اگر  باشد، حاصل  کدام است؟27 ​ =
x→۱
lim

ax + bx + ۴۲

−۲x + ۱
−∞a +۲ b

(2 (1

(4 (3

−۸۸

−۱۶۱۶

ت





​ح کدام است؟28 ​

x→۳−
lim

​ − x۳ x + ۵ [ ]
​ − x + ۲۲x − ۵

(2 (1

صفر (4 (3

​

۱۲
۱

​

۳
۱

​

۴
۱

ت

29
، آنگاه حاصل  کدام است؟ fاگر  x =( ) ​ ​{

x ; x > −۱[ ]

۱ − x ; x ≤ −۱[ ]
​ f x − ۱

x→۰−
lim ( )

-1 (2 صفر (1

وجود ندارد. (4 3 (3

ت

​ح کدام است؟30 ​

x→۰
lim

x
​ + x − ۱۱ + x۲

2 (2 (1

(4 1 (3

​

۲
۱

− ​

۲
۱

ت

fت چند خط مجانب دارد؟31 x =( ) ​

x + ۱ − ۳∣ ∣
x − ۲∣ ∣

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ت

32
​ حاصل  کدام است؟​

x→۰−
lim

tan x
cot x

صفر (2 1 (1

(4 (3+∞−∞

ت
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، حاصل  کدام است؟33 fاگر  x =( ) ​

۲x − ۱
​ ​x − ۹∣

∣ ۲
∣
∣

​ ​

x→+∞
lim

x
f x + ۳( )

(2 (1

(4 (3

​

۲
−۱−۲

+۲
​

۲
+۱

ت

fاگر  آنگاه حد تابع  در  کدام است؟34 x =( ) ​{
x + ۲ ; x < ۰
x − ۲ ; x > ۰f of x( )x = ۰

2 (2 صفر (1

حد ندارد. (4 -2 (3

ت

fب روی مجموعه اعداد حقیقی پیوسته است؟35 (x) = ​

x − ۲mx + ۲ − m۲
۳x − ۴x + ۵۲

(2 (1

4) یا  3) یا 

−۲ < m < ۱−۱ < m < ۲

m > ۱m < −۲m > ۲m < −۱

ت

​ح کدام است؟36 ​

x→−∞
lim

۵ + ۳x ۲x−۱
۵ + ۳x−۱ ۲x+۱

(2 (1

(4 (3

​

۵
۱۵

​

۹
۱۹

ت

yف از هم چقدر است؟37 = ​

​x ۴x + ۵x − ۶۲

x + ۲x x + ۱۲ ∣ ∣

2 (2 1 (1

3 (4 صفر (3

ت

​ح کدام است؟ ([ ] نماد جزء صحیح است)38 ​

x→۱
lim

​ − ۲۳x + ۱
x + ۳x + ۴[x − ۲x]۲ ۲

(2 (1

(4 (3

۳
​

۳
۲۰

۷
​

۳
۲۵

ت
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، مقدار  کدام است؟39 ​اگر  ​ =
x→۲
lim

​ − ۲x + ۲
ax − ​۲x

ba − b

-1 (2 1 (1

-2 (4 2 (3

ت

fت چند مجانب قائم دارد؟40 x =( ) ​ +
x − ۳x + ۲۲

x − ۲
​

x
۱

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ت

​ح کدام است؟41 ​

x→۰+
lim

۲x
x − x[ ۲] ∣ ∣

(2 (1

(4 (3

​

۲
۱−۱

+∞
​

۲
−۱

ت

ک42

(2 (1

(4 (3

y = ۲x
log( ​)

x − ۱
x + ۱

log ​

x + ۱۲
xy = ۲log( ​)x

۱

ت

​ح کدام است؟43 ​

x→۳
lim

x − ۱۰x + ۳۳

​ − ۱۲x − ۵

(2 (1

(4 (3

​

۱۷
۲

​

۱۷
۱

​

۹
۱

​

۱۸
۱

ت

yح وقتی  کدام است؟44 = ​ −x + ۳x۲ x − ۲x۲x → −∞

(2 (1

(4 (3

​

۲
۵

​

۲
−۵

​

۲
۱

​

۲
−۱

ت

45
fح در  برابر  است، در این صورت حد راست تابع در کدام نقطه برابر  خواهد بود؟ x =( ) ​

ax + ۵x + an

۲x + ۱( )۲

+∞−۲+∞

(2 (1

(4 (3

۲
​

۲
۱

−۲
​

۲
−۱

ت
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​ح کدام است؟46 ​

​x→ ۴
π

lim
cos ۲x

sin ۲x − ۱

(2 (1

صفر (4 (3

​

۲
۱

​

۲
−۱

۲

ت

​ح کدم است؟47 ​

x→ −۲( )−
lim

x + ۲∣ ∣
۸ + x۳

+12 (2 -12 (1

-6 (4 +6 (3

ت

​ح کدام است؟48 ​

x→+∞
lim

۵ − ۹۲x+۱ x

۵ + ۹۲x−۱ x+۱

(2 (1

(4 (3

۱−۱

−۹
​۲۵

۱

ت

yم وقتی  کدام است؟49 = x +[ ] ۲x[ ]x → ​۲
−۱

-6 (2 -4 (1

-3 (4 -5 (3

ت

​ح کدام است؟50 ​

x→۱−
lim

​x − ۱ + ۳ x − ۱
​ ​x − ۱∣

∣ ۲
∣
∣

+2 (2 +1 (1

صفر (4 -2 (3

ت

51

fت در  پیوسته است.  کدام است؟ x =( ) ​ ​ ​

⎩⎪⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎪⎧ ; x < ۰

sin x
۱ − cos ۲x

۲ −x + a ; x > ۰[ ]

b ; x = ۰

x = ۰a

(2 (1

(4 (3

۲− ۲

۲ − ۲−۲ − ۲

ت
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چ52

الف ​ , ب : ​ [x] − ​ , ج : ​ ​

x→۲
: lim x − ۴۲

x→۰
lim

x
∣x∣

​x→ ۲
π

lim
sin x − ۱
cos x + ۱

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ت

yاگر نمودار تابع  شبیه شکل زیر باشد، در این صورت:53 = f x( )

تابع در  حد دارد. (1

تابع در  تعریف شده است. (2

، دو واحد اختلاف دارند. حد چپ و راست در  (3

تابع در  حد دارد و مقدار تابع در  برابر صفر است. (4

x = −۱

x = ۲

x = ۲

x = ۱x = ۱

ت

​ح کدام است؟54 ​

x→۱
lim

( ​ − ۱)( ​ − ۱)( ​ − ۱)x ۳ x ۴ x
x − ۳x + ۳x − ۱۳ ۲

(2 (1

(4 (3

۱۲۲۴

۳۶۴۸

ت





fت چند مجانب قائم دارد؟55 x =( ) ​

x − ۳[ ]
۱

1 (2 صفر (1

بیشمار (4 2 (3

ت

، کدام بیان درست است؟56 fدر مورد تابع با ضابطۀ  (x) = ​

tan πx + ۱
−x

(2 (1

(4 (3

​ f (x) =
​x→( )۴

۳ +
lim −∞​ f (x) =

​x→(− )۴
۱ +

lim −∞

​ f (x) =
​x→(− )۴

۱ −
lim +∞​ f (x) =

​x→( )۲
۱ +

lim −∞

ت
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ش57  y = f x( )y = f x[ ( )]

(1

(2

(3

(4

x = −۲

x = ۰

x = ۱

x = ۲

ت

yاگر شکل زیر، نمودار تابع  باشد، در این صورت حاصل  کدام است؟58 = g(x)​ g(x) +
x→+∞
lim ​ [ ​]

x→−∞
lim

g(x)
۱

1 (1

2 (2

3 (3

(4−∞

ت

fن در اطراف خط  بهشکل زیر است.  کدام است؟59 x =( ) ​

−x + ax + b۲
x − ۳[ ]

x = ۲a + b

+4 (1

-4 (2

صفر (3

-1 (4

ت

fاگر  باشد، مقدارهای  و  به ترتیب از راست به چپ کداماند؟60 x =( ) ​

​ − xx + ۶
۲

​ f x
x→۳+
lim ( )​ f x

x→۳−
lim ( )

(2 (1

(4 (3

+∞, +∞−∞, +∞

−∞, −∞+∞, −∞

ت

​اگر  باشد، مجموعۀ مقادیر  کدام است؟61 ​ =
x→a−
lim

x − ۴x۳

۲x + ۷x + ۶۲
−∞a

(2 (1

(4 (3

{۰}{۰, ۲}

{۲}{۰, ۲, −۲}

ت
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​اگر  باشد، حاصل  کدام است؟62 ​ =
x→۰
lim

bsin x۲
cos ۲x + a

​

۳
۱

​ ​

x→−∞
lim

​b ۳ x + x۳

a∣x∣

(2 (1

(4 (3

​

۶
۱

− ​

۶
۱

​

۳
۱

− ​

۴
۱

ت

63
​ح وقتی  کدام است؟

x + ۱ + x − ۱( )۲ ( )۲

x + ۱ − x − ۳( ۲ )
۲

( ۲ )
۲

x → ∞

4 (2 1 (1

(4 -2 (3∞

ت

64
​ح کدام است؟ ​

x→۱
lim

x − ۱۲

x − ​۲x − ​x

(2 (1

(4 (3

​

۲
۱

​

۴
۱

​

۸
۱

​

۱۶
۱

ت

yاگر نمودار تابع  مشابه شکل زیر باشد، حاصل  کدام است؟65 = f x( )​ [ ​] +
x→−۳
lim

f (x)
−۴

​ [f (x)]
x→−∞
lim

صفر (1

2 (2

1 (3

(4−۱

ت

fح در نقطۀ  به ترتیب از راست به چپ کدام است؟66 (x) = ​

۱ + ۲ sin x
cos x

x = ​

۶
۷π

2) و  1) و 

4) و  3) و 

+∞+∞+∞−∞

−∞−∞−∞+∞

ت





​اگر  باشد، حاصل  کدام است؟67 ​ =
x→۰
lim

bsin x۲
cos ۲x + a

​

۳
۱

​ ​

x→−∞
lim

​b ۳ x + x۳

a∣x∣

(2 (1

(4 (3

​

۶
۱

− ​

۶
۱

​

۳
۱

− ​

۴
۱

ت



13/56ل

fاگر  و  آنگاه حاصل  کدام است؟68 (x) = ax +۳ bx +۲ cx + d​ f (x −
x→۱
lim ۳) = ​ f (۴x)

​x→ ۲
۱

lim​

c
a

-4 (2 4 (1

(4 (3
​

۴
۱

− ​

۴
۱

ت

ب69 



f (x)f (x)

(2 (1

(4 (3

​

۲x − ۳
۴x + x − ۱۲

​ −۱۵ − x ۱ − x

x + ∣x∣x + ∣۲x∣

ت

70
​ح کدام است؟ ​

x→−۱
lim

​ + ۱۳ x
x + ​ + ​ + ۱۳ x۲ ۳ x

-1 (2 صفر (1

2 (4 1 (3

ت

fک قرار دارد اما فاقد همسایگی راست و چپ در دامنۀ تابع است؟71 x =( ) x − ۴ ۲x( ۲ ) ∣ ∣

(2 (1

(4 (3

x = ۲x = ۰

x = −۲x = ۱

ت

​اگر  باشد، مقدار  کدام است؟72 ​ =
x→۳
lim

ax + bx − ۹۲

x − ۴
+∞a + b

-1 (2 5 (1

7 (4 6 (3

ت

​ح کدام است؟73 ​

x→−∞
lim

۳x + ۴x۲
​x x − ۲x۲

(2 (1

(4 (3

− ​

۲
۱

− ​

۳
۱

​

۳
۱+∞

ت
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​اگر  باشد، مقدار  کدام است؟74 ​ =
x→∞
lim

b(x + ۲) + (x − ۳)۲

(۲x + ۱) + a(x − ۱)۳ ۳
​

۲
a

b

(2 (1

(4 (3

−۷−۸

−۹−۱۰

ت





75
، کدام است؟ ​م ​

​α→ ۲
π

lim
cos α۲

۱۲sin ​cos ​ − ۳۲

۲
α ۲

۲
α

(2 (1

(4 (3

+۳−۳

+۶−۶

ت

​ح کدام است؟ ([   ] علامت جزء صحیح است) 76 ​

x→π−
lim

sin x
[sin ۲x]

(2 (1

(4 صفر (3

+∞−∞

−۱

ت

، حاصل  کدام است؟77 ​اگر  ​ =
x→۱
lim

ax + bx۲
​ − ۲x + ۳x۲

۵۲a + b

(2 (1

(4 (3

− ​

۲
۱

​

۲
۱

​

۴
۱

− ​

۴
۱

ت

fاگر  باشد، کدام گزینه صحیح است؟78 x =( ) ​

۱ + ۲ sin x
cos x

(2 (1

(4 (3

​ f x =
​x→( )۶

۷π +
lim ( ) −∞​ f x =

​x→(− )۶
π +

lim ( ) −∞

​ f x =
​x→( )۶

۷π −
lim ( ) +∞​ f (x) =

x→( ​)۶
−π −

lim −∞

ت

​ح کدام است؟79 [ ​]
x→−∞
lim

x + ۱
۳x + ۴

(2 (1

حد موجود نیست. (4 (3

−۳۳

۲

ت
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​اگر  باشد، حاصل  برابر کدام گزینه است؟80 ​ =
x→۰
lim

x + ax۲

۲x + ۱
+∞​ ​

x→+∞
lim

−۲x + ۳
ax + ۳x − ۱۲

(2 (1

(4 (3

+∞−∞

− ​

۲
۳۱

ت

ب برابر کدام است؟81 f​ [f (f (x))] −
x→۲+
lim ​ [f (f (x))]

x→۲−
lim

(1

(2

(3

(4

−۲

−۱

۱

۲

ت





۲aم یک همسایگی محذوف  است. حدود تغ�رات  برابر کدام گزینه است؟82 + b, a − ۱ −( ) b + ۱{ }x = −۱a

(2 (1

(4 (3

۰, ۱( )−۱, ۰( )

​(۰, )
۲
۱

( ​, ۰)
۲

−۱

ت

​ح با کدامیک از گزینههای زیر برابر است؟83 tan x
x→( ​)۲

۳π −
lim

(2 (1

(4 (3

​ ​

x→+∞
lim

x + x۲

۱ − ۲x۳
​ log x

x→۰+
lim

​ cot x
x→π−
lim

​ ​( )
x→−∞
lim

۲
۱ x

ت

fن اطراف خط  به شکل زیر است.  کدام است؟84 x =( ) ​

x + ax + b۲

x + ۲
x = −۱a + b

(1

1 (2

3 (3

صفر (4

−۱

ت

fت در بازۀ  چند مجانب قائم دارد؟85 x =( ) ​

sin x
x

−۲π, ۲π( )

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ت
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​ح کدام است؟86 ​

​x→ ۴
π

lim
۱ + cos ۴x
۱ − sin ۲x

(2 (1

(4 (3

​

۲
۱

​

۴
۱

​

۶
۱

​

۸
۱

ت





fم کدام است؟87 x =( ) ​

۲ log x − ۳
log x + ۱۳

(2 (1

مجانب افقی ندارد. (4 (3

y = ۰y = ​

۲
۱

y = ​۲
۳

ت

اگر توابع f و g در نقطۀ  دارای حد بوده و  و  در این صورت حاصل88

 کدام است؟

x = ۱​ (f (x) −
x→۱
lim ۳g(x)) = −۹(۲f (x) +

x→۱
lim g(x)) = ۱۰

​ ​

x→۱
lim

۵f (x) − g (x)۲
۴f (x) + g(x)۲

-40 (2 40 (1

(4 (3
​

۱۱
۶۷

− ​

۱۱
۶۷

ت

چندتا از توابع زیر مجانب قائم دارند؟89

yالف)        ب)        پ)  = log xy = ​

x
۱

y = ​

x∣ ∣
x۲

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ت

​ح کدام است؟90 ​

​x→ ۳
۴π

lim
۲ cos x + ۱

۲sin x + ۳ cos x۲

(2 (1

(4 (3

− ​

۲
۳

​

۲
۳

− ​

۲
۵

​

۲
۵

ت





fت در بازۀ  چند مجانب قائم دارد؟91 x =( ) ​

۲ cos x + ۱
۲ tan x + ۱

۰, ۲π( )

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ت
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​ح کدام است؟92 ​ − ۳x
x→+∞
lim ( ۹x + x۲ )

(2 (1

(4 (3

​

۶
۱

​

۱۸
۱

​

۳
۷−∞

ت

fاگر تابع  در  دارای حد باشد، مقدار a کدام است؟93 (x) = a[۴ sin x] − [ ​ tan x]۳x = ​

۶
π

1 (2 صفر (1

-2 (4 -1 (3

ت

94
fاگر تابع  در  فقط از چپ پیوسته باشد، حاصل  کدام است؟ x =( ) ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

​; x ۲
۲ x − ۲∣ ∣
x − a۲

=

b ; x = ۲
x = ۲a + b

+2 (2 -2 (1

-4 (4 4 (3

ت

yت چند مجانب قائم دارد؟95 = ​۲x − sin x
۳x

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ت

​اگر  باشد،  کدام است؟96 ​ =
x→+∞
lim

​ − ​x + ​ax bx − ​x

۱
​

۲
۱

a + b

(2 صفر (1

(4 (3

۱

۵۱۰

ت





​ه باشد، آنگاه حاصل  کدام است؟97 ​ =
x→−۴
lim

x + ۳ax + b۲ ۲

ax + ۴a
−۱​ ​

x→−∞
lim

x + ۲
​ − ax۹x − ۱۲

-5 (2 5 (1

-1 (4 1 (3

ت
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yت چند خط مجانب قائم دارد؟98 = ​ +
​x − ۴۲

​ − ۱x + ۳
log x

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ت

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟99 x =( ) ​

x − x − ۲۲
x − ۱۲

​ [f (x)] +
x→−∞
lim ​ f (x)

x→−۱
lim

(2 (1

(4 (3

​

۳
۵

​

۳
۲

− ​۳
۱

​

۳
۴

ت

100

fاگر تابع  در  پیوسته باشد،  کدام است؟ (x) = ​ ​ ​

⎩⎪⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎧ − ۴ ; x > ۰

∣x∣
ax

b + [x − ​] ; x = ۰
۲
۷

[x] + ۴ ; x < ۰

x = ۰a + b

(2 صفر (1

(4 (3

۷

−۷۱۴

ت





ت101  y = f (x)[a, b]

f در  پیوسته است. (2 (1

f در بازۀ  پیوسته است. (4 f در  فقط از چپ پیوسته است. (3

​D =f [a, b]x = a

x = b( ​, ​)
۳

۲a + b
۳

۲b + a

ت

102
fاگر  بر  پیوسته باشد،  کدام است؟ (x) = ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

ax + ۱ ; x ≥ ۱۲

x + b ; ۰ ≤ x < ۱
cos x ; x < ۰

Ra + b

(2 (1

(4 (3

​۲
۱۱

​

۲
۳۲

ت
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103
fاگر  و  و تابع  در  حد داشته باشد، مقدار  کدام است؟ (x) = ​ ​{

x + ۲x ; x > ۳۲

۴x ; x < ۳g(x) = kx + ۶f .gx = ۳k

(2 (1

(4 (3

−۲۲

−۳۳

ت





fف کدام است؟104 x =( ) ​

۳ + ۳x

۲

2 (2 (1

(4 1 (3

​

۳
۲

​۳
۱

ت

fدر مورد تابع  کدام بیان درست است؟105 x =( ) ​

x − −x∣ ∣ [ ]
x − ۲۲

(2 (1

(4 (3

​ f x =
x→۰+
lim ( ) +∞​ f x =

x→۰−
lim ( ) −∞

​ f x =
x→۰+
lim ( ) −∞​ f x =

x→(−۱)+
lim ( ) +∞

ت

​ح کدام است؟106 ​

x→−∞
lim

​۲x + −۲x
۲x − ​۹x + ۵x۲

(2 (1

(4 (3

​

۲
۵۱

۲
​

۲
۳

ت





ک107 y = ۰

(2 (1

(4 (3

y = ​

x[ ]
۱

y = ​

x
sin x

y = ۲x
​y = [

x
۱

]

ت

fاگر  باشد، آنگاه حاصل  و  بهترتیب کدام است؟108 (x − ۲) = log ∣x∣​ f (x)
x→(−۲)−

lim​ f (x)
x→−∞
lim

2) و  1) و 

4) و  3) و 

+∞−∞−∞+∞

+∞+∞−∞−∞

ت
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fاگر  باشد، آنگاه  کدام است؟109 ( ​) =
x + ۱
x − ۱

​

x + ۴
۲x − ۳

f x
x→۱
lim ( )

(2 (1

(4 (3

​

۴
−۳

​

۵
−۱

​

۲
۱۲

ت

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟110 (x) = ۲x + ۱ − x​ ​

x→∞
lim

۲x − ∣x + ۱∣
f (x)

(2 (1

(4 (3

​

۳
۱

​

۲
۱

​

۳
۲۲

ت





111
​ح کدام است؟ ​

x→۰−
lim

​x − x۲

​ − ۱۱ + ​−x

(2 (1

(4 (3

​

۲
​۲

− ​

۲
​۲

​

۲
۱

− ​

۲
۱

ت

​ب کدام است؟112 f ( ​) +
x→۱−
lim

x
−۱

​ ​f ( )
x→۲+
lim

x
۲

صفر (1

1 (2

3 (3

4 (4

ت

ت113 y = x[∣ ∣]

(2 (1

(4 (3

x = ۲x = −۳

x = ۱x = ۰

ت

​ح کدام است؟114 ​[ ] +
x→۱−
lim

x
۱

​ ​[ ]
x→۱+
lim

x
۱

1 (2 2 (1

وجود ندارد. (4 صفر (3

ت
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ن115

(1

(2

(3

(4

​ g(x)
x→۰
lim

​ ​

x→−۱
lim

f (x)

​

g(x)

f (x)g(x)
x→۱
lim

​ f (x)
x→۱
lim ۲

ت

​ح کدام است؟116 ( ​ +
x→−∞
lim ۴x + x + ۱۲ )۴x − x + ۱۲

(2 صفر (1

(4 (3

​

۲
۱

+∞−∞

ت





117
، به ازای کدام مقدار  در  پیوسته است؟ fت x =( ) ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

​; x ۲
x − ۲

x − ۴ − x∣ ∣
=

a ; x = ۲
ax = ۲

-2 (2 2 (1

هیچ مقدار  (4 0 (3a

ت

ح به ترتیب کدام است؟118 ​ [ ​]
x→۰
lim

cos x
۳

​ ۳ sin x
x→۰
lim [ ]

2 - صفر (2 3 - صفر (1

حد ندارد - حد ندارد (4 3 - حد ندارد (3

ت

​ح کدام است؟119 ​

x→۲
lim

x + ۱ − ​x + ۷
۳ − ​۵x − ۱

-5 (2 5 (1

1 (4 -1 (3

ت

​ح کدام است؟120 ​

x→۰
lim

۱ − ​۱ − x
​۱ − ۳ ۱ + ۳x

(2 (1

(4 (3

۲−۲

​

۳
۲

− ​

۳
۲

ت
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ک121 x = ۱

(2 (1

(4 (3

y = ۲x[ ]y = x − ۱∣ ∣

y = x +[ ] −x[ ]y = ​

x
۱

ت

ت روی  پیوسته شود؟122 f (x)y = [x + ۱]f (x)R

(2 (1

(4 (3

sin πxcos πx

sin ​

۲
πx

cos ​

۲
πx

ت





123

fاگر تابع  در  پیوسته باشد، حاصل  کدام است؟ ([   ] علامت جزء صحیح است)  (x) = ​ ​ ​

⎩⎪⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧ ; x > ۴

bx − ۴b
۲ − ​x

a ; x = ۴
x + −x ; x < ۴[ ] [ ]

x = ۴۴b − a

-2 (2 0 (1

2 (4 1 (3

ت

ب کدام است؟124 y = f x( )​ f x + ۳
x→−۱
lim ( )

1 (1

صفر (2

3 (3

وجود ندارد. (4

ت

​اگر  باشد، مقدار  کدام است؟125 ​ =
x→a
lim

x + bx + ۳۶۲

x − ۲
−∞a + b

12 (2 6 (1

-12 (4 18 (3

ت

، حاصل  کدام است؟126 fب اگر داشته باشیم،  x =( ) ​

ax − ۲n

۶x − ​۵x + ۳۱
​ f x =

x→+∞
lim ( ) ۳​ f x

x→۱
lim ( )

(2 (1

(4 (3

​

۲۴
۶۷

​

۲۴
۶۵

​

۱۳
۲۳

​

۸
۲۲

ت
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، حاصل  کدام است؟127 fاگر برای تابع  داشته باشیم  x =( ) ​

bx − x∣ ۳ ۲∣
ax + bxb ۲

​ f x =
x→−∞
lim ( ) ۲​ f x

x→۰+
lim ( )

-3 (2 3 (1

-6 (4 6 (3

ت

​ح کدام است؟128 ​

x→−۲
lim

x − ۳x − ۱۲x − ۴۳ ۲

x + x + ۱۰۳

(2 (1

(4 (3

​

۱۲
۱۱

​

۵
۴

​

۱۲
۱۳

​

۶
۵

ت

، کدام است؟129 ​ح وقتی 

sin x۲
​tan ۲x. ۱ − cos ۲x

x → ۰−

(2 (1

(4 (3

۲ ۲−۲ ۲

− ۲۲

ت





​اگر  باشد، حاصل  کدام است؟130 ​ =
x→b
lim

ax + ۲x + a۲
−۱

+∞a − b

(2 صفر (1

(4 (3

۲

−۲±۲

ت





xمجموعه جواب کدام نامعادله، یک همسایگی نقطۀ  نیست؟131 = −۱

(2 (1

(4 (3

x −۲ ۲x − ۸ < ۰∣x + ۲∣ < ۲

​ ≤
x − ۴۲

x + ۲x + ۱۲
۰(x + ۱)(x +۳ x + ۲) < ۰

ت

ب در  دارای حد است؟132 mf x =( ) ۳[ ​] +
۲

x + ۱
m[ ​]

۲
x − ۳

x = −۱

3 (2 -2 (1

2 (4 -3 (3

ت
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133
​ح کدام است؟ ​

x→۲
lim

۲x − ۴
(x − ۱) − (۲x − ۳)۴ ۴

-8 (2 -16 (1

-2 (4 -4 (3

ت

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟134 x =( ) x − x − ۲x۲
​ ​

x→−∞
lim

x
f x( )

(2 (1

(4 (3

−۲+۲

​

۲
−۱

​

۲
+۱

ت

ت135 y = ​

x + ۱۲

x۲

(2 (1

(4 (3

ت

yت در فاصلۀ  چند خط مجانب قائم دارد؟136 = ​

cos ۲x
sin x + cos x

۰, ۲π[ ]

3 (2 2 (1

6 (4 4 (3

ت

137
fت در نقطۀ  پیوستگی چپ دارد. مقدار  کدام است؟ (x) = ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧a + ​ ​; x ۲

∣x − ۵x + ۶∣۲

bx + c
=

a − ۱۰ ; x = ۲
x = ۲b + c

(2 (1

(4 (3

−۱۰۱۰

−۸۸

ت





​ح کدام است؟138 ​

x→۱−
lim

​۱ − x
x − ۱ + ​۱ − x

1 (2 صفر (1

وجود ندارد. (4 -1 (3

ت
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ن139 

 

y = ​

x − ۱۲

۱
x = −۱

(2 (1

(4 (3

ت

، آنگاه حاصل حد  کدام است؟140 ​g(x)اگر نمودار تابع f به شکل زیر باشد و  = f ( )
x
۱

​ g(x) +
x→۱+
lim ​ f (f (x))

x→۱+
lim

-1 (1

1 (2

صفر (3

-2 (4

ت

، در این صورت مقدار  کدام است؟141 ​اگر  ​ =
x→۲
lim

x + ax + b۲

۲x − ۹۲
−∞۲a + ۳b

-20 (2 20 (1

-4 (4 4 (3

ت

fش را در فاصلۀ  نشان میدهد. مقدار  کدام است؟142 x =( ) ​

۲x + bx + c۲
a − x

۱, +∞( )f −۱( )

(1

(2

(3

(4

​

۶
−۱

​

۴
−۱

​

۶
۱

​

۴
۱

ت
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​ح کدام است؟143 ​

x→۲−
lim

x − x − ۹x + ۱۴۳ ۲

۲x − x + ۱۳ ۲

(2 (1

(4 (3

−∞+∞

۲
​

۲
۱

ت





ن144   y = f (x)​

f (x)
−۲

x = a

-1 (1

صفر (2

1 (3

2 (4

ت

ک145

(2 (1

(4 (3

y = sin ​

x
۱

y = ​

x[ ]
۱

​y = [
x
۱

]y = ​

x + −x[ ] [ ]
۱

ت

f برابر کدام گزینه باشد تا  شود؟146 x( )​ ​ =
x→۰
lim

f x( )
۲x − ۱

+∞

(2 (1

(4 (3

sin xx۳

x۲− x∣ ∣

ت

ش کدام است؟147 y = f (x)​ ​

x→a−
lim

f (x) − ۱
f (x)

(1

(2

1 (3

-1 (4

+∞

−∞

ت
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​ح کدام است؟148 ​

x→−∞
lim [

x + ۲
۳x + ۱

]

2 (2 3 (1

موجود نیست. (4 1 (3

ت

fت دارای چند خط مجانب است؟149 x =( ) ​

​x + x۲

۳x + ​ + ۱x

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ت

150
fاگر توابع  و  مفروض باشند، کدام تابع در  پیوسته است؟ (x) = ​ ​{

۱ ; x < ۰
۳x ; x ≥ ۰g(x) = ​ ​{

− ۴x ; x < ۰
− ۲ ; x ≥ ۰x = ۰

(2 (1

(4 (3

f oggog

f ofgof

ت

ح151 ​ [ ​]
​x→( )۳

۱ −
lim

x
−۲

-6 (2 -5 (1

6 (4 -7 (3

ت

yاگر نمودار تابع  حوالی  به شکل زیر باشد،  کدام است؟152 = ​

x + x + ax۳ ۲

۳x + ۱
x = ۰y ۱( )

2 (1

1 (2

3 (3

4 (4

ت

ب در  پیوسته است؟153 af x =( ) ​{
x + a x ; x < ۲[ ]۲ [ ۲]
ax + ۲ ; x ≥ ۲

x = ۲

-1 (2 -3 (1

هیچ مقدار  (4 +1 (3a

ت
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​ح کدام است؟154 ​

x→۱
lim

x + x − ۲۳
​۱ − ۳ ۴x − ۳

(2 (1

(4 (3

​۱۲
+۱

​۶
+۱

​۶
−۱

​۳
−۱

ت

​ح کدام است؟155 ​

​x→( )۴
π +

lim
​۱ − sin ۲x

tan x − ۱

(2 (1

(4 (3

− ۲۲

​۲
​۲

− ​۲
​۲

ت





​ح است. حاصلجمع مقادیر a کدام است؟ 156 ​ =
x→+∞
lim

xa

ax + x − ۲xn ۳

۴(n ∈ N)

6 (2 4 (1

9 (4 7 (3

ت

157
​ح کدام است؟ ​

x→۳
lim

۹ − x۲
​ − ۲​۶ − ۳ x + ۵

(2 (1

(4 (3

​

۷۲
۱

​

۱۴۴
۱

​

۲۱۶
۱

​

۲۸۸
۱

ت





fن اطراف  چگونه است؟158 x =( ) tan( ​)
۲

πx۲
x = ۱

(2 (1

(4 (3

ت
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​ح کدام است؟159 ​

x→( ​)۴
۳π +

lim
tan x + ۱

tan x[ ]

(2 (1

1 (4 صفر (3

+∞−∞

ت

fن حوالی نقطۀ  چگونه است؟160 x =( ) ​

x − x۲ ۴

cos πx
x = −۱

(2 (1

(4 (3

ت

161
fاگر  باشد، آنگاه تابع  به ازای چه مقداری از  در نقطۀ  پیوسته است؟ x =( ) ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

​; x ۰
​ − ۲x + ۴

x x + x −x[ ] [ ]
=

k ; x = ۰
fkx = ۰

-2 (2 2 (1

-4 (4 4 (3

ت

yم به دست میآید چقدر است؟162 = ​

x + ۱ − ۲∣ ∣
۲x + ۱

4 (2 2 (1

16 (4 8 (3

ت

ش در کدام فاصله پیوسته است؟163 y = f (x)y = ​

​f (x)
x − ۲

(1

(2

(3

(4

[۰, ۲)

[۲, ۳)

(۲, ۳]

[−۳, −۲)

ت
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​fاگر نمودار تابع  بهصورت زیر باشد، حاصل  کدام است؟164 [ ​]
x→۰
lim

f (x)
۱

-1 (1

-2 (2

1 (3

وجود ندارد. (4

ت

ت در تمام نقاط بازۀ  حد دارد. زوج مرتب  کدام است؟165 ff (x) = (x +۲ ax + b) x[ ](۱ , ۴)(a , b)

(2 (1

(4 (3

(−۴ , ۳)(۴ , ۳)

(۵ , ۶)(−۵ , ۶)

ت





yن اطراف  چگونه است؟166 = ​

۱ + cos x
[x]

x = π

(2 (1

(4 (3

ت

، آنگاه  کدام است؟167 ​اگر  ​ =
x→−۳
lim

۱ − ​۵x + ۱۶
ax + ۳a ۲a

3 (2 5 (1

-5 (4 -3 (3

ت

ح168  ​

​

۳ x + x۲

​x + ۳ x
x → ۰

1 (2 صفر (1

(4 2 (3∞

ت
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ن169 y = ​

x۲

sin x

(2 (1

تابع مجانب قائم ندارد. (4 (3

ت

170

​م کدام است؟ ([   ] علامت جزء صحیح است)  ​

x→+∞
lim

x + x − ۲۳ ۲

۲x − ​ + ۳x۳ [
x
۱

]

2 (2 صفر (1

-2 (4 -1 (3

ت

fح در  موجود و مخالف صفر است. در این صورت  کدام است؟171 x =( ) ​

x + ۱( )۲
۲x + ax + b۳

x = −۱a − b

(2 2 (1

(4 (3

−۲

−۱۰+۱۰

ت

fت در تمام نقاط بازۀ  حد دارد. در این صورت  کدام است؟172 (x) = ​

[x]
x + ax + b۲

(۱, ۴)b − a

10 (2 12 (1

13 (4 11 (3

ت

173

fاگر تابع  در نقطۀ  پیوسته باشد، حاصل  کدام است؟ x =( ) ​ ​ ​

⎩⎪⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧ ; x < ۱

x − ۱∣ ∣
x − ۴x + ۳۲

۲a + ۷ ; x = ۱
a −۲x + ۳b ; x > ۱[ ]

x = ۱۲a − ۶b

-17 (2 17 (1

6 (4 -6 (3

ت
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ح174 −∞

​ , ​ ​ , ​ ​

x→+∞
lim

−۲x + x − ۱۲

۳x − ۲x + ۵۴ ۲

x→+∞
lim

۴x + ۳
−۲x + x − ۱۲

x→−∞
lim

۵x − x + ۶۲

۲x + x − x + ۱۳ ۲

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ت

​اگر  باشد، مقدار  کدام است؟175 ( ​ −
x→+∞
lim

x + ۱
x + ۱۲

ax − b) = ۱a + b

(2 (1

صفر (4 (3

۱۲

−۱

ت





ب176  ​اگر  ​ =
x→−۱
lim

−x + (a + ۱)x − ۲b − ۱۲

x − ۳۲
+∞a + b

(2 (1

(4 (3

۳−۳

۲−۲

ت





، در فاصلۀ  کدام است؟177 fت (x) = x[−x][−۱ , ۳]

(2 (1

(4 (3

۱۲

۳۴

ت





​اگر  باشد، آنگاه  چه عددی است؟178 ​ =
x→۱
lim

x + ax + b۲
۳x − ۴

−∞a − b

(2 (1

(4 (3

−۳−۱

۱۳

ت

، اگر  باشد، آنگاه  کدام است؟179 fدر تابع با ضابطۀ  (x) = ​

۲x + x۲

ax − ۲x + ۱n

​ f (x) =
x→∞
lim ​

۲
۳

f (−۱)

3 (2 2 (1

6 (4 5 (3

ت
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​ح کدام است؟180 ​

x→−۱+
lim

x + ۲[x]x − ۳۲

x − ۲[x]x − ۱۳ ۲

(2 (1

(4 (3

​

۲
۱

− ​

۲
۱

​

۴
۱

− ​

۴
۱

ت

fyاگر نمودار تابع  به صورت زیر باشد، نمودار تابع  اطراف  کدام است؟181 = ​

f (−x)
sin x

x = −۲

(1

(2

(3

(4

ت
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fن در اطراف  شبیه کدام است؟182 (x) = ​

x + ۴x + x + ۴۳ ۲

x − ۹x − ۵۲۲
x = −۴

(2 (1

(4 (3

ت

183
، مقدار  کدام است؟ fاگر  باشد و داشته باشیم  (x) = ​

bx − cx + d۲
ax + x + ۱۳ ۲

​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

​ f (x) = ​

x→+ ∞
lim

۵
۴

​ f (x) = + ∞
x→۴
lim

d − c

(2 10 (1

(4 30 (3

−۱۰

−۳۰

ت

، معادلۀ  چند ریشه دارد؟184 ​fاگر  یک تابع خطی باشد و داشته باشیم  ​ =
x→− ∞
lim

​x + x۲

f (۲x)−۱
۲f (x) −−۱ f (x) = ۰

1 (2 صفر (1

بیشمار (4 2 (3

ت

fاگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟185 (x) = ​

۴x + ۳
∣x − ۲∣ + ۲x

g(x) = f ( ​)
۲ − x

۱
​ g(x)

x→۲+
lim

(2 (1

1 (4 (3

​

۲
۱

​

۴
۱

​

۴
۳

ت

​ح در صورت وجود کدام است؟186 ​

x→۲
lim

۴ − x۲
​a − ۳ x − ۱

(2 (1

(4 (3

− ​

۱۲
۱

​

۱۲
۱

​

۴
۱

− ​

۴
۱

ت
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بازۀ  یک همسایگی چپ 2 و یک همسایگی راست  است. کوچکترین مقدار  برای برقراری هر  در این بازه در نامساوی187

 کدام است؟

(a , b)−۳kx
∣x − ۱∣ < k

2 (2 3 (1

1 (4 4 (3

ت

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟188 (x) = ​

۱ − ۳tan x۲
tan x + ۱۲

​ f (x) −
​x→ ۲

π
lim ​ f (x)

​x→ ۶
π +

lim

(2 (1

صفر (4 (3

− ∞+ ∞

− ​

۳
۱

ت

​اگر  و  باشد، نمودار  کدام شکل میتواند باشد؟189 ​ =
x→۰+
lim

f (x)
۱

− ∞​ ​ =
x→۲
lim

f (x)
۱

+ ∞f

(2 (1

(4 (3

ت

ش باشد، حاصل  کدام است؟190 fg(x) = ​

f (x) + ۱
۳f (x)

​ [g(x)] +
x→+ ∞
lim ​ [g(x)]

x→− ∞
lim

6 (1

5 (2

4 (3

3 (4

ت
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، نقطۀ  است. عرض از مبدأ نمودار تابع  کدام است؟191 ، محل برخورد مجانبهای تابع  fدر تابع  (x) = ​

x − b
ax + ۱

f −۱(۱ , −۲)f

(2 1 (1

(4 (3

−۱

− ​

۲
۱

​

۲
۱

ت

192
yاگر خط  مجانب افقی تابع  باشد، حاصل  کدام است؟ = ۲y = ​

۲x + ۳x۲

(a + ۱)x + bx۳ ۲
​ ​

x→۲+
lim

x + ۲a

[x] − ​

۲
b

(2 (1

1 (4 صفر (3

+ ∞− ∞

ت

a)اگر بازۀ  یک همسایگی نقطۀ  باشد، حدود  کدام است؟193 +۲ ۳a + ۱ , ​)
a − ۱
a + ۱

x = −۱a

(2 (1

  (4  (3

(۱ , ۲)(−۲ , −۱)

(۰ , ۲)(۰ , ۱)

ت

​ح کدام است؟194 ​

x→۲
lim

​ − ۳۴x + ۱
​ − ۲x + ۲

(2 (1

(4 (3

​

۳
۲

− ​

۳
۲

​

۸
۳

− ​

۸
۳

ت

fح در  کدام است؟195 (x) = ۳x + ۹x + x + ۱۲x → − ∞

صفر (2 (1

(4 (3

− ​

۳
۱

− ​

۶
۱− ∞

ت

​fک صحیح است؟196 (x) =
x − ۶x + ۹۲

​−x + ۶x − ۸۲

شامل یک همسایگی عدد 3 است. (2 شامل یک همسایگی محذوف عدد 3 است. (1

یک همسایگی راست عدد 4 است. (4 یک همسایگی چپ عدد 2 است. (3

ت
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197
fت در  پیوسته است. حاصل  کدام است؟ (x) = ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧a

​

; x = ۲

; x ۲
​ − ​x ۲

x − x + x − ۶۳ ۲
=x = ۲a ​۲

(2 (1

(4 (3

۱۸۳۶

۱۸ ​۲​۳۶ ۲

ت

fن در اطراف  چگونه است؟198 (x) = ​

x − ۵x + ۶۲

۱ − x۲
x = ۲

(2 (1

(4 (3

ت

aاگر بازۀ  یک همسایگی راست عدد 2 باشد، محدودۀ  کدام میتواند باشد؟199 − ۲b, ۲a + b( )b

(2 (1

(4 (3

−۱, ۰( )−۰/۵, ۱( )

−۱, ۱( )−۰/۱, ۱( )

ت

fت در فاصلۀ  چند نقطۀ ناپیوسته دارد؟                      200 x =( ) ​

[۳x − ۵]
۱

۰ ≤ x ≤ ۱

4 (2 3 (1

بیشمار (4 2 (3

ت

201
ب در  از چپ پیوسته است؟           af x =( ) ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

​ ​; x ۱[
−x + ۲
x + ۲x۲

] =

a ; x = ۱
x = ۱

(2 صفر (1

2 (4 3 (3

−۱

ت
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ک202

 

(2 (1

(4 (3

f x =( ) ​

x[ ]
۱

f x =( ) sin ​

x
۱

f x =( ) ​

x
​xf x =( ) ​

۱ − ​ sin x۲
cos ۲x

ت

  در اطراف خط  کدام است؟203



f x =( ) ​

۲
tan x + tan x∣ ∣

x = ​

۲
۳π

(2 (1

(4 (3

ت

، آنگاه حدود  و جهتی که باید از آن طرف به 4 نزدیک شد، در کدام گزینه آورده شده است؟204 ​اگر  log ​ =
x→۴
lim a −۳( ۲ )

x−۴( ) +∞a

راست،  (2 چپ،  (1

راست،  (4 از راست و چپ،  (3

− ​ <۳ a < ۳−۲ < a < ۲

−۲ < a < ۲a ∈ −۲, ۲ −( ) − ​, ​[ ۳ ۳]

ت

ج205

(2 (1

(4 (3

​ ​ ​ ​

x→۳
lim

∣
∣
∣
∣

x − ۳
۲x − ۱

∣
∣
∣
∣

​ ​

x→π
lim ۱ + cos x

۱

​ ​

x→۳
lim

۲x − ۱۲x + ۱۸۲
x − ۲

​ ​

​x→ ۲
π −

lim
tan x
x + ۱

ت

​ح کدام است؟206 ​

x→۰+
lim

x − sin x
۲x − ۱

(2 (1

2 (4 (3

+∞−∞

−۱

ت
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​اگر  حدود  کدام است؟207 ​ =
x→۰+
lim [

sin x
tan ax

] ۲a

(2 (1

(4 (3

۱ < a ≤ ۲۱ ≤ a < ۲

۲ < a ≤ ۳۲ ≤ a < ۳

ت

​ک صحیح است؟208 <
x − ۲x + ۴۲

x − ۶
−۱

همسایگی عدد 3 است. (2 همسایگی راست عدد 2 است. (1

همسایگی محذوف عدد 2 است. (4 همسایگی راست عدد  است. (3−۱( )

ت

، وقتی  میل کند کدام است؟209 fح (x) = ​

۳x − ۱۲

x + x − x۲ ۴ [ ۴]
x → ∞

(2 (1

(4 (3

​

۳
۱−۱

۰∞

ت

yاگر قسمتی از نمودار تابع  بهصورت زیر باشد، تابع  کدام میتواند باشد؟210 = ​

x − a( )۲
f x( )

f

(1

(2

(3

(4

f x =( ) a −۲ x۲

f x =( ) x − a∣ ∣

f x =( ) ​

x − a
−۱

f x =( ) x −۳ a۳

ت

​fاگر نمودار تابع  بهصورت زیر باشد، حاصل عبارت  کدام است؟ 211 ​

x→۰−
lim

f x − ۲ x + ۳( ( ) ) ( )
x − ۴x + ۱۲

(1

(2

(3

تعریف نشده (4

−∞

+∞

۰

ت

۲xاگر بازۀ  یک همسایگی عدد 5 باشد، محدودۀ تغ�رات  کدام است؟212 − ۳, ۳x + ۲( )x

(2 (1

(4 (3

۱, ۵( )۰, ۶( )

۱, ۴( )−۱, ۴( )

ت
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م213

(2 (1

(4 (3

A = x ∈ R∣ ​ > ۱{
​ ​ ​x −∣

∣
۲
۵

∣
∣

۱
}​ <

x − ۸x + ۱۶۲

x − ۷x + ۱۰۲
۰

B = {x ∈ R∣ x − ۲ >∣ ∣ ​}
۲
۱−۴, ۱ ∪( ) ۳, ۵( )

ت

fاگر نمودار تابع  بهصورت زیر باشد، حاصل  کدام است؟214 x( )​ (f of of )x
x→−∞
lim

-2 (1

1 (2

2 (3

(4∞

ت

g(x)ش است. اگر  و  باشد، طول نقطۀ A کدام است؟215 = ​

x + b۲

ax − ۱
f (x) = xg(x)​ f (x) =

x→+∞
lim ۳

(1

(2

(3

(4

​

۲
۱

​

۳
۱

۱

۲

ت

fن بهصورت زیر است. مجانب افقی تابع  کدام است؟216 (x) = ​

x − bx ​ + c۳ x
a

​y = f ( )
x
۱

(1

(2

(3

(4

y = ۰

y = ۱

y = −۱

y = ۲

ت

ک217

(2 (1

(4 (3

y = ​

​−x + ۶x − ۵۲

x
y = ​

x − ۱
x۲

y = ​

۲ sin x − ۱
sin xy = ۲log ​x

۱

ت
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fyاگر نمودار تابع  مطابق شکل زیر باشد، نمودار تابع  در اطراف  و  کدام است؟218 = ​

f x( )
x

x = ax = b

(1

(2

(3

(4

ت

  و  باشد و نقاط برخورد مجانبهای تابع  و نقطۀ  تشکیل یک مثلث بدهند،219





f x =( ) ​

x
x − ۱

g x =( ) ​

x + ۱
x − ۲۲

y = f og x( )۰, −۲( )

(2 (1

(4 (3

۲ ۲۲

۴ ۲۳ ۲

ت

fم چند مجانب دارد؟                               220 x =( ) ​

x − ۳ cos x∣ ∣
x

4 (2 3 (1

6 (4 5 (3

ت
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fش است. مقدار  کدام است؟221 x =( ) ​

x + ax + ۲۲

−x + b۳
a

(1

(2

2 (3

(4

−۲ ۲

۲ ۲

−۲

ت

fم چند خط مجانب قائم دارد؟222 x =( ) ​

sin πx − ۲x + ۳x۲

x + ۴

صفر (2 1 (1

3 (4 2 (3

ت

fاگر نمودار تابع  در اطراف  بهصورت زیر باشد، مقدار  کدام است؟223 x =( ) ​

ax + bx + ۸۲
x − ۱۳

x = −۲a + b

10 (1

(2

5 (3

(4

−۶

−۳

ت

ش خط  باشد، مقدار  کدام است؟224 y = f x( )y = f f x − ۲ +( ( ) ) ay = ۱a

2 یا 3 (1

1 یا 2 (2

1 یا 3 (3

صفر یا 1 (4

ت

fyاگر نمودار  بهصورت زیر باشد، نمودار تابع  چند مجانب دارد؟225 = ​

f x ​( ) x + ۱۲

۲x

2 (1

1 (2

3 (3

4 (4

ت
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fم و محور  ها کدام است؟226 x =( ) ​

۲x + ​x + x + ۲۲

۲x − ​x − ۱۲
y

(2 (1

(4 (3

​

۹
۱۶

​

۳
۸

​

۹
۴۰

​

۳
۱۶

ت

fن در اطراف مجانب قائم خود در فاصلۀ  کدام است؟227 x =( ) ​

۱ − sin x۳
cos x

۰, ۲π( )

(2 (1

(4 (3

ت

fت چند مجانب دارد؟228 x =( ) ​

​۱ − sin x
cos x

1 (2 صفر (1

بیشمار (4 2 (3

ت

ها را در طول  قطع کند، مقدار  کدام229 ، محور  خط  مجانب افقی تابع  است. اگر نمودار تابع 

است؟

y = −۴f x =( ) ​( ) +
۲
۱ x−a bfx−۱f −۲−۱ ( )

(2 صفر (1

(4 1 (3

−۱

​

۲
۱

ت

ف تا خط  برابر با 4 است. مجموع مقادیر  کدام است؟230

‌

​y = ۱ +
x − a
a − ۱۳x − ۴y = ۱۰a

(2 (1

(4 (3

​

۳
۲۸

​

۳
−۲۸

​

۳
۴۰

​

۳
−۴۰

ت
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fش را نشان میدهد، کدام گزینه درست است؟231 x =( ) ​

ax + bx + c۲

x

1) و 

2) و 

3) و 

4) و 

c > ۰b > ۰

c > ۰b < ۰

c < ۰b > ۰

c < ۰b < ۰

ت

، شکلی به مساحت 4 میسازند،  کدام است؟232   با خط 



f x =( ) ​ −
۲x − ۲x۲

۱
​

x − ۱۲

۱
y = aa

(2 (1

(4 (3

±۲±۴

±۶±۸

ت

fن بهصورت زیر است. عدد  کدام است؟233 x =( ) ​

​۱ + x۲

ax + b
C

(1

(2

(3

(4

− ​

۳
۴

−۱

− ​

۳
۲

−۲

ت

  چه مجانبهایی دارد؟234





f x =( ) ​ +
x − ۱۲

​ ​x − ۱∣
∣ ۲

∣
∣

​

x − ۲
۱

سه قائم، دو افقی (2 یک قائم، یک افقی (1

سه قائم، یک افقی (4 یک قائم، دو افقی (3

ت

، نقاط  و  باشد، مقدار  کدام است؟235  



f x =( ) ​

bx + cx + ۱۲

ax + ۲x۲
۱, ۱( )​(− , m)

۳
۱

​

m
a + b

6 (2 (1

(4 4 (3

−۶

−۴

ت
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، خط مجانب افقی خود را در نقطهای به طول  قطع میکند. فاصلۀ این نقطه تا مجانب قائم تابع کدام236   





f x =( ) ​

x − a( )۲
۴x − ۵x۲

−۱

(2 (1

(4 (3

​

۲
۱

​

۲
۳

​

۲
۵

​

۲
۷

ت

  در بازۀ  مجانب قائم نداشته باشد، مقدار  کدام است؟237



f x =( ) ​

sin x − cos x∣ ∣
a sin x + b cos x + ​۲

۰, ۲π( )a + b

2 (2 (1

(4 (3

−۲

۲− ۲

ت

  در دو نقطۀ  و  مجانب افقی خود را قطع میکند. مجموع فواصل این دو نقطه تا خط مجانب قائم تابع238





f x =( ) ​

x x + ۱∣ ∣
x − ۲∣ ∣

AB

2 (2 3 (1

4 (4 1 (3

ت

ت چند خط مجانب دارد؟239

 

f x =( ) ​

x۲

x[ ۲]

1 (2 صفر (1

3 (4 2 (3

ت

ن چند خط مجانب دارد؟240

 

f x =( ) ​

​cos x
​۹ − x۲

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ت
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اگر خط  از نقطۀ برخورد مجانبهای تابع  بگذرد، طول از مبدأ آن کدام است؟241

 

y = ۲x + af x =( ) ​

۲x − ​x + ۳
۴ax + ۱

(2 2 (1

(4 1 (3

−۲

−۱

ت

fن در اطراف مجانب قائم خود کدام است؟242 x =( ) ​

۲ − ۳x x

۴x

(2 (1

(4 (3

ت

ن در اطراف  شبیه کدام گزینه است؟243

 

f x =( ) ​

۱ − cos ۲x
tan ۲x

x = ۰

(2 (1

(4 (3

ت
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م کدام است؟244

 

f x =( ) ​

​x − x + ۲۲

x

(2 (1

(4 (3

y = ±۱x = ±۱

y = ±۲x = ±۲

ت

  نیست؟245



f x =( )
​

log۳
x۲

۹x −۱۲

(2 (1

(4 (3

y = ۲x = ۰

x = ​۳
۱

x = − ​۳
۱

ت

ن چند مجانب قائم دارد؟246

 

f x =( ) ​ +
​۴ − x۲

۱
​

x − ۳
tan x

3 (2 بیشمار (1

5 (4 4 (3

ت

  در بازۀ  دارای 3 مجانب قائم است. بیشترین مقدار  کدام است؟247



f x =( ) ۲ tan ​ +
۲
πx

cot ​

۲
πx

۰, b( )b

3 (2 2 (1

5 (4 4 (3

ت

  در بازۀ  چند مجانب قائم دارد؟248



f (x) = tan(۲πx − ​)
۳
π

−۱, ۲( )

7 (2 8 (1

5 (4 6 (3

ت

  کدام خط زیر است؟249



​ +
x − ۲

۱
​ =

y + ۱
۲

−۱

(2 (1

(4 (3

x = ۲x = ۱

x = −۱x = −۲

ت
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  فقط یک مجانب قائم دارد. مجموع مقادیر قابلقبول برای  کدام است؟250



f x =( ) ​

x − ۳x + ۲۲

۲x + a
a

6 (2 (1

(4 2 (3

−۶

−۲

ت

  دارای مجانبهای  و  میباشد.  کدام میتواند باشد؟251



y = log ​

x + b
ax + ۲

x = ۱x = −۳ab

2)  یا  6 یا  (1

4) یا  3) یا 6

​۳
−۲

​۳
−۲

−۶

​۳
۲

​۳
۲

−۶

ت

، چند مجانب قائم دارد؟252 ت

 

f x =( ) ​

​x − ۹x۴ ۲

x − ۴x + ۳۲

2 (2 3 (1

صفر (4 1 (3

ت

ک253

 



(2 (1

(4 (3

f x =( ) ​

x
sin x

f x =( ) ​

x۲
sin x

f x =( ) ​

x
tan xf x =( ) ​

tan x
x

ت

yت (در صورت وجود) در کدام گزینه صادق است؟254 = ​

​۱ + x۲

x

دو قائم و یک افقی (2 دو قائم (1

مجانب ندارد. (4 دو افقی و یک قائم (3

ت

​ح کدام است؟255 ​

x→۱
lim

۲x − ۲۳
۴x − ۳x − ۱۴

(2 (1

4 (4 2 (3

​

۶
۱۳

​

۳
۱۳

ت



49/56ل

ح256 ​ x ​

x→۰
lim [

x
۱

]

0 (2 وجود ندارد. (1

(4 1 (3−۱

ت

fح وقتی  میل کند، کدام است؟257 x =( ) ​

۳x + ۲ − x∣ ∣
۴x + ۳x − ​ + ۱[ ] x

x → +∞

2 (2 1 (1

(4 (3
​

۴
۷

​

۳
۴

ت

​ح کدام است؟258 ​

x→−∞
lim

۲x + ۳
​ + ​۱ − x ۴x + x + ۱۲

(2 (1

(4 2 (3

−∞+∞

−۱

ت

259
​اگر  باشد، محدودۀ  کدام است؟ ​ =

x→۳
lim

x − ۹۲
m + ۴ −۱( ) x[ ]

−∞m

(2 (1

(4 (3

m >∣ ∣ ۴m < ۴

m <∣ ∣ ۴m > −۴

ت

yش است. مقادیر  و  به کدام صورتاند؟260 = ​

۲x + b
۳x + ۲a۲

ab

(1

(2

(3

(4

a < b = −۸

a < ۳b = −۲۴

a = b = −۸

b < ۳a = −۲۴

ت

​ح کدام است؟261 ​

x→۲+
lim

۲ ​ − ۴۲x

​ − ۴۵x + ۶

(2 (1

موجود نیست. (4 (3

​

۴
۳

​

۴
۵

​

۸
۵

ت



50ل /56

fت چند مجانب دارد؟262 (x) = ​

x − ​۲x − ۱
۲x + ۵

یک (2 صفر (1

سه (4 دو (3

ت

، نقطۀ  محل برخورد مجانبهای آن باشد، حاصل  کدام است؟263 yاگر در تابع  = ​

x + a − ۲
bx + ۱

M (۳ , ۱)۵b − ۳a

(2 (1

(4 (3

۴۱۲

۹۸

ت

yاگر نمودار  به شکل زیر باشد،  کدام است؟264 = ​

​۴x + ۹۲

ax − b
a + b

(1

(2

(3

(4

۴

۲۰

−۲۰

−۴

ت

​ح کدام است؟ ([  ] نماد جزء صحیح است.)265 ​

x→۶+
lim

۶x − x۲
[sin x]

صفر (2 (1

(4 (3

−∞

+∞۱

ت

، کدام است؟266 ​ح ​

x→+∞
lim

۸ + ۹x x

۲ + ۳۳x+۱ ۲x+۱

(2 (1

(4 (3

− ​

۳
۱

​

۳
۱

−۳۳

ت

، کدام است؟267 ​ح ( ​ −
x→−۲
lim

۲x + ۵x + ۲۲

۳
​)

x − ۴۲

۴

(2 (1

(4 (3

− ​

۱۲
۷

− ​

۱۲
۵

​

۱۲
۵

​

۱۲
۷

ت
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، مقدار  کدام است؟268 ​اگر  ​ =
x→۳−
lim

۲x + ax + b۲

x − ۳
−∞a + ۲b

(2 (1

(4 (3

−۲۴۲۴

۱۲−۱۲

ت

​م چقدر است؟269 ​ − ​ ​ ​

x→(−۱)−
lim (

۱ − x۲
۲x

∣
∣
∣
∣

x + ۱
x

∣
∣
∣
∣
)

(2 (1

موجود نمیباشد. (4 (3

​

۲
۱

− ​

۲
۱

−۱

ت

،  میشود؟270 xح  → ۰+∞

(2 (1

(4 (3

f x =( ) ​

x − x۲
۱

f x =( ) ​

۱ − cos x
۱

f x =( ) ​

x + x∣ ∣
۱

f x =( ) ​

sin x
۱

ت

​ح کدام است؟271 ​

x→۱
lim

۲ − ​۳x + ۱
x + ۳x − ۴۳

8 (2 (1

6 (4 (3

−۸

−۶

ت

272
fت در  پیوسته است. مقدار  کدام است؟ x =( ) ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧ ۲x + b , x < −۱[ ]

۴ , x = −۱

​[ ] − a , x > −۱
x
۱x = −۱a + ۲b

6 (2 5 (1

8 (4 7 (3

ت

L)اگر  باشد، مقدار  کدام است؟273 ∈ R) ​ ​ =
x→۱
lim

​ − ۲۳ ۲x + ۶
x + bx − ۱۰۲

Lb + L

65 (2 60 (1

75 (4 70 (3

ت
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274
fت در بازۀ  پیوسته است. مقدار  کدام است؟ (x) = ​ ​

⎩
⎨
⎧

​ ​; x ∈ Z
x − x[ ]

​ ​x − x − ۲∣
∣ ۲

∣
∣

/

k ; x ∈ Z
[−۱, ۰)k

(2 1 (1

(4 3 (3

−۱

−۳

ت

​ح کدام است؟275 ( ​ −
x→−۲
lim

x − ۴۲

۹x + ۶
​)

x + ۲
۳

(2 (1

(4 (3

​

۲
۳

​

۲
−۳

+∞−∞

ت

​اگر  باشد، مقدار  کدام است؟276 ​ =
x→۴
lim

۳x + bx + c۲

x − ۶
−∞b + c

20 (2 24 (1

16 (4 18 (3

ت

ن کدام است؟277 f x( )​ ​ +
x→+∞
lim [

f x( )
۴

] ​ ​

x→−∞
lim [

f x( )
۴

]

1 (1

2 (2

3 (3

4 (4

ت

ت در همسایگی مجانب قائم خود چگونه است؟278

 

f x =( ) ​

x − ۴ ​ + ۴x
−x

(2 (1

(4 (3

ت



53/56ل

،  و  به ترتیب از راست به چپ کدام است؟279 fاگر نمودار  بهصورت زیر باشد، حاصل حدهای  x( )​ ​

x→۲+
lim

f x( )
−x

​ ​

x→ −۳( )+
lim

f x( )
sin x

​ ​

x→۰
lim

f x sin x( )
x

(1

(2

(3

(4

−∞, −∞, +∞

+∞, −∞, +∞

+∞, +∞, −∞

−∞, −∞, −∞

ت

fاگر  و  باشد، حاصل  کدام است؟280 x =( ) x − ۱( )۳g x =( ) x + ۱( )۳
​ ​

x→+∞
lim

f x + x g x − ۱( ) ۳ ( )
f x g x − x( ) ( )

2 (2 1 (1

4 (4 3 (3

ت

​ح و  به ترتیب از راست به چپ کدام است؟281 log ​

x→۰
lim

x + ۲
x∣ ∣

​ tan ۳x
​x→( )۶

π +
lim ( )

 ، (2  ، (1

 ، (4  ، (3

−∞−∞+∞−∞

−∞+∞+∞+∞

ت

fاگر  باشد، حاصل  کدام است؟282 (x) = ​

x + ۳
۲x − ۱

​ ​

x→∞
lim

f (x)−۱

f (x)

(2 (1

(4 (3

− ​

۳
۲

​

۳
۲

− ​

۳
۱

​

۳
۱

ت

283
، وقتی  کدام است؟ ​ح

(۱ + ​) − (۱ − ​)
x
۱ ۲

x
۱ ۲

(۱ − ​) − (۱ + ​)
x
۲ ۳

x
۴ ۳

x → ∞

(2 (1

(4 (3

​

۲
۹

− ​

۲
۹

​

۴
۹

− ​

۴
۹

ت

284                 : ، مطلوب است  fاگر  و  (x) = tan ​x
۲
π

g(x) = [ ​]
−x + ۱
۳x − ۱

​ g(f (x))
x→−۱+
lim

-4 (2 -3 (1

-1 (4 -2 (3

ت
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،  کدام است؟285   



f (x)​ f (x) =
x→+∞
lim ۳​ [ ​] +

x→+∞
lim

f (x)
۹

​ [−۲f (x)]
x→+∞
lim

-2 (2 -1 (1

-4 (4 -3 (3

ت

​ح چقدر است؟286 ​

x→−∞
lim

​ − ۳xx + ۵۲

۲x + ۱ − ​x − ۳۲

(2 (1

(4 (3

− ​

۲
۱

​

۴
۳

​

۲
۱

− ​

۴
۳

ت

fاگر  در نقطۀ  حد داشته باشد، مقدار  کدام است؟287 x =( ) a x +[ ] ۳a − ۱ −x( ) [ ]x = ۱a

(2 (1

(4 (3

− ​

۲
۱

−۱ ​

۲
۱

+ ​

۲
۱

+۱ ​

۲
۱

ت

fن در همسایگی  به کدام صورت است؟288 (x) = ​

sin x − sin x − ۱[ ]
۱

​x =۰ π

(2 (1

(4 (3

ت

fاگر نمودار تابع  در همسایگی  همانند شکل زیر باشد،  کدام است؟289 (x) = ​

۱ − cos πx
x − a[ ]

x = ۲a

(1

(2

(3

(4

​ <
۲
۱

a < ​

۲
۳

​ <
۲
۱

a ≤ ​

۲
۳

۱ < a < ۲

۱ < a ≤ ۲

ت
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g(x)اگر  و  باشد، fog در همسایگی  به کدام شکل است؟290 = ۲ ​x
۱

f (x) = ​

x
۳x − ۱

x = ۰

(2 (1

(4 (3

ت

اگر  و  مجانبهای تابع  باشد،  به ترتیب چند مجانب افقی و چند مجانب قائم دارد؟291

 

x = ​

۲
۳

y = ​

۳
۲

y = f (x)y = f (sin x)

1 و بیشمار (2 0 و بیشمار (1

0 و 0 (4 1 و 0 (3

ت

چ292

الف) ریشۀ مخرج، همواره مجانب قائم محسوب میشود.

ب) در توابع غیرلگاریتمی، اگر مخرج ریشه نداشته باشد، مجانب قائم نداریم.

ج) تابع بیشمار مجانب قائم میتواند داشته باشد ولی حداکثر دو مجانب افقی امکان دارد داشته باشد.

د) تابعی که دو مجانب افقی و حداکثر یک مجانب قائم داشته باشد قطعاً نه صعودی و نه نزولی است.

 

1 (2 0 (1

3 (4 2 (3

ت

اگر  مجانب افقی داشته باشد، کدامیک از توابع زیر لزوماً مجانب افقی دارد؟293

 

f (x)

(2 (1

(4 (3

​

f (x)
۱f (x)[ ]

f (x)۲f of (x)

ت

ن باشد، k کدام است؟294 y = f (x)​ ​ =
x→k+
lim

f (x)
x + ۲

−∞

فقط 1 (1

فقط 3- (2

1 و 3- (3

(4∅

ت
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295
​ح کدام است؟ ​

x→∞
lim

(۲x − ۱) (۱ − x)۲
(x + ۱) − (x − ۳)۴ ۴

2 (2 -2 (1

4 (4 -4 (3

ت

fاگر  باشد، حاصل  و  به ترتیب از راست به چپ کدام است؟296 (x) = ​

x + x − ۲۲

x + ۱
​ f (x)

x→۱−
lim​ f (x)

x→−۲+
lim

2) و  1) و 

4) و  3) و 

+∞−∞+∞+∞

−∞+∞−∞−∞

ت
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درسپ

گ  1

راهحل اول:

راهحل دوم:

( ​ − ۲x) = ​ ​ − ۲x) × ​

x→+∞
lim x − ۲x۲

x→+∞
lim x − ۲x۲

​ + ۲xx − ۲x۲

​ + ۲xx − ۲x۲

= ​ ​ ​ ​ = ​ ​

x→+∞
lim

​ + ۲xx − ۲x۲

x − ۲x − ۴x۲ ۲ پ

x→+∞
lim

x + ۲x∣ ∣
−۳x۲

x→+∞
lim

۳x
−۳x۲

= ​ −x = −∞
x→+∞
lim ( )

( ​ ​ ​− ۲x) ( x − ۲x) = ​ x − ۲x
x→+∞
lim x − ۲x۲ پ

x→+∞
lim ∣ ∣

x→+∞
lim ( )

= ​ −x = −∞
x→+∞
lim ( )

ت

گ  2

ت 

ب     ( ​) =
x→−∞
lim

۲x + ۳
۳x − ۱ x

​ ​( )
x→−∞
lim

۲
۳ x

y = axa > ۱

⇒ ​ ​( ) =
x→−∞
lim

۲
۳ x

۰

ت

گ  3

ح

​ =
x→−∞
lim

x + ۳n

ax + ​۴x + x۲
​ ​ =

x→−∞
lim

xn

ax + ۲x∣ ∣
​ ​ =

x→−∞
lim

xn

a − ۲ x( )
۳ ​

n=۱

a−۲=۳
a = ۵

​ ax
x→(−۱)−

lim [ ]

۵x =
x→(−۱)−

lim [ ] −۵ =[( )−] −۶

ت

حک
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گ  4

تابع در  حد دارد:

ولی حاصل  موجود نیست. میدانیم:

ب     

م نیز وجود ندارد.

x = ۱

−f x =
x→۱
lim ( ( )) − ​ f x =

x→۱
lim ( ) −۱

​ f −x
x→۱
lim ( )

f −x =
x→۱
lim ( ) ​ f x

x→−۱
lim ( )

fx = −۱f −x
x→۱
lim ( )

​ −f x +
x→۱
lim ( ( )) ​ f −x

x→۱
lim ( )

ت

گ  5

ب −∞

f x = ​ ​ = ​ ​ = −a = ۲ ⇒ a = −۲
x→−∞
lim ( )

x→−∞
lim

x + ۱۲
ax x − ۱∣ ∣

x→−∞
lim

x۲
−ax۲

ت

گ  6

ک

 پنج مقدار صحیح متمایز دارد که از آن پنج مقدار برای  به دست میآید که در تمام آنها تابع  حد ندارد.

​

− ۱ < x < ۱ ⇒ −۳ < ۳x < ۳ ⇒ −۲ < ۳x + ۱ < ۴

۳x + ۱ = −۱, ۰, ۱, ۲, ۳۳x+۱∈Z

۳x + ۱x۳x + ۱[ ]

ت

گ  7

ت 

ب را بخواهیم، باید ببینیم به ازای چه مقداری از  حد تابع  است. باتوجهبه شکل،

 میباشد. پس  است. داریم:

+∞y = ۱

f (x) =
x→+∞
lim ۱

f (x)
x→−∞
lim −۱x−∞

​ f (x) =
x→−۱
lim −∞​ f (x) =

x→−∞
lim −۱ −۱

f (x) +
x→+∞
lim ​ f (x) =

x→−∞
lim −۱ ۱ + (−۱) = ۰

ت
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گ  8

وقتی  مجانب قائم است؛ یعنی مخرج به ازای  صفر میشود.

ریشۀ دیگر مخرج را به ازای  پیدا میکنیم.

x = ۱x = ۱

y = ​ ⇒
۲x + x + a۲

۵x − ۱
۲x +۲ x + a = ۰ ​

x=۱ ۳ + a = ۰ ⇒ a = −۳

a = −۳

۲x +۲ x − ۳ = ۰ ⇒ ۲x + ۳ x − ۱ =( ) ( ) ۰ ⇒ x = − ​

۲
۳

ت

گ  9

ح

،  و درنتیجه  است. پ    



م       



y = ۲

y − ۲ = ​ −
x + ۳x − ۲۲
۲x + x + ۱۲

۲ = ​ =
x + ۳x − ۲۲

۲x + x + ۱ − ۲x − ۶x + ۴۲ ۲
​

x + ۳x − ۲۲
−۵x + ۵

x → +∞+∞y − ۲ < ۰y < ۲

−∞y − ۲ > ۰y > ۲

ت

گ  10

f (x) =
x→۲π+
lim ​ ​

x→۲π+
lim

sin x۲
۱ − cos x۳

​ ​=
x→۲π+
lim

​ ​(۲ sin cos )۲
x

۲
x ۲

(۱ − cos x)(۱ + cos x + cos x)۲

​ ​=
x→۲π+
lim

​۴sin cos ​

۲
۲
x ۲

۲
x

​(۲sin )(۱ + cos x + cos x)۲
۲
x ۲

= ​ ​ =
x→۲π+
lim

​۲cos۲
۲
x

۱ + cos x + cos x۲
​ =

۲(−۱)۲
۱ + ۱ + ۱

​

۲
۳

f (۲π) = ​ f (x) =
x→۲π−
lim ​ =

۲π
aπ

​ =
۲
a

​ ⇒
۲
۳

a = ۳

ت



4/93ل

گ  11

ض                  

م

درنتیجه در  پیوسته است.

ب

پ

x = ۲

x = ۱ : ​ ​ ​

⎩⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ ​ f (x) = ​ ∣x − ۱∣ = ۰

x→۱−
lim

x→۱−
lim

​

f (۱) = ۱ − ۱ = ۰
f (x) = ​ (x − [x]) = ۱ − ۱ = ۰

x→۱+
lim

x→۱+
lim

x = ۱

x = ۳ : ​ ​ ​

⎩
⎨
⎧ ​ f (x) = ​ (x − [x]) = ۳ − ۲ = ۱

x→۳−
lim

x→۳−
lim

f (۳) = ​ f (x) = ​ (−x + ۴) = −۳ + ۴ = ۱
x→۳+
lim

x→۳+
lim

x = ۳
x = ۲

ت





گ  12

چ 

م

ب شود. ازطرفی  است، پس  و  به دست میآید.

Rx = ۰

f (x) =
x→۰
lim ​ ​

x→۰
lim

x
​ − bx + a

−۰ + a b = ۰ ⇒ ​ =a b ⇒ a = b۲

⇒ ​ ​ ×
x→۰
lim

x
​ − bx + a

​ =
​ + bx + a
​ + bx + a

​ ​

x→۰
lim

x( ​ + b)x + a
​x + a − b۲

ص

= ​ ​ =
x→۰
lim

​ + bx + a
۱

​

​ + ba
۱

​ +a b = ۴a = b۲a = ۴b = ۲

ت
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گ  13

ح









۱ (گزینۀ ​ g x =
x→+∞
lim ( ) ۲

۲ (گزینۀ ​ ​ =
x→−∞
lim

g x( )
۱

​ =
+∞

۱
۰

۳ (گزینۀ ​ g g x =
x→−∞
lim ( ( )) g +∞ =( ) ۲

۴ (گزینۀ ​ g( ​) =
x→۰−
lim

g x( )
۱

g( ​) =
۰−

۱
g −∞ =( ) +∞

ت

گ  14

، آنگاه مخرج برابر  است و حاصل حد نمیتواند نامتناهی باشد. پس گزینههای "3" و "4" قطعاً نادرست هستند. اگر 

، آنگاه مخرج  و حاصل حد نامتناهی است. داریم: ولی اگر 

ت  

ب

x → ​

۲
۵

tan ​ +
۴

۵π
۱ = ۱ + ۱ = ۲

x → ​

۲
۳

tan( ​) +
۴

۳π ۱ = −۱ + ۱ = ۰

f (x) =
x→ ۲

۳ +
lim ​ ​ =

​x→ ۲
۳ +

lim
tan ​ + ۱

۲
πx

sin πx
​ =

tan( ​ ) + ۱
۴

۳π +

sin ​

۲
۳π +

​ =
(−۱) + ۱+

−۱
​ =۰+

−۱
−∞

​

۴
۳π +

​

۴
۳π

(−۱)+

ت
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گ  15

اول روش : ​ ​ × ​

​x→ ۳
−۱

lim
۳x + x + ۳x + ۱۳ ۲

​ − ۳−۲۷x
​ + ۳−۲۷x
​ + ۳−۲۷x

= ​ ​ = ​

​x→ ۳
−۱

lim
( ​ + ۳)(۳x + ۱)(x + ۱)−۲۷x ۲

−۲۷x − ۹
x→ ۳

−۱
lim

( ​ + ۳)(۳x + ۱)(x + ۱)−۲۷x ۲

−۹(۳x + ۱)

= ​ ​ = ​ = ​

​x→ ۳
−۱

lim
( ​ + ۳)(x + ۱)−۲۷x ۲

−۹

۶ × ​

۹
۱۰

−۹
۲۰

−۲۷

دوم روش : ​ ​ ​ ​

​x→ ۳
−۱

lim
۳x + x + ۳x + ۱۳ ۲

​ − ۳−۲۷x
=HOP

​x→ ۳
−۱

lim
۹x + ۲x + ۳۲

​

​۲ −۲۷x
−۲۷

= ​ = ​ ​=
۱ − ​ + ۳

۳
۲

​

۲ × ۳
−۲۷

​

۳
۱۰

​

۲
−۹

۲۰
−۲۷

ت

گ  16

​ =
x→−∞
lim

ax − x∣ ∣
​

۳ ۸x − ۶x + ۲۳ ۲
​ ​ =

x→−∞
lim

ax + x
​

۳ ۸x۳
​ ​ =

x→−∞
lim

a + ۱ x( )
۲x

​ =
a + ۱

۲
۳

۲ = ۳a + ۳ ⇒ ۳a = −۱ ⇒ a = − ​

۳
۱

ت

گ  17

،  و  مقدار تابع صحیح میشود. با نقاط ابتدایی و انتهایی کاری نداریم.   ،  ،  ، م 

ه

ب حد ندارد.

x = −۱x = ۰x = ۱x = ​۲x = ​۳x = ۲
x = ۰

[x ] =
x→۰+
lim ۲

​[x ] =
x→۰−
lim ۲ ۰

y = x[ ۲]x = ۱, ​ ​,۲ ۳

ت

گ  18

ب یک همسایگی عدد صفر باشد، باید:

ب بازۀ  یک همسایگی صفر است.

sin x, tan x( )

{
sin x < ۰
tan x > ۰

sin x < ۰ ⇒ ۴ و ۳ ناحیۀ (۱)
tan x > ۰ ⇒ ۱ و ۳ ناحیۀ (۲)

⇒ ۱ ∩( ) ۲ =( ) ن

۲kπ − π < x < ۲kπ − ​

۲
π

sin x, tan x( )

ت
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گ  19

ح



a

​ =
x→۲
lim

x − ۸۳

x − ۸x + ۱۲۲
​ ​ =

x→۲
lim

​ x + ۲x + ۴x − ۲( ) ( ۲ )
​ x − ۶x − ۲( ) ( )

​ =
۱۲

−۴
​ =

۳
−۱

a

a

​ ​

x→+∞
lim

۲x − ​x − ۱۴
۳
۱ ۳

−x − ​x + ۲۴
۳
۱ ۲

​ ​

پرتوان
=

x→+∞
lim

۲x۴

−x۴
​

۲
−۱

ت

گ  20

خ است و نمیتوان در آن  را به

ب

y = ۰−۱, ۱ −[ ] ۰{ }x

ت

گ  21

گ

۱ (گزینۀ ​ log x =
x→۱−
lim [ ] log ۱ =[ −] ت   

۲ (گزینۀ ​ cot x =
x→۰+
lim [ ] cot ۰ =[ +] ت   

⇒
۳ (گزینۀ ​ ​ ت

x→۲+
lim

[x] − ۲
۱

​ ​ = −۱
x→۲−
lim

۱ − ۲
۱ ح  

۴ (گزینۀ ​ ​ =
x→۰+
lim

x∣ ∣
x[ ]

​ =
x
۰[ +]

ح    

ت

گ  22

ب

​ = ​ ​ = ​ ​

x→−∞
lim

​ + x − ۱۳ −۸x۳ ∣ ∣
۳x − ​۴x + ۱۲

x→−∞
lim

​ − x + ۱۳ −۸x۳

۳x − ​۴x + ۱۲

x→−∞
lim

​ − x۳ −۸x۳

۳x − ​۴x۲

= ​ ​ = ​ = ​ ​ = ​

x→−∞
lim

−۲x − x
۳x − ۲x∣ ∣

x→−∞
lim

−۳x
۳x − (−۲x)

x→−∞
lim

−۳x
۵x

۳
−۵

ت

گ  23

ت

​ =
x→+∞
lim

۱ − x
x − x[x]

​ ​ =
x→+∞
lim

۱ − x
x − x(x)

​ ​ =
x→+∞
lim

−x
−x۲

​ x =
x→+∞
lim +∞

ت
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گ  24

ابتدا ضابطۀ تابع  را به دست میآوریم.

پ

f x−۱ ( )

y = ​ ⇒ ۲xy + ay = x − ۳
۲x + a
x − ۳

​

⇒ ۲xy − x = −ay − ۳ ⇒ x(۲y − ۱) = −ay − ۳

⇒ x =
۲y − ۱

−ay − ۳

f x =−۱ ( ) ​

۲x − ۱
−ax − ۳

f x f x =
x→+∞
lim ( ( ) −۱ ( )) ​ ​ ×

x→+∞
lim

۲x + a
x − ۳

​

۲x − ۱
−ax − ۳

پ
​ f x f x =

x→+∞
lim ( ( ) −۱ ( )) ​ =

۴x۲
−ax۲

​ ⇒
۴

−۱
a = ۱

f x =−۱ ( ) ​ ⇒
۲x − ۱

−x − ۳
f ۱ =−۱ ( ) ​ =

۲ − ۱
−۱ − ۳

−۴

ت
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گ  25

ابتدا حد تابع در نقطۀ  را محاسبه میکنیم:

، باید علامت صفر حدی موجود در مخرج را به دست آوریم. یعنی حد چپ و راست تابع در  را محاسبه   کنیم. باتوجهبه نمودار ب 

 داریم:

پ

ب   

x = ​

۳
π

​ =
x→ ۳

π
lim

۲ cos x − ۱
sin x − cos x

​ =
۲ × ​ − ۱

۲
۱

​ − ​

۲
​۳

۲
۱

​ =
ص

​

۲
​ − ۱۳

∞

∞x = ​

۳
π

y = cos x

x > ​ ⇒
۳
π

cos x < ​ ⇒
۲
۱ ۲ cos x < ۱ ⇒ ۲ cos x − ۱ < ۰

x < ​ ⇒
۳
π

cos x > ​ ⇒
۲
۱ ۲ cos x > ۱ ⇒ ۲ cos x − ۱ > ۰

⎩⎪⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧

​ = ​ = −∞
x→( )۳

π +
lim

۲ cos x − ۱
sin x − cos x

۰−

​

۲
​ − ۱۳

​ = ​ = +∞
x→( )۳

π −
lim

۲ cos x − ۱
sin x − cos x

۰+

​

۲
​ − ۱۳

​

۳
π

−∞​

۳
π

+∞

ت





گ  26

اشتراک موارد بالا  است. حال  را محاسبه میکنیم:

پ

f (x) = ​ = ​ = +∞ ⇒ ۶ + a > ۰ ⇒ a > −۶
x→۳+
lim

۰+

۲(۳) + a
۰+

۶ + a

f (x) = ​ = +∞ ⇒ ۴ + a < ۰ ⇒ a < −۴
x→۳−
lim

۰−

۲(۲) + a

−۶ < a < −۴f (۱)

f (۱) = ​ ⇒
−۲

۲ + a
−۶ < a < −۴ ⇒ −۴ < a + ۲ < −۲ ⇒ ۱ < ​ <

f(۱)

​

−۲
a + ۲

۲

f (۱)

ت
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گ  27

ب  



−∞x = ۱۴(x − ۱)۲

کسر مخرج = ax + bx + ۴ = ۴(x − ۱) = ۴(x − ۲x + ۱) = ۴x − ۸x + ۴۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ​ ​ ⇒ a + b = ۴ + (−۸) = ۱۶ − ۸ = ۸{
a = ۴
b = −۸

۲ ۲

ت





گ  28

راهحل اول: اول تکلیف براکت را مشخص میکنیم. میدانیم  است، پس:

ه



۳ =[ −] ۲

​ = ​ ​ × ​ × ​

x→۳−
lim

​ − ۲۳ x + ۵
​ − x + ۲۲x − ۵

x→۳−
lim

​ − ۲۳ x + ۵
​ − x − ۲۲x − ۵ ( )

​ + x − ۲۲x − ۵ ( )
​ + x − ۲۲x − ۵ ( )

​ + ۲ ​ + ۴۳ x + ۵( )۲ ۳ x + ۵( )

​ + ۲ ​ + ۴۳ x + ۵( )۲ ۳ x + ۵( )

= ​ ​ ​× = ​ ​

x→۳−
lim

x + ۵ − ۸( )
۲x − ۵ − x − ۲( ) ( )۲

۲
۱۲

x→۳−
lim

x − ۳( )
۲x − ۵ − x + ۴x − ۴ × ۶( ۲ )

= ۶ ​ ​ =
x→۳−
lim

x − ۳( )
−x + ۶x − ۹۲

۶ ​ ​ =
x→۳−
lim

x − ۳( )
− x − ۳( )۲

۶ ​ −
x→۳−
lim x − ۳ =( ) ۰

​ ​

x→۳−
lim

​ − ۲۳ x + ۵
​ − x + ۲۲x − ۵ HOP

​ ​ =
x→۳−
lim

​۳ ۳ x + ۵( )۲

​ − ۱
​۲ ۲x − ۵

۲

​ =
​

۳ × ۴
۱
۰

۰

ت

گ  29

. ازاینرو داریم: ، آنگاه:  ت 

ح 

x → ۰−x − ۱ →( ) (−۱)−

f x − ۱ =
x→۰−
lim ( ) ​ f t

t→(−۱)−
lim ( )

​ f t
t→(−۱)−

lim ( )​ f x
x→(−۱)−

lim ( )

f x =
x→(−۱)−

lim ( ) ​ (۱ −
x→(−۱)−

lim x ) =[ ] ۱ − −۲ =( ) ۳

ت
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گ  30

راهحل دوم: میتوانید از همارزی برنولی استفاده کنید:

​ × ​ = ​ ​

x→۰
lim

x
​ + x − ۱۱ + x۲

​ − x − ۱۱ + x۲ ( )
​ − x − ۱۱ + x۲ ( )

x→۰
lim

x ​

۲

( ​ − x − ۱ )۱ + x۲ ( )

۱ + x − x − ۱( ۲) ( )۲

= ​ ​ = ​ = ۱
x→۰
lim

۲x
۱ + x − x + ۲x − ۱۲ ۲

x→۰
lim

۲x
۲x

​ = ​ ​ = ​ ​

x→۰
lim

x
​ + x − ۱۱ + x۲

x→۰
lim

x

​۱ + x + x − ۱
۲
۱ ۲

x→۰
lim

x

​x + x
۲
۱ ۲

= ​ ​x + ۱ = ۱
x→۰
lim

۲
۱

ت

گ  31

اول مخرج را صفر میگذاریم تا مجانبهای قائم را به دست آوریم.

دقت کنید که  ریشۀ صورت است، پس تابع فقط یک مجانب قائم دارد. حالا حد تابع را در  به دست میآوریم تا مجانبهای افقی را حساب کنیم.

پ

x + ۱ −∣ ∣ ۳ = ۰ ⇒ x + ۱ =∣ ∣ ​۳ ⇒ {
x + ۱ = ۳ ⇒ x = ۲

x + ۱ = −۳ ⇒ x = −۴

x = ۲∞

f x = ​ ​ = ​ ​ = ۱
x→+∞
lim ( )

x→+∞
lim

x + ۱ − ۳∣ ∣
x − ۲∣ ∣

x→+∞
lim

x
x

f x = ​ ​ = ​ ​ = ۱
x→−∞
lim ( )

x→−∞
lim

x + ۱ − ۳∣ ∣
x − ۲∣ ∣

x→−∞
lim

−x
−x

y = ۱

ت

گ  32

​ =
x→۰−
lim

tan x
cot x

​ ​

x→۰−
lim

tan x

​

tan x
۱

= ​ ​ =
x→۰−
lim

tan x۲
۱

​ =
(۰ )− ۲

۱
​ =

۰+

۱
+∞

ت

گ  33

ابتدا حاصل حد را به دست میآوریم:

​ = ​ ​ = ​ ​

x→+∞
lim

x
f x + ۳( )

x→+∞
lim

x ۲ x + ۳ − ۱( ( ) )

​ x + ۳ − ۹ ​

∣
∣
∣
( )۲

∣
∣
∣

x→+∞
lim

x ۲x + ۵( )
​ ​x + ۶x + ۹ − ۹∣

∣ ۲
∣
∣

= ​ ​ = ​ = ​ ​ = ​

x→+∞
lim

x ۲x + ۵( )
∣ ​∣x + ۶x۲

+

x→+∞
lim

x ۲x + ۵( )
x x + ۶( )

x→+∞
lim

۲x + ۵
x + ۶

۲
۱

ت



12ل /93

گ  34

ب 

ب   



f ofx = ۰

f of x =
x→۰+
lim ( ) ​ f x − ۲ =

x→۰+
lim ( ) f −۲ =( ) ۰

f of x =
x→۰−
lim ( ) ​ f x + ۲ =

x→۰−
lim ( ) f ۲ =( ) ۰

x = ۰x = ۰fx = ۰
f of

ت

گ  35

ب R

x −۲ ۲mx + ۲ − m = ۰ ⇒ Δ < ۰ ⇒ ۴m −۲ ۴(۲ − m) < ۰

⇒ ۴m −۲ ۸ + ۴m < ۰ ⇒ m +۲ m − ۲ = ۰ ⇒ (m + ۲)(m − ۱) < ۰

علامت تع�ن ⇒ −۲ < m < ۱

ت

گ  36

ب          



دوم: چون  میل میکند از  صرفنظر میکنیم.

x → −∞x

​ =
۵ + ۳ × ۳x −۱ ۲x

۵ + ۳ × ۳x−۱ ۲x

​

۵ + ۳ × ۹x −۱ x

۵ + ۳ × ۹x−۱ x

x → −∞۹x

​ =
x→−∞
lim

۵ + ۳ × ۹x −۱ x

۵ + ۳ × ۹x−۱ x

​ ​ =
x→−∞
lim

۵x

۵x−۱
​ ​ =

x→−∞
lim

۵x

۵ × ۵−۱ x

۵ =−۱
​

۵
۱

ت

گ  37

ت    

y = ​ ​ ​ ​ ​ = ​

x→+∞
lim

​

x→+∞
lim

x ۴x + ۵x − ۶۲

x + ۲x + ۱۲ ۲ پ

x→+∞
lim

۲x۲
۳x۲

۲
۳

y = ​ ​ ​ ​ ​ = ​ = ​

x→−∞
lim

​

x→−∞
lim

x ۴x + ۵x − ۶۲

x − ۲x + ۱۲ ۲ پ

x→−∞
lim

x ۲x∣ ∣
−x۲

x→−∞
lim

−۲x۲

−x۲

۲
۱

+∞y = ​

۲
۳

−∞y = ​

۲
۱

​ −
۲
۳

​ =
۲
۱

۱

ت
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گ  38

، بنابراین  ، اول به سراغ جزء صحیح میرویم. نقطۀ  طول رأس سهمی  است. باتوجهبه نمودار سهمی، وقتی 

 و حد بهصورت زیر درمیآید:

ب

روش دوم: از روش هوپيتال نيز میتوانيم استفاده كنيم.

x = ۱y = x −۲ ۲xx → ۱x −۲ ۲x → (−۱)+

[x −۲ ۲x] = −۱

​ =
x→۱
lim

​ − ۲۳x + ۱
x + ۳x − ۴۲

​ =
− ۲۳(۱) + ۱

۱ + ۳(۱) − ۴۲
​

۰
۰

​ ×
x→۱
lim

​ − ۲۳x + ۱
x + ۳x − ۴۲

​ =
​ + ۲۳x + ۱
​ + ۲۳x + ۱

​ ​

x→۱
lim

(۳x + ۱) − ۴
(x + ۳x − ۴) × ( ​ + ۲)۲ ۳x + ۱

= ​ ​ =
x→۱
lim

۳(x − ۱)
(x − ۱)(x + ۴)( ​ + ۲)۳x + ۱

​ ​ =
x→۱
lim

۳
(x + ۴)( ​ + ۲)۳x + ۱

​ =
۳

۵ × ۴
​

۳
۲۰

ت





گ  39

م به   ازای  برابر صفر است. برای اینکه حاصل این کسر برابر یک عدد شود، باید صورت کسر نیز به   ازای  برابر صفر

ب

روش اول:

روش دوم:

​ ​

x→۲
lim

​ − ۲x + ۲
ax − ​۲x

x = ۲x = ۲

ax − ​ ​۲x
x=۲ ۲a − ۲ = ۰ ⇒ a = ۱

​ × ​ × ​ = ​ ​

x→۲
lim

​ − ۲x + ۲
x − ​۲x

​ + ۲x + ۲
​ + ۲x + ۲

x + ​۲x
x + ​۲x

x→۲
lim

(x + ۲ − ۴)(x + ​)۲x
(x − ۲x)( ​ + ۲)۲ x + ۲

= ​ ​ = ۲ ⇒ b = ۲
x→۲
lim

(x − ۲)(۴)
x(x − ۲)(۴)

​ ​ ​ ​ = ​ = ​ = ۲ ⇒ b = ۲
x→۲
lim

​ − ۲x + ۲
x − ​۲x HOP

x→۲
lim

​

​۲ x + ۲
۱

۱ − ​

​۲ ۲x
۲

​

۴
۱

۱ − ​

۲
۱

​

۴
۱

​

۲
۱

a − b = ۱ − ۲ = −۱

ت
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گ  40

ریشههای مخرج به شرط آنکه ریشۀ صورت هم نباشند مجانبهای قائم هستند.

،  قطعاً مجانبهای قائم منحنی هستند. خط  را بررسی میکنیم. خ 

ح 

f x =( ) ​ +
x − ۳x + ۲۲

x − ۲
​

x
۱

x = ۰x = ۱x = ۲

f x = ​ ( ​ + ​) = ​ ( ​ + ​)
x→۲
lim ( )

x→۲
lim

x − ۲ x − ۱( ) ( )
x − ۲

x
۱

x→۲
lim

x − ۱
۱

x
۱

= ۱ + ​ = ​۲
۱

۲
۳

x = ۲x = ۲

ت

گ  41

پ

x =
x→۰+
lim [ ۲] ۰ =[ +] ۰

​ =
x→۰+
lim

۲x
x − x[ ۲] ∣ ∣

​ ​ =
x→۰+
lim

۲x
۰ − x

​

۲
−۱

ت

گ  42

ب است و در  هم تابع تعریفشده نیست، پس مجانب افقی ندارد. حال به



+∞log ​ =
x→+∞
lim

x + ۱۲
x

log ۰ =+ −∞−∞

۱ گزینۀ : ​۲ =
x→−∞
lim x ۰

۲ گزینۀ : ​ log( ​) =
x→±∞
lim

x − ۱
x + ۱

۰

۴ گزینۀ : ​۲ =
x→−∞
lim ​log( )x

۱
۰

ت

گ  43

ح

​ =
x→۳
lim

x − ۱۰x + ۳۳
​ − ۱۲x − ۵

​ =
۲۷ − ۳۰ + ۳

۱ − ۱
​ مبهم

۰
۰

​ = ​ ​ × ​

x→۳
lim

x − ۱۰x + ۳۳
​ − ۱۲x − ۵

x→۳
lim

x − ۱۰x + ۳۳
​ − ۱۲x − ۵

​ + ۱۲x − ۵
​ + ۱۲x − ۵

= ​ ​ × ​

x→۳
lim

x − ۳ x + ۳x − ۱( ) ( ۲ )
۲x − ۵ − ۱

​ + ۱۲x − ۵
۱

= ​ ​ × ​ = ​ × ​ = ​

x→۳
lim

​ x + ۳x − ۱x − ۳( ) ( ۲ )
​۲ x − ۳( )

۱ + ۱( )
۱

۹ + ۹ − ۱
۲

۲
۱

۱۷
۱

ت
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گ  44

ع

در عبارتهای  و  از  و  در مقابل  صرفنظر میکنیم:

​ − ​ = ​ ​ − ​ × ​

x→−∞
lim ( x + ۳x۲ x − ۲x۲ )

x→−∞
lim ( x + ۳x۲ x − ۲x۲ )

​ + ​x + ۳x۲ x − ۲x۲

​ + ​x + ۳x۲ x − ۲x۲

= ​ ​ = ​

x→−∞
lim

​ + ​x + ۳x۲ x − ۲x۲

x + ۳x − x + ۲x۲ ۲

x→−∞
lim

​ + ​x + ۳x۲ x − ۲x۲

۵x

x − ۲x۲x + ۳x۲۳x−۲xx۲

​ =
x→−∞
lim

x + x∣ ∣ ∣ ∣
۵x

​ ​ =
x→−∞
lim

−۲x
۵x

​

۲
−۵

ت

گ  45

ب

ب 

، حاصل مخرج  میشود که همان خواستۀ سؤال است. م  

f x =
x→+∞
lim ( ) ​ ​ =

x→+∞
lim

ax + ۵x + an

۲x + ۱( )۲

​ ​ =
x→+∞
lim

ax + ۵x + an

۴x + ۴x + ۱۲
−۲

n = ۲

f x =
x→+∞
lim ( ) ​ ​ ​

x→+∞
lim

ax + ۵x + a۲
۴x + ۴x + ۱۲ پ

​ ​ =
x→+∞
lim

ax۲
۴x۲

−۲ ⇒ a = −۲

f x =
x→t
lim ( ) ​ =

−۲x + ۵x − ۲۲
۲x + ۱( )۲

+∞

+∞۰+

−۲x +۲ ۵x − ۲ = − x − ۲ ۲x − ۱( ) ( )

x = ​

۲
۱

x = ۲​x → ( )
۲
۱ +۰+

ت

گ  46

پ

​ =
x→ ۴

π
lim

cos ۲x
sin ۲x − ۱

​ ​ =
​x→ ۴

π
lim

cos ​

۲
π

sin ​ − ۱۲
π

​

۰
۰

​ = ​ ​ = ​ ​

x→ ۴
π

lim
cos ۲x

sin ۲x − ۱
​x→ ۴

π
lim

cos x − sin x۲ ۲
۲ sin x cos x − ۱

​x→ ۴
π

lim
cos x − sin x cos x + sin x( ) ( )

− ۱ − ۲ sin x cos x( )

= ​ ​ = ​

​x→ ۴
π

lim
cos x − sin x cos x + sin x( ) ( )

− cos x − sin x( )۲

x→ ۴
π

lim
cos x + sin x

− cos x − sin x( )

= ​ = ​ = ۰
​ + ​

۲
​۲

۲
​۲

−( ​ − ​)
۲

​۲
۲

​۲

​۲
۰

ت
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گ  47

پ

​ =
x→(−۲)−

lim
x + ۲∣ ∣

۸ + x۳
​ =

−۲ + ۲∣ ∣
۸ − ۸

​

۰
۰

​ =
x→(−۲)−

lim
x + ۲∣ ∣

۸ + x۳
​ ​ =

x→(−۲)−
lim

− x + ۲( )
x + ۲ x − ۲x + ۴( ) ( ۲ )

​ −
x→(−۲)−

lim x − ۲x + ۴ =( ۲ ) −۱۲

ت

گ  48

اول: اول کسر را ساده و مرتب میکنیم:

دوم: زمانیکه  میتوانیم از  در مقابل  صرفنظر کنیم.

​ =
۵ − ۹۲x+۱ x

۵ + ۹۲x−۱ x+۱
​

۵ × ۲۵ − ۹x x

۵ × ۲۵ + ۹ × ۹−۱ x x

x → +∞۹x۲۵x

​ =
x→+∞
lim

۵ − ۹۲x+۱ x

۵ + ۹۲x−۱ x+۱
​ ​ =

x→+∞
lim

۵ × ۲۵ − ۰x
۵ × ۲۵ + ۰−۱ x

​ =
۵

۵−۱
​

۲۵
۱

ت

گ  49

y = [( ​) ] + [۲ × ( ​) ] = −۱ + [(−۱) ] = −۱ − ۱ = −۲
x→( )۲

−۱ +
lim

۲
−۱ +

۲
−۱ + +

y = [( ​) ] + [۲ × ( ​) ] = −۱ + [(−۱) ] = −۱ − ۲ = −۳
x→( )۲

−۱ −
lim

۲
−۱ −

۲
−۱ − −

چپ و راست حد مجموع = −۲ − ۳ = −۵

ت

گ  50

پ

راهحل اول:

راهحل دوم: در مخرج کسر از همارزی کمتوان استفاده میکنیم:

​ =
x→۱−
lim

​x − ۱ + ۳ x − ۱
​ ​x − ۱∣

∣ ۲
∣
∣

​ =
۱ − ۱ + ۰

۱ − ۱∣ ∣
​

۰
۰

​ = ​ ​ = ​ ​

x→۱−
lim

​x − ۱ + ۳ x − ۱
​ ​x − ۱∣

∣ ۲
∣
∣

x→۱−
lim

​x − ۱ + ۳ x − ۱
− x + ۱ x − ۱( ) ( )

x→۱−
lim

​ ​ + ۱۳ x − ۱ ( ۳ x − ۱( )۲ )

− x + ۱ x − ۱( ) ( )

= ​ ​ = ​ = ۰
x→۱−
lim

​ + ۱۳ x − ۱( )۲

− x + ۱ ​( ) ۳ x − ۱( )۲

۱
۰

​ ​ ​ ​

x→۱−
lim

​x − ۱ + ۳ x − ۱
​ ​x − ۱∣

∣ ۲
∣
∣ ک

x→۱−
lim

​

۳ x − ۱
− x + ۱ x − ۱( ) ( )

= ​ − x + ۱ ​ = −۲ × ۰ = ۰
x→۱−
lim ( ) ۳ x − ۱( )۲

ت
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گ  51

ب

f x = ​ ​ = ​ ​ = ​ ​

x→۰−
lim ( )

x→۰−
lim

sin x
​۱ − cos ۲x

x→۰−
lim

sin x
​۲sin x۲

x→۰−
lim

sin x
​ sin x۲ ∣ ∣

= ​ ​ = −
x→۰−
lim

sin x
− ​ sin x۲

۲

f x = ​ ۲ −x + a = ۲ ۰ + a = −۲ + a
x→۰+
lim ( )

x→۰+
lim ( [ ] ) [ −]

x = ۰

− =۲ −۲ + a ⇒ a = ۲ − ​۲

ت

گ  52

الف) در  دارای همسایگی چپ نیست، پس در این نقطه حد ندارد. به دامنۀ آن دقت کنید:

پ

پ

x = ۲

x −۲ ۴ ≥ ۰ ⇒ x ≥۲ ۴ ⇒ ​ ​{
x ≥ ۲
x ≤ −۲

(ب ​ [x] −
x→۰+
lim ​ =

x
∣x∣

۰ − ۱ = −۱

[x] −
x→۰−
lim ​ =

x
∣x∣

−۱ − (−۱) = ۰

(ج ​ ​ =
​x→ ۲

π
lim

sin x − ۱
cos x + ۱

​ =
۰
۱

−∞

ت

گ  53

گزینهها را بررسی میکنیم:

درنتیجه تابع در  فقط حد راست دارد.

درنتیجه تابع در  تعریف نشده است.

، یک واحد اختلاف دارند. درنتیجه حد راست و چپ در 

درنتیجه تابع در  حد دارد، اما مقدار آن در  تعریف نشده است.

۱ (گزینۀ ​ f x =
x→(−۱)+

lim ( ) ۰ , ​ f x =
x→(−۱)−

lim ( ) دارد وجود

x = −۱

۲ (گزینۀ f ۲ =( ) دارد وجود

x = ۲

۳ (گزینۀ ​ f (x) =
x→۲+
lim ۰ , ​ f (x) =

x→۲−
lim ۱

x = ۲

۴ (گزینۀ ​ f x =
x→۱+
lim ( ) ۰ , ​ f x =

x→۱−
lim ( ) ۰ , f ۱ =( ) ندارد وجود

x = ۱x = ۱

ت
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گ  54

روش اول:

ص

روش دوم:

(x − ۱)۳

​ = ​ ​

x→۱
lim

( ​ − ۱)( ​ − ۱)( ​ − ۱)x ۳ x ۴ x
x − ۳x + ۳x − ۱۳ ۲

x→۱
lim

( ​ − ۱)( ​ − ۱)( ​ − ۱)x ۳ x ۴ x
(x − ۱)۳

= ​ ​ × ​ ​ × ​ ​

x→۱
lim

​ − ۱x
x − ۱

x→۱
lim

​ − ۱۳ x
x − ۱

x→۱
lim

​ − ۱۴ x
x − ۱

= ​ ​ × ​ ​ × ​ ​

x→۱
lim

​ − ۱x
( ​ − ۱)( ​ + ۱)x x

x→۱
lim

​ − ۱۳ x
( ​ − ۱)( ​ + ​ + ۱)۳ x ۳ x۲ ۳ x

x→۱
lim

​ − ۱۴ x
( ​ − ۱)( ​ + ۱)( ​ + ۱)۴ x ۴ x x

= ۲ × ۳ × ۴ = ۲۴

​ = ​

x→۱
lim

x − ۱m

x − ۱n

m
n

⇒ ​ ​ × ​ ​ × ​ ​ = ۲ × ۳ × ۴ = ۲۴
x→۱
lim

​ − ۱
​

x ۲
۱

↓
​x

x − ۱۱

x→۱
lim

​ − ۱
​

​

x ۳
۱

↓
​

۳ x
x − ۱۱

x→۱
lim

​ − ۱
​

​

x ۴
۱

↓
​

۴ x
x − ۱۱

ت





گ  55

فراموش نکنید که مجانب قائم خطی است که اطراف آن مقدار تابع بینهایت میشود. مخرج به ازای مقادیر  برابر صفر مطلق میشود و مقدار کسر

ب است که بینهایت نمیشود، پس این تابع اصلاً در هیچ نقطهای     



۳ ≤ x < ۴

x = ۳​ =
۳ − ۳[ −]

۱
​ =

۲ − ۳
۱

−۱

ت

گ  56

پ

۱ گزینه : ​ ​ =
​x→( )۴

۳ +
lim

tan πx + ۱
−x

​ =
tan ( ​) + ۱

۴
۳π +

− ​

۴
۳

​ =
(−۱) + ۱+

− ​

۴
۳

​ =
۰+

− ​

۴
۳

−∞

۲ گزینه : ​ ​ =
​x→(− )۴

۱ +
lim

tan πx + ۱
−x

​ =
​tan (− ) + ۱۴

π +

​

۴
۱

​ =
(−۱) + ۱+

​

۴
۱

​ =
۰+

​

۴
۱

+∞

۳ گزینه : ​ ​ =
​x→(− )۴

۱ −
lim

tan πx + ۱
−x

​ =
tan ( ​) + ۱

۴
−π −

​

۴
۱

​ =
(−۱) + ۱−

​

۴
۱

​ =
۰−

​

۴
۱

−∞

۴ گزینه : ​ ​ =
​x→( )۲

۱ +
lim

tan πx + ۱
−x

​ =
​tan ( ) + ۱۲

π +

− ​

۲
۱

​ =
−∞ + ۱

− ​

۲
۱

​ =
−∞

− ​

۲
۱

۰

ت
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گ  57

ب



 

 

ب 

 

y = f x[ ( )]

۱ (گزینۀ ​ [f x ] =
x→(−۲)+

lim ( ) ۰ =[ +] ۰ , ​[ f x ] =
x→ −۲( )−

lim ( ) ندارد وجود

y = f x[ ( )]x = −۲

۲ (گزینۀ ​ f (x) =
x→۰+
lim [ ] ۲ =[ −] ۱ ​ f (x) =

x→۰−
lim [ ] ۰ =[ +] ۰

y = f x[ ( )]x = ۰

۳ (گزینۀ ​ f x =
x→۱+
lim [ ( )] ۲ =[ −] ۱ ​ f x =

x→۱−
lim [ ( )] ۱ =[ +] ۱

y = f x[ ( )]x = ۱

۴ (گزینۀ ​ f x =
x→۲+
lim [ ( )] ۰ =[ +] ۰ , ​ f x =

x→۲−
lim [ ( )] ۱ =[ +] ۱

y = f x[ ( )]x = ۲

ت

گ  58

ب   

ب

y = g(x)+∞−∞−∞

g(x) =
x→+∞
lim ۲

[ ​] =
x→−∞
lim

g(x)
۱

[ ​] =
−∞

۱
[۰ ] =− −۱

۲ − ۱ = ۱

ت

گ  59

ب  

f (x) =
x→۲
lim ​ =

−x + ax + b۲

x − ۳[ ]
+∞

x = ۲+∞x = ۲

− (x − ۲) = −(x − ۴x + ۴) = −x + ۴x − ۴ = −x + ax + b۲ ۲ ۲ ۲

⇒ ​ ⇒ a + b = ۰{
a = ۴
b = −۴

ت



20ل /93

گ  60

f x = ​ ​ × ​ = ​ ​

x→۳+
lim ( )

x→۳+
lim

​ − xx + ۶
۲

​ + xx + ۶
​ + xx + ۶

x→۳+
lim

x + ۶ − x۲

۲ ​ + x( x + ۶ )

= ​ ​ = ​ = −∞
x→۳+
lim

− x − ۳ x + ۲( ) ( )
۲ ۳ + ۳( )

− ۰ ۵( +) ( )
۱۲

f x = ​ ​ × ​ = ​ ​

x→۳−
lim ( )

x→۳−
lim

​ − xx + ۶
۲

​ + xx + ۶
​ + xx + ۶

x→۳−
lim

x + ۶ − x۲

۲ ​ + x( x + ۶ )

= ​ ​ = ​ = +∞
x→۳−
lim

− x − ۳ x + ۲( ) ( )
۲ ۳ + ۳( )

− ۰ ۵( −) ( )
۱۲

ت

گ  61

ابتدا صورت و مخرج را تجزیه و کسر را ساده میکنیم. داریم:

پ 

: چ 

: چ 

​ =
x→a−
lim

x − ۴x۳
۲x + ۷x + ۶۲

+∞ ⇒ ​ ​ =
x→a−
lim

x( )(x − ۲)x + ۲
( ​)(۲x + ۳)x + ۲

−∞

a−∞
a = ۰

​ =
x→۰−
lim

x(x − ۲)
۲x + ۳

​ =
۰+

۳
+∞ ×

a = ۲

​ =
x→۲−
lim

x(x − ۲)
۲x + ۳

​ =
۰−

۷
−∞ ✓

ت





گ  62

، صفر میشود، پس صورت هم باید صفر شود: xچ  = ۰

cos ۲x + a = ۰ ​

x=۰ ۱ + a = ۰ ⇒ a = −۱

​ =
x→۰
lim

bsin x۲
cos ۲x − ۱

​ ​ =
x→۰
lim

bsin x۲
۱ − ۲sin x − ۱۲

​ =
b

−۲
​ ⇒

۳
۱

b = −۶

​ =
x→−∞
lim

​b ۳ x + x۳

a∣x∣
​ ​ =

x→−∞
lim

bx
−ax

​− =
b
a

​ =
−۶

−(−۱)
− ​

۶
۱

ت
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گ  63

اول: باید عبارتهای صورت و مخرج را تا جای امکان ساده کنیم و از قاعدۀ پرتوان استفاده کنیم. در صورت با استفاده از اتحاد اول داریم:

و در مخرج به روشی مشابه داریم:

دوم:

x + ۱ − x − ۳ = x + ۲x + ۱ − x − ۶x + ۹( ۲ )
۲

( ۲ )
۲

( ۴ ۲ ) ( ۴ ۲ )

= ۸x − ۸۲

x + ۱ +( )۲ x − ۱ =( )۲ x +۲ ۲x + ۱ + x −۲ ۲x + ۱ = ۲x +۲ ۲

​ =
x→∞
lim

x + ۱ + x − ۱( )۲ ( )۲

x + ۱ − (x − ۳)( ۲ )
۲ ۲ ۲

​ ​ =
x→∞
lim

۲x + ۲۲

۸x − ۸۲
​ =

۲
۸

۴

ت

گ  64

راهحل اول:

راهحل دوم: بااستفادهاز قاعدۀ هوپیتال تست راحتتر حل میشود:

​ ×
x→۱
lim

x − ۱۲

x − ​۲x − ​x
​ =
​

۲

x + ​۲x − ​x

x + ​۲x − ​x
​ ​

x→۱
lim

(x − ۱) ​ × ۲
۲

(x + ۱)
x − (۲x − )۲ x

= ​ ​ =
x→۱
lim

۴(x − ۱)
x − ۲x + ​

۲ x
​ ( ​ +

x→۱
lim

۴(x − ۱)
x − ۲x + ۱۲

​)
۴(x − ۱)

​ − ۱x

= ​ ( ​ +
x→۱
lim

۴(x − ۱)
(x − ۱)۲

​ ×
۴(x − ۱)

​ − ۱x
​

​

) =
+ ۱x

​ + ۱x
​ ( ​ +

x→۱
lim

۴
x − ۱

)
۴(x − ۱) × ۲

x − ۱

= ۰ + ​ =
۸
۱

​

۸
۱

​ ​

x→۱
lim

x − ۱۲

x − ​۲x − ​x HOP
​ ​ =

x→۱
lim

۲x

۱ − ​

​۲ ۲x − ​x

۲ − ​ ​

۲
۱

x

​ =
۲

۱ − ​

۲(۱)

۲ − ​

۲
۱

​

۸
۱

ت

گ  65

پ

[ ​] = [ ​] = [۰ ] = ۰
x→−۳
lim

f (x)
−۴

−∞
−۴ +

[f (x)] = [۲ ] = ۱
x→−∞
lim −

۰ + ۱ = ۱

ت
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گ  66

ب

پ

پ

ب

​ ​

x→ ۶
۷π

lim
۱ + ۲ sin x

cos x
​x= ۶

۷π

= ​ =
​۱ + ۲(− )

۲
۱

− ​

۲
​۳

​ =
۰

− ​

۲
​۳

∞

∞

(الف x → ( ​) ⇒
۶

۷π +
​sin x → (− )

۲
۱ −

​ =
​۱ + ۲(− )

۲
۱ −

− ​

۲
​۳

​ =
۱ + (−۱)−

− ​

۲
​۳

​ =
۰−

− ​

۲
​۳

+∞

(ب x → ( ​) ⇒
۶

۷π −
​sin x → (− )

۲
۱ +

​ =
​۱ + ۲(− )

۲
۱

+

− ​

۲
​۳

​ =
۱ + (−۱)+

− ​

۲
​۳

​ =
۰+

− ​

۲
​۳

−∞

ت





گ  67

م x = ۰

cos ۲x + a = ۰ ​

x=۰ ۱ + a = ۰ ⇒ a = −۱

​ =
x→۰
lim

bsin x۲
cos ۲x − ۱

​ ​ =
x→۰
lim

bsin x۲
۱ − ۲sin x − ۱۲

​− =
b
۲

​ ⇒
۳
۱

b = −۶

​ =
x→−∞
lim

​b ۳ x + x۳

a∣x∣
​ ​ =

x→−∞
lim

bx
−ax

​ =
b

−a
​ =

−۶
−(−۱)

​

۶
−۱

ت
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گ  68

f (x −
x→۱
lim ۳) = ​ f (t) =

t→−۲
lim −۸a + ۴b − ۲c + d

f (۴x) =
x→ ۲

۱
lim ​ f (t) =

t→۲
lim ۸a + ۴b + ۲c + d

​

⇒ −۸a + ۴b − ۲c + d = ۸a + ۴b + ۲c + d ⇒ −۴c = ۱۶a

⇒ =
c
a

​ =
۱۶

−۴
− ​

۴
۱

ت

گ  69

ب است.



گ



گ



​ =
x→−∞

lim f (x) +∞

​ =
x→−∞
lim

۲x − ۳
۴x + x − ۱۲

​ ​ =
x→−∞
lim

۲x
۴x۲

​۲x =
x→−∞
lim −∞

( ​ −
x→−∞
lim ۱۵ − x ​) ×۱ − x ​

​ + ​۱۵ − x ۱ − x
​ + ​۱۵ − x ۱ − x

= ​ ​ =
x→−∞
lim

​ + ​۱۵ − x ۱ − x
(۱۵ − x) − (۱ − x)

​ ​ =
x→−∞
lim

​ + ​۱۵ − x ۱ − x
۱۴

​ =
∞
۱۴

۰

(x +
x→−∞
lim ∣x∣) = ​ (x −

x→−∞
lim x) = ۰

(x +
x→−∞
lim ∣۲x∣) = ​ (x −

x→−∞
lim ۲x) = ​ (−x) =

x→−∞
lim +∞

ت

گ  70

اول: با تفکیک کسر دادهشده آن را به دوتا کسر  مجزا تبدیل میکنیم:

دوم: برای ساده کردن  در صورت از  فاکتور میگیریم:

​ =
x→−۱
lim

​ + ۱۳ x
x + ​ + ​ + ۱۳ x۲ ۳ x

​

۰
۰

​

۰
۰

( ​ +
x→−۱
lim

​ + ۱۳ x
x + ​

۳ x۲
​

​

) =
+ ۱۳ x

​ + ۱۳ x
​ ( ​ +

x→−۱
lim

​ + ۱۳ x
x + ​

۳ x۲
۱)

​

​ + ۱۳ x
x + ​

۳ x۲
​

۳ x۲

​ =
( + ۱)۳ x

​( ​ + ۱)۳ x۲ ۳ x
​

۳ x۲

( ​ +
x→−۱
lim

​ + ۱۳ x
x + ​

۳ x۲
۱) = ​ ( ​ +

x→−۱
lim ۳ x۲ ۱) = ۱ + ۱ = ۲

ت
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گ  71

ابتدا دامنۀ تابع  را مشخص میکنیم:

،  جزء دامنۀ تابع  نیست، درنتیجه گزینۀ "4" حذف میشود. ب

 و  هر دو عضو دامنۀ تابع هستند، اما به ترتیب دارای همسایگی راست و همسایگی چپ میباشند.  عضو دامنۀ تابع است و فاقد هر

دو همسایگی چپ و راست میباشد.

f x( )

f x =( ) ​ ⇒x − ۴ ۲x( ۲ ) ∣ ∣ x − ۴ ۲x ≥( ۲ ) ∣ ∣ ۰

x − ۴ ∣۲x∣( ۲ )x = ۱f x( )
x = ۲x = −۲x = ۰

ت

گ  72

، حد تابع برابر با  است، پس  ریشۀ مضاعف مخرج است. xب  = ۳+∞x = ۳

k x − ۳ = ax + bx − ۹( )۲ ۲

⇒ k(x − ۶x + ۹) = ax + bx − ۹۲ ۲

⇒ ​ ​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧۹k = −۹ ⇒ k = −۱

b = −۶k = ۶
a = k = −۱

⇒ a + b = −۱ + ۶ = ۵

ت

گ  73

​ =
x→−∞
lim

۳x + ۴x۲

​x x − ۲x۲
​ ​

x→−∞
lim

۳x + ۴x۲

​x x۲

= ​ ​ =
x→−∞
lim

۳x۲
x∣x∣

​ ​ =
x→−∞
lim

۳x۲
−x۲

− ​

۳
۱

ت
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گ  74

ب

ب

، داریم: ب 

ح 

x۳

​ = ​ ​

x→∞
lim

b(x + ۲) + (x − ۳)۲ ۲
(۲x + ۱) + a(x − ۱)۳ ۳

x→∞
lim

bx + ۴bx + ۴b + x − ۶x + ۹۲ ۲
۸x + ۱۲x + ۶x + ۱ + ax − ۳ax + ۳ax − a۳ ۲ ۳ ۲

​ ​=
x→∞
lim

(b + ۱)x + (۴b − ۶)x + (۴b + ۹)۲
​ x + (۱۲ − ۳a)x + (۶ + ۳a)x + (۱ − a)( ​)۸ + a

↑
ص

۳ ۲

x ضریب = ۰ ⇒ ۸ + a = ۰ ⇒ a = −۸۳

a = −۸

​ =
x→∞
lim

(b + ۱)x + (۴b − ۶)x + (۴b + ۹)۲
۳۶x − ۱۸x + ۹۲

​

b + ۱
۳۶

​

۲
a

​ =
۲

−۸
−۴

​ =
b + ۱
۳۶

−۴ ⇒ b + ۱ = −۹ ⇒ b = −۱۰

ت





گ  75

. با جایگذاری  در عبارت، به  میرسیم؛ پس رفع ابهام میکنیم. sinم و  α +۲ cos α =۲ ۱sin ۲α = ۲ sin α cos αα = ​

۲
π

​

۰
۰

​ = ​ ​ = ​ ​

​α→ ۲
π

lim
cos α۲

۱۲sin ​cos ​ − ۳۲

۲
α ۲

۲
α

​α→ ۲
π

lim
cos α۲

۳(۴sin ​cos ​ − ۱)۲

۲
α ۲

۲
α

​α→ ۲
π

lim
cos α۲

۳((۲sin ​ cos ​) − ۱)
۲
α

۲
α ۲

= ​ ​ = ​ = −۳
​α→ ۲

π
lim

cos α۲
۳(sin α − ۱)۲

​α→ ۲
π

lim
cos α۲

​−۳(۱ − sin α)۲

cos α۲

ت

گ  76

ب

​ =
x→π−
lim

sin x
[sin ۲x]

​ =
sin(π )−

[sin(۲π )]−

​ =
۰+

[۰ ]−

​ =
۰+

−۱
−∞

ت
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گ  77

ابتدا بهجای  مقدار 1 را قرار میدهیم:

ب

؛ ضمناً عبارت  هم در  ابهامی درست نمیکند، پس مقدار آن را قرار میدهیم: ، میتوانیم قرار دهیم  چ 

x

​ =
a + b

​ − ۲۴
​

a + b
۰

​

۰
۰

a + b = ۰

​ ×
x→۱
lim

ax + bx۲
​ − ۲x + ۳x۲

​ =
​ + ۲x + ۳x۲

​ + ۲x + ۳x۲
​ ​

x→۱
lim

ax + bx × ( ​ + ۲)( ۲ ) x + ۳x۲

x + ۳x − ۴۲

a + b = ۰b = −a​ +x + ۳x۲ ۲x = ۱

​ =
x→۱
lim

۴ ax − ax( ۲ )
x + ۳x − ۴۲

​ ​ =
x→۱
lim

۴ax x − ۱( )
x − ۱ x + ۴( ) ( )

​ ​ =
x→۱
lim

۴ax
x + ۴

​ =
۴a
۵

۵

⇒ a = ​ ⇒
۴
۱

​b = − ⇒
۴
۱

۲a + b = ​ −
۴
۲

​ =
۴
۱

​

۴
۱

ت

گ  78

گ

۱ (گزینۀ ​ f x = ​ = ​ = ​ = +∞
​x→( )۶

۷π +
lim ( )

۱ + ۲ sin ( ​)
۶

۷π
+

cos ( ​)
۶

۷π +

۱ + ۲ × ( ​)
۲

−۱ −

​

۲
​− ۳

۰−

​

۲
​− ۳

۲ (گزینۀ ​ = ​ = ​ = ​ = +∞
​x→(− )۶

π +
lim

​۱ + ۲ sin (− )
۶
π +

cos ( ​)
۶

−π +

​۱ + ۲(− )
۲
۱

+

​

۲
​۳

۰+

​

۲
​۳

۳ (گزینۀ ​ f x =
​x→(− )۶

۷π −
lim ( ) ​ =

۱ + ۲ sin ( ​)
۶

۷π −

cos ( ​)
۶

۷π −

​ =
۱ + ۲( ​)

۲
−۱

+

​

۲
​− ۳

​ =
۰+

​

۲
​− ۳

−∞

۴ (گزینۀ ​ f x =
​x→(− )۶

π −
lim ( ) ​ =

​۱ + ۲ sin (− )
۶
π

−

cos ( ​)
۶

−π −

​ =
۱ + ۲( ​)

۲
−۱

−

​

۲
​۳

​ =
۰−

​

۲
​۳

−∞

ت
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گ  79

راهحل اول:

م است. ولی چون عبارت  داخل جزء صحیح قرار دارد، مهم است بدانیم از مقادیر بیشتر از 3 به عدد 3 نزدیک میشود

ی را رسم میکنیم.

م

راهحل دوم:

​ ​ =
x→−∞
lim

x + ۱
۳x + ۴

۳​

x + ۱
۳x + ۴

y = ​

x + ۱
۳x + ۴

−∞

[ ​] =
x→−∞
lim

x + ۱
۳x + ۴

[۳ ] =− ۲

[ ​] = ​ [ ​ + ​] = ​ [۳ + ​]
x→−∞
lim

x + ۱
۳x + ۴

x→−∞
lim

x + ۱
۳x + ۳

x + ۱
۱

x→−∞
lim

x + ۱
۱

= ​۳ + [ ​] = ۳ + [۰ ] = ۳ − ۱ = ۲
x→−∞
lim

x + ۱
۱ −

ت
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​چ برابر  است، پس مخرج در  ریشۀ مضاعف دارد. یعنی  است. ​

x→۰
lim

x + ax۲

۲x + ۱
+∞x = ۰a = ۰

​ =
x→+∞
lim

−۲x + ۳
ax + ۳x − ۱۲

​ ​ =
x→+∞
lim

−۲x + ۳
۳x − ۱

​

−۲
۳

ت

گ  81

ب

​ −
x→۲+
lim

۱

[ ​]

۱+

f ( ​)

+∞

f (x) ​ ​ =
x→۲−
lim

−۱

[ ​]

(−۱)+

f ( ​)

−∞

f (x) ۲

ت
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گ  82

اگر مجموعۀ  یک همسایگی محذوف  باشد، آنگاه:

م یک همسایگی محذوف  است، پس داریم:

از طرف دیگر باید:

از اشتراک بازههای بهدستآمده  است.

۲a + b, a − ۱ −( ) b + ۱{ }x = −۱

b + ۱ = −۱ ⇒ b = −۲

۲a − ۲, a − ۱ −( ) −۱{ }x = −۱

a − ۱ > −۱ ⇒ a > ۰

۲a − ۲ < −۱ ⇒ ۲a < ۱ ⇒ a < ​

۲
۱

a − ۱ > ۲a − ۲ ⇒ a < ۱

۰ < a < ​

۲
۱

ت

گ  83

ب

گ







tan x =
x→( )۲

۳π −
lim +∞

​ =
x→+∞
lim

x + x۲

۱ − ۲x۳
​ −

x→+∞
lim ۲x = −∞

log x =
x→۰+
lim −∞

cot x =
x→π−
lim −∞

​( ) =
x→−∞
lim

۲
۱ x

+∞

ت

گ  84

 ریشۀ مخرج است؛ بهعلاوه مخرج در  تغ�ر علامت نمیدهد زیرا حد تابع در  برابر  است.

پ

x = −۱x = −۱x = −۱+∞
x = −۱

x + ax + b = x + ۱ = x + ۲x + ۱ ⇒ a = ۲, b = ۱۲ ( )۲ ۲

a + b = ۳

ت
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گ  85

ریشههای مخرج را در بازۀ  به دست میآوریم:

 ریشۀ صورت هم هست، پس باید شرط آنکه مجانب قائم باشد را بررسی کنیم.

 نمیتواند مجانب قائم باشد.

−۲π, ۲π( )

sin x = ۰ ⇒ x = −π, ۰, π

x = ۰

f x =
x→۰
lim ( ) ​ ​ =

x→۰
lim

sin x
x

۱

x = ۰

ت

گ  86

ب   

، داریم: ب و 

۱ − sin ۲x۱ + cos ۴xx = ​

۴
π

​

۰
۰

۱ − sin ۲x = (sin x − cos x)۲۱ + cos ۴x = ۲cos ۲x =۲ ۲(cos x − sin x)۲ ۲ ۲

​ =
x→ ۴

π
lim

۱ + cos ۴x
۱ − sin ۲x

​ ​

​x→ ۴
π

lim
۲cos ۲x۲

(sin − cos x)۲

​ ​

​

=
x→ ۴

π
lim

۲(sin x − cos x) (sin x + cos x)۲ ۲
(sin x − cos x)۲

= ​ ​ ​ =
۲
۱

​x→ ۴
π

lim
(sin x + cos x)۲

۱
​

۴
۱

ت
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ب +∞

f x =
x→+∞
lim ( ) ​ ​ =

x→+∞
lim

۲ log x − ۳
log x + ۱۳

​ ​ =
x→+∞
lim

۲ log x
log x۳

​ ​ =
x→+∞
lim

۲ log x
۳ log x

​

۲
۳

ت

گ  88

ف و  در این صورت خواهیم داشت:

؛ بنابراین خواهیم داشت: از حل دستگاه فوق مشخص میشود که  و 

​ f (x) =
x→۱
lim L​ g(x) =

x→۱
lim L′

(f (x) −
x→۱
lim ۳g(x)) = ​ f (x) −

x→۱
lim ۳ ​ g(x) =

x→۱
lim L − ۳L =′ −۹

(۲f (x) +
x→۱
lim g(x)) = ۲ ​ f (x) +

x→۱
lim ​ g(x) =

x→۱
lim ۲L + L =′ ۱۰

L = ۳L =′ ۴

​ =
x→۱
lim

۵f (x) − g (x)۲

۴f (x) + g(x)۲
​

۵ ​ f (x) − ( ​ g(x))
x→۱
lim

x→۱
lim ۲

۴( ​ f (x)) + ​ g(x)
x→۱
lim ۲

x→۱
lim

= ​ =
۵L − L′۲
۴L + L۲ ′

​ =
۱۵ − ۱۶
۳۶ + ۴

​ =
−۱
۴۰

−۴۰

ت
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گ  89

ت    y = log xy = ​

​x
۱

x = ۰y = ​

x∣ ∣
x۲

ت

گ  90

ح ​

۰
۰

​ = ​ ​

x→ ۳
۴π

lim
۲ cos x + ۱

۲sin x + ۳ cos x۲

​x→ ۳
۴π

lim
۲ cos x + ۱

۲(۱ − cos x) + ۳ cos x۲

= ​ ​ = ​

​x→ ۳
۴π

lim
۲ cos x + ۱

−(۲cos x − ۳ cos x − ۲)۲

x→ ۳
۴π

lim
​۲ cos x + ۱

− ​(cos x − ۲)(۲ cos x + ۱)

= ​ ​− (cos x − ۲) = −(− − ۲) = ​

​x→ ۳
۴π

lim
۲
۱

۲
۵

ت
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ه مقدار  صفر است و تابع بینهایت میشود.         



f x =( ) ​ =
۲ cos x + ۱
۲ tan x + ۱

​

۲ cos x + ۱

۲ ​ + ۱
cos x
sin x

x = ​, ​

۲
π

۲
۳π

cos xx = ​, ​

۳
۲π

۳
۴π

۲ cos x + ۱

ت

گ  92

ح

در عبارت  از  در مقابل  صرفنظر میکنیم.

​ − ۳x = ​ ​ − ۳x × ​

x→+∞
lim ( ۹x + x۲ )

x→+∞
lim ( ۹x + x۲ )

​ + ۳x۹x + x۲

​ + ۳x۹x + x۲

= ​ ​ = ​

x→+∞
lim

​ + ۳x۹x + x۲

۹x + x − ۹x۲ ۲

x→+∞
lim

​ + ۳x۹x + x۲

x

۹x + x۲x۹x۲

​ =
x→+∞
lim

۳x + ۳x∣ ∣
x

​ ​ =
x→+∞
lim

۶x
x

​

۶
۱

ت
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گ  93

ب

ت

(a[۴ sin x] −
x→ ۶

π +
lim [ ​ tan x]) =۳ a[۲ ] −+ [۱ ] =+ ۲a − ۱

(a[۴ sin x] −
x→ ۶

π −
lim [ ​ tan x]) =۳ a[۲ ] −− [۱ ] =− a

⇒ ۲a − ۱ = a ⇒ a = ۱

ت

گ  94

ب

ب 

ح



f x( )

f (x) = f ۲
x→۲−
lim ( )

f (x) = ​ ​

x→۲−
lim

x→۲−
lim

۲∣x − ۲∣
x − a۲

x = ۲x = ۲

x −۲ a = ۰ ⇒ a = ۴

​ =
x→۲−
lim

۲ x − ۲∣ ∣
x − ۴۲

​

۰
۰

​ = ​ ​ = ​ ​ = ​ = −۲
x→۲−
lim

۲ x − ۲∣ ∣
x − ۴۲

x→۲−
lim

−۲ x − ۲( )
x + ۲ x − ۲( ) ( )

x→۲−
lim

−۲
x + ۲

۲
−۴

f (x) = f ۲ = b ⇒ b = −۲
x→۲−
lim ( )

⇒ a + b = ۲

ت
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گ  95

ب

م    

ن

۲x − sin x = ۰ ⇒ ۲x = sin x

y = sin xy = ۲xx = ۰x = ۰x = ۰

y =
x→۰
lim ​ ​ =

x→۰
lim

۲x − sin x
۳x

​ ​ =
x→۰
lim

۲x − x
۳x

۳

ت

گ  96

اولاً باید  باشد تا جملات پرتوان هریک از رادیکالهای موجود در مخرج باهم ساده شوند، در غیر اینصورت مخرج بینهایت شده و جواب حد صفر

م

ب

پ

b = ۱

​

۲
۱

​ =
x→+∞
lim

​ − ​x + ​ax x − ​x

۱
​

۲
۱

​ ×
x→+∞
lim

​ − ​x + ​ax x − ​x

۱
​ =

​ + ​x + ​ax x − ​x

​ + ​x + ​ax x − ​x
​ ​

x→+∞
lim

(x + ​) − (x − ​)ax x
​ + ​x + ​ax x − ​x

​ ​ ​ ​

x→+∞
lim

​ + ​ax x
​ + ​x + ​ax x − ​x

پ

​

↓
=

x→+∞
lim

​ + ​ax x
​ + ​x x

= ​ ​ =
x→+∞
lim

( ​ + ۱) ​a x
​۲ x

​

​ + ۱a
۲

​ =
​ + ۱a
۲

​ ⇒
۲
۱

​ +a ۱ = ۴ ⇒ ​ =a ۳ ⇒ a = ۹ ⇒ a + b = ۹ + ۱ = ۱۰

ت
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گ  97

ب   x = −۴−۱x = −۴

x +۲ ۳ax + b =۲ −۴ −( )۲ ۱۲a + b =۲ ۰ ⇒ b =۲ ۱۲a − ۱۶

​ = ​ ​ = ​ ​

x→−۴
lim

x + ۳ax + b۲ ۲
ax + ۴a

x→−۴
lim

x + ۳ax + ۱۲a − ۱۶۲
ax + ۴a

x→−۴
lim

x − ۱۶ + ۳ax + ۱۲a( ۲ ) ( )
a x + ۴( )

= ​ ​ = ​ = ​ = −۱
x→−۴
lim

x + ۴ x − ۴ + ۳a x + ۴( ) ( ) ( )
a x + ۴( )

x→−۴
lim

​ x − ۴ + ۳ax + ۴( ) ( )
​a x + ۴( )

−۸ + ۳a
a

⇒ a = ۸ − ۳a ⇒ a = ۲

​ ​ ​ ​ ​ ​ ​

x→−∞
lim

x + ۲
​ − ax۹x − ۱۲ a=۲

x→−∞
lim

x + ۲
​ − ۲x۹x − ۱۲ پ

x→−∞
lim

x
۳x − ۲x∣ ∣

= ​ ​ = −۵
x→−∞
lim

x
−۳x − ۲x

ت
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اول: دامنۀ تابع را به دست میآوریم:

،  و  میتوانستند مجانبهای قائم این تابع باشند که فقط از اشتراک جوابهای بالا دامنۀ تابع  به دست میآید. خطوط 

 باتوجهبه دامنه میتواند مجانب قائم باشد، چون نقاط اطراف  و  در دامنه نیستند.

۱)x + ۳ ≥ ۰ ⇒ x ≥ −۳
۲)x − ۴ > ۰ ⇒ x > ۴ ⇒ x < −۲ یا x > ۲۲ ۲

۳)x > ۰

۲, +∞( )x = ۲x = −۲x = ۰
x = ۲x = ۰x = −۲

ت

گ  99

ت 

آن بزرگتر باشد؛ پس حاصل نهایی  است.

f (x) = ​ ​ = ​ ​ = ​ = ​

x→−۱
lim

x→−۱
lim

x − x − ۲۲
x − ۱۲

x→−۱
lim

(x + ۱)(x − ۲)
(x − ۱)(x + ۱)

−۳
−۲

۳
۲

[f (x)] = ​ [ ​] = [۱ ] = ۰
x→−∞
lim

x→−∞
lim

x − x − ۲۲

x − ۱۲
−

(−x)−∞

​ +
۳
۲

۰ = ​

۳
۲

ت
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ب

پ

x = ۰

⎩⎪⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎧ f (x) = ​ ​ − ۴ = ​ ​ − ۴ = a − ۴

x→۰+
lim

x→۰+
lim

∣x∣
ax

x→۰+
lim

x
ax

f (۰) = b + [۰ − ​] = b + [−۳/۵] = b − ۴
۲
۷

f (x) = ​ [x] + ۴ = [۰ ] + ۴ = −۱ + ۴ = ۳
x→۰−
lim

x→۰−
lim −

⇒{
a − ۴ = ۳ ⇒ a = ۷
b − ۴ = ۳ ⇒ b = ۷ a + b = ۱۴

ت





گ  101

ه     

ت در بازۀ  قرار دارد، چون:

[a, b](a, b)

( ​, ​)
۳

۲a + b
۳

۲b + a
(a, b)

a < ​ <
۳

۲a + b
b , a < ​ <

۳
۲b + a

b

ت

گ  102

ه

پ

(x = ۰ , x = ۱)

f (x) = ​ f (x) = f (۱) ⇒ ​ ax + ۱ = ​ x + b
x→۱+
lim

x→۱−
lim

x→۱+
lim ۲

x→۱−
lim

⇒ a + ۱ = ۱ + b ⇒ a = b

f (x) = ​ f (x) = f (۰) ⇒ ​ x + b = ​ cos x
x→۰+
lim

x→۰−
lim

x→۰+
lim

x→۰−
lim

⇒ ۰ + b = ۱ ⇒ b = ۱ ⇒ a = b = ۱

a + b = ۲

ت
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حد راست و چپ تابع  در  نابرابر است (به ترتیب 15 و 12 میباشد). پس تابع  در این نقطه، حد ندارد. برای آنکه تابع  حد داشته باشد، باید حد

 در این نقطه صفر باشد که  نقش عامل صفرشونده را بازی کند. با این کار وقتی صفر در دو عدد متفاوت ضرب میشود، صفر خواهد شد. داریم:

fx = ۳ff .g
gg(x)

g(x) =
x→۳
lim ۰ ⇒ ​ (kx +

x→۳
lim ۶) = ۰ ⇒ ۳k + ۶ = ۰ ⇒ k = −۲

ت
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گ  104

ح 

ف

+∞−∞

f x = ​ ​ = ​ = ​ = ۰
x→+∞
lim ( )

x→+∞
lim

۳ + ۳x

۲
۳ + ۳+∞

۲
+∞

۲

f x = ​ ​ = ​ = ​ = ​

x→−∞
lim ( )

x→−∞
lim

۳ + ۳x

۲
۳ + ۳−∞

۲
۳ + ۰

۲
۳
۲

​ −
۳
۲

۰ = ​

۳
۲

ت

گ  105

گ



گ



f x =
x→۰+
lim ( ) ​ ​ =

x→۰+
lim

x − −x∣ ∣ [ ]
x − ۲۲

​ ​ =
x→۰+
lim

x − ۰[ −]
x − ۲۲

​ ​ =
x→۰+
lim

x + ۱
x − ۲۲

​ =
۰ + ۱
۰ − ۲

−۲

f x =
x→۰−
lim ( ) ​ ​ =

x→۰−
lim

x − −x∣ ∣ [ ]
x − ۲۲

​ ​ =
x→۰−
lim

−x − ۰[ +]
x − ۲۲

​ ​ =
x→۰−
lim

−x
x − ۲۲

​ =
۰+

۰ − ۲
−∞

= ​ ​ = ​ ​ = ​ ​

x→(−۱)+
lim

x→(−۱)+
lim

x − −x∣ ∣ [ ]
x − ۲۲

x→(−۱)+
lim

−x − ۱[ −]
x − ۲۲

x→(−۱)+
lim

−x − ۰
x − ۲۲

= ​ ​ = ​ = −۱
x→(−۱)+

lim
−x

x − ۲۲

+۱
۱ − ۲

ت
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،  را انتخاب میکنیم؛ پس داریم: ،  و در مخرج بین  و  ط  ۹x۲۵x۹x۲−۲x۲x۲x

​ =
x→−∞
lim

​۲x + −۲x
۲x − ​۹x + ۵x۲

​ ​

x→−∞
lim ۲x

۲x − ​۹x۲

= ​ ​ =
x→−∞
lim ۲x

۲x − ∣۳x∣
​ ​

x→−∞
lim ۲x

۲x − (−۳x)

= ​ ​ =
x→−∞
lim

۲x
۵x

​

۲
۵

ت
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پ    

 



∞+∞+∞−∞+∞
−∞−۱

​ = ​ = ۰ = ۰
x→+∞
lim [

x
۱

] [
+∞

۱
] [ +]

​ = ​ = ۰ = −۱
x→−∞
lim [

x
۱

] [
−∞

۱
] [ −]

ت

گ  108

fاول نمودار  را رسم میکنیم: (x − ۲) = log ∣x∣

f (x) =
x→(−۲)−

lim ​ f (x −
x→(۰)−
lim ۲) = ​ log ∣x∣ =

x→۰−
lim log ۰ =+ −∞

f (x) =
x→−∞
lim ​ f (x −

x→−∞
lim ۲) = ​ log ∣x∣ =

x→−∞
lim log(+∞) = +∞

ت

گ  109

اول: حد تابع  را میخواهیم وقتی که عبارت داخل  به سمت 1 میل میکند، بهعبارتدیگر باید ببینیم در تابع  وقتی عبارت

داخل  یعنی  به سمت 1 میل میکند، مقدار تابع یعنی  به چه عددی میل میکند.

. دوم: مقدار  وقتی به سمت 1 میل میکند که 

ب در بینهایت حد بگیریم: 

y = f x( )ff ( ​) =
x + ۱
x − ۱

​

x + ۴
۲x − ۳

f​

x + ۱
x − ۱

​

x + ۴
۲x − ۳

​

x + ۱
x − ۱

x → ±∞

y = f (x)x = ۱f ​ =(
x + ۱
x − ۱

)
x + ۴
۲x − ۳

f ( ​) =
x→±∞
lim

x + ۱
x − ۱

​ ​ ⇒
x→±∞
lim

x + ۴
۲x − ۳

​ f x =
x→۱
lim ( ) ۲

ت
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،  است. ح  −∞f (x)(−∞ , ۱]

​ =
x→−∞
lim

۲x − ∣x + ۱∣
f (x)

​ ​ =
x→−∞
lim

۲x − ∣x + ۱∣
۲x + ​۱ − x

​ ​ =
x→−∞
lim

۲x + (x + ۱)
۲x + ​۱ − x

​ ​ =
x→−∞
lim

۳x
۲x

​

۳
۲

ت
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​ =
x→۰−
lim

​x − x۲

​ − ۱۱ + ​−x
​ ​ ×

x→۰−
lim

​−x
​ − ۱۱ + ​−x

​

​ + ۱​x + −x

​ + ۱۱ + ​−x

= ​ ​ =
x→۰−
lim

​( ​ + ۱)−x ۱ + ​−x

۱ + ​ − ۱−x
​ ​

x→۰−
lim

​( ​ + ۱)−x ۱ + ​−x

​−x

= ​ ​ =
x→۰−
lim

​ + ۱۱ + ​−x

۱
​ =

​ + ۱۱
۱

​

۲
۱

ت

گ  112

اول: برای به دست آوردن  باید تشخیص دهیم که اگر  باشد مقدار  چقدر است.

،  را برابر  در نظر میگیریم. باید مقدار  را به دست آوریم: دوم: برای به دست آوردن 

س

​ f ( ​)
x→۱−
lim

x
−۱

x → ۱−​

x
−۱

x → ۱ ⇒ x < ۱ ⇒ ​ > ۱ ⇒ ​ < −۱ ⇒ ( ​) ⇒ −۱−

x
۱

x
−۱

x
−۱ −

⇒ ​ f ​ = f (−۱ ) = ۲
x→۱−
lim (

x
−۱

) −

​ ​f ( )
x→۲+
lim

x
۲

x۲+
​

x
۲

x → ۲ ⇒+ x > ۲ ⇒ ​ <
x
۱

​ ⇒
۲
۱

​ <
x
۲

​۱ ⇒ ( ) →
x
۲

۱
−

⇒ ​ ​f ( ) =
x→۲+
lim

x
۲

f (۱ ) =− −۱

f ( ​) +
x→۱−
lim

x
−۱

​ ​f ( ) =
x→۲+
lim

x
۲ ۲ + (−۱) = ۱

ت
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م

اما در سایر نقاط حد چپ و راست باهم برابر نیستند.

x = ۰

f x = ​ x = ۰ = ۰
x→۰+
lim ( )

x→۰+
lim [∣ ∣] [ +]

f x = ​ x = ​۰ ​ = ۰
x→۰−
lim ( )

x→۰−
lim [∣ ∣] [∣

∣ −
∣
∣]

ت
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اول:

دوم:

x → ۱ ⇒ x < ۱ ⇒ ​ ​> ۱ ⇒ ( ) → ۱−

x
۱

x
۱ +

⇒ ​ ​[ ] = [۱ ] = ۱
x→۱−
lim

x
۱ +

x → ۱ ⇒ x > ۱ ⇒ ​ ​< ۱ ⇒ ( ) → ۱+

x
۱

x
۱ −

⇒ ​ ​[ ] = [۱ ] = ۰
x→۱−
lim

x
۱ −

⇒ ۱ + ۰ = ۱

ت

گ  115

۱) ​ ​ ​ ⇒
⎩
⎨
⎧ ​ g(x) = −۱

x→۰+
lim

​ g(x) = ۰
x→۰−
lim

ندارد حد x = ۰ در y = g(x)

۲) ​ ​ =
x→−۱
lim

f (x)
g(x)

​ =
۰

g(−۱)
ح       

۳) ​ ​ ​ ⇒
⎩
⎨
⎧ ​ f (x)g(x) = ۳ × ۰ = ۰

x→۱+
lim

​ f (x)g(x) = ۲ × ۰ = ۰
x→۱−
lim

ح    

۴) ​ ​ ​ ⇒
⎩
⎨
⎧ ​ f (x) = ۳ = ۹

x→۱+
lim ۲ ۲

​ f (x) = ۲ = ۴
x→۱−
lim ۲ ۲ ت         

ت

گ  116

ب ∞ − ∞

( ​ +
x→−∞
lim ۴x + x + ۱۲

​) ​ ​ ( ​ +۴x − x + ۱۲

پ

​

↓
=

x→−∞
lim ۴x۲

​)۴x۲

= ​ (∣۲x∣ +
x→−∞
lim ∣۲x∣) = ​ (−۲x −

x→−∞
lim ۲x) = ​ (−۴x) =

x→−∞
lim +∞

ت
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در اطراف  مقدار  کوچکتر از صفر است، پس:

پ است. برای پیوسته بودن تابع  در  باید:

x = ۲x − ۴

x ۲ ⇒= f x =( ) ​ =
x − ۲

x − ۴ − x∣ ∣
​ =

x − ۲
۴ − x − x

​ =
x − ۲
۴ − ۲x

−۲

​ f x =
x→۲
lim ( ) −۲f x( )x = ۲

f ۲ =( ) ​ f x =
x→۲
lim ( ) −۲ ⇒ a = −۲

ت

گ  118

اول: مقدار  برابر 1 است. در همسایگی نقطۀ صفر، مقدار  کمتر از 1 است. یعنی:

دوم: حد  وجود ندارد. زیرا حد راست و چپ آن در صفر برابر نیست.

cos ۰cos

cos x < ۱ ⇒ ​ > ۱
cos x

۱

⇒ ​ > ۳ ⇒ ( ​) → ۳
cos x

۳
cos x

۳ +

⇒ ​ [ ​] = [۳ ] = ۳
x→۰
lim

cos x
۳ +

​ ۳ sin x
x→۰
lim [ ]

۳ sin x = ۳ × ۰ = ۰ = ۰
x→۰+
lim [ ] [ +] [ +]

۳ sin x = ۳ × ۰ = ۰ = −۱
x→۰−
lim [ ] [ −] [ −]

ت
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ح



روش دوم:

​

۰
۰

​ = ​ ​ × ​ × ​

x→۲
lim

x + ۱ − ​x + ۷
۳ − ​۵x − ۱

x→۲
lim

x + ۱ − ​x + ۷
۳ − ​۵x − ۱

۳ + ​۵x − ۱
۳ + ​۵x − ۱

x + ۱ + ​x + ۷
x + ۱ + ​x + ۷

​ ​=
x→۲
lim

x + ۱ − x + ۷ ۳ + ​(( )۲ ( )) ( ۵x − ۱)

۹ − ۵x + ۱ x + ۱ + ​( ) ( x + ۷)

= ​ ​ = ​

x→۲
lim

x + ۲x + ۱ − x − ۷ ۳ + ​( ۲ ) ( ۵x − ۱)
−۵ x − ۲ x + ۱ + ​( ) ( x + ۷)

x→۲
lim

x + x − ۶ ۳ + ۳( ۲ ) ( )
−۵ x − ۲ ۳ + ۳( ) ( )

= ​ ​ = ​ = −۱
x→۲
lim

x + ۳ x − ۲( ) ( )
−۵ x − ۲( )

۵
−۵

​ ​

x→۲
lim

x + ۱ − ​x + ۷
۳ − ​۵x − ۱ HOP

​ ​ =
x→۲
lim

۱ − ​

​۲ x + ۷
۱

​

​۲ ۵x − ۱
−۵

​ =
۱ − ​

۲ × ۳
۱

​

۲ × ۳
−۵

​ =
​

۶
۵

​۶
−۵

−۱

ت
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گ  120

روش اول:

، آنگاه داریم: ح 

روش دوم:

ح

​

۰
۰

u → ۰

​ ∼ ۱ + ​

n ۱ + u
n
u

(۱ + u) ∼ ۱ + mum

​ = ​ = ​ ​ = −۲
x→۰
lim

۱ − ​۱ − x
​۱ − ۳ ۱ + ۳x

​۱ − (۱ − (x))
۲
۱

۱ − (۱ + ​(۳x))
۳
۱

x→۰
lim

​x
۲
۱

−x

​

۰
۰

​ ​

x→۰
lim

۱ − ​۱ − x
​۱ − ۳ ۱ + ۳x ​ ۰ابهام

۰

HOP
​ ​ =

x→۰
lim

− ​

​۲ ۱ − x
−۱

− ​

​ ​۳ ۳ (۱ + ۳x)۲

​۳

​ =
​

۲
۱

−۱
−۲

ت
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گ

گ







x = ۱

۲x =
x→۱+
lim [ ] ۲ × ۱ =[ +] ۲ =[ +] ۲

۲x =
x→۱−
lim [ ] ۲ × ۱ =[ −] ۲ =[ −] ۱

x = ۱

y = x +[ ] −x =[ ] ​{
−۱ ​; x ∈ Z/
۰ ; x ∈ Z

x = ۱
x = ۱

ت
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تابع  در اعداد صحیح ناپیوسته است. پس باید  را بهگونهای انتخاب کنیم که در اعداد صحیح برابر صفر باشد. در میان گزینهها، تنها گزینۀ "1"

این ویژگی را دارد.

y = [x + ۱]f (x)

ت
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 در  پیوسته است اگر و تنها اگر  در 4 هم از راست و هم از چپ پیوسته باشد، پس داریم:

ب

ب

fx = ۴f

راست حد : ​ ​ = ​ × ​

x→۴+
lim

bx − ۴b
۲ − ​x

x→۴+
lim

bx − ۴b
۲ − ​x

۲ + ​x
۲ + ​x

= ​ ​ = ​

x→۴+
lim

(۲ + ​)b(x − ۴)x
۴ − x

۴b
−۱

چپ حد : ​ ( x +
x→۴−
lim [ ] −x ) =[ ] ۴ +[ −] −(۴ ) =[ − ] ۴ +[ −] (−۴) =[ +] ۳ − ۴ = −۱

​

تابع مقدار : f (۴) = a

=
۴b
−۱

a = −۱ ⇒ a = −۱ ⇒ b = ​

۴
۱

​۴b − a = ۴( ) −
۴
۱

(−۱) = ۲

ت

گ  124

ت   

f x + ۳ =
x→−۱
lim ( ) ​ f x =

x→۲
lim ( ) ۱

f x + ۳( )x = −۱fx = ۲

ت

گ  125

، حد تابع  شده است باید تابع در  ریشۀ مضاعف داشته باشد. بهعبارتی مخرج کسر باید بهصورت  باشد: xازآنجاییکه  → a−∞x = ax − a( )۲

x + bx + ۳۶ = x − a = x − ۲ax + a ⇒ a = ۶ یا a = −۶۲ ( )۲ ۲ ۲

a = ۶ ⇒ ​ ​ = +∞ ⇒ غ.ق.ق
x→۶
lim

x − ۶( )۲
x − ۲

a = −۶ ⇒ ​ ​ = −∞ ⇒ ق.ق
x→−۶
lim

x + ۶( )۲
x − ۲

⇒ x + ۶ = x + ۱۲x + ۳۶ ⇒ a = −۶ , b = ۱۲ ⇒ a + b = ۶( )۲ ۲

ت
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گ  126

درنتیجه باید صورت و مخرج همدرجه باشند؛ پس  است.

f x =
x→+∞
lim ( ) ۳ ⇒ ​ ​ =

x→+∞
lim

axn

۶x
۳

n = ۱

n=۱
​ ​ =

x→+∞
lim

ax
۶x

۳ ⇒ ​ =
a
۶

۳ ⇒ a = ۲

⇒ ​ ​ ×
x→۱
lim

۲x − ۲
۶x − ​۵x + ۳۱

​ =
​

۱۲

۶x + ​۵x + ۳۱
۶x + ​۵x + ۳۱

​ ​

x→۱
lim

(۲x − ۲)(۱۲)
۳۶x − (۵x + ۳۱)۲

⇒ ​ ​ =
x→۱
lim

۲(x − ۱)(۱۲)
(x − ۱)(۳۶x + ۳۱)

​

۲۴
۶۷

ت
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ع  

 

در  عبارت داخل قدرمطلق به شکل قرینه بیرون میآید و طبق همارزی پرتوان داریم:

پ

ب

پ

x → −∞f x( )bx۳

b = ۳

​

x→−∞
lim

۳x − x∣ ۳ ۲∣
ax + ۳x۳ ۲

x → −∞

​ =
x→−∞
lim

−۳x۳

ax۳
​۲ ⇒ − =

۳
a

۲ ⇒ a = −۶

f x =( ) ​

۳x − x∣ ۳ ۲∣
−۶x + ۳x۳ ۲

​ f x
x→۰+
lim ( )

۳x −۳ x =۲ x ۳x − ۱ x →۲ ( ) ۰ :+ ۰ ×+ −۱ = ۰−

f x =
x→۰+
lim ( ) ​ ​ =

x→۰+
lim

−۳x + x۳ ۲

−۶x + ۳x۳ ۲
​ ​ =

x→۰+
lim

x −۳x + ۱۲ ( )
x −۶x + ۳۲ ( )

۳

ت
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راهحل اول: چون حالت مبهم  ایجاد میشود، کافی است صورت و مخرج کسر را تجزیه کرده و عامل ابهام را از صورت و مخرج حذف کنیم. یعنی داریم:

راهحل دوم: (فراتر از کتاب)

م   

ح

​

۰
۰

x + x + ۱۰ ​ ​ ​

۳

∣
∣
∣
∣ ​

∣x + ۲
x − ۲x + ۵۲

−x − ۲x۳ ۲

− ۲x + x + ۱۰
​

۲

۲x + ۴x

​

۲

۵x + ۱۰
−۵x − ۱۰

۰

⇒ x +۳ x + ۱۰ = x + ۲ x − ۲x + ۵( ) ( ۲ )

x − ۳x − ۱۲x − ۴ ​ ​ ​

۳ ۲

∣
∣
∣
∣ ​

∣x + ۲

x − ۵x − ۲۲

​−x − ۲x۳ ۲

− ۵x − ۱۲x − ۴
​

۲

۵x + ۱۰x

​

۲

− ۲x − ۴
۲x + ۴

۰

⇒ x −۳ ۳x −۲ ۱۲x − ۴ = x − ۵x − ۲ x + ۲( ۲ ) ( )

​ = ​ ​

x→−۲
lim

x − ۳x − ۱۲x − ۴۳ ۲
x + x + ۱۰۳

x→−۲
lim

x + ۲ x − ۵x − ۲( ) ( ۲ )
x + ۲ x − ۲x + ۵( ) ( ۲ )

= ​ ​ = ​ = ​

x→−۲
lim

x − ۵x − ۲۲

x − ۲x + ۵۲

۴ + ۱۰ − ۲
۴ + ۴ + ۵

۱۲
۱۳

​

۰
۰

​ ​

x→−۲
lim

x − ۳x − ۱۲x − ۴۳ ۲
x + x + ۱۰۳

HOP
​ ​ =

x→−۲
lim

۳x − ۶x − ۱۲۲
۳x + ۱۲

​ =
۳ ۴ − ۶ −۲ − ۱۲( ) ( )

۳ ۴ + ۱( )
​

۱۲
۱۳

ت

گ  129

ب

​ =
x→۰−
lim

sin x۲
​tan ۲x. ۱ − cos ۲x

​ ​

x→۰−
lim

sin x۲

​. ​۱cos ۲x
sin ۲x

۲sin x۲

= ​ ​ =
x→۰−
lim

sin x۲
۲ sin x. cos x. ​∣ ∣۲ sin x

↑
م

​ ​ =
x→۰−
lim

sin x۲
−۲ ​ .۲sin x۲ cos x

۱

​−۲ ۲

ت







44/93ل

گ  130

م  

   

 

ح

پ

پ

. پ 

xb
xb+∞

۰−b

Δ = ۰ ⇒ (۲) −۲ ۴(a)(a) = ۰ ⇒ ۴ − ۴a =۲ ۰

⇒ a =۲ ۱ ⇒ a = ±۱

۱) a = ۱ ⇒ مخرج : x + ۲x + ۱ = (x + ۱)۲ ۲

​

⇒ b = مخرج مضاعف ریشۀ = −۱

=
x→−۱
lim

x + ۲x + ۱۲

−۱
​ ​ =

x→−۱
lim

(x + ۱)۲

−۱
​ =

۰+

−۱
غ 

۲) a = −۱ ⇒ مخرج : −x + ۲x − ۱ = −(x − ۱)۲ ۲

⇒ b = مخرج مضاعف ریشۀ = ۱

​ =
x→۱
lim

−x + ۲x − ۱۲
−۱

​ ​ =
x→۱
lim

−(x − ۱)۲
−۱

​ =
۰−

−۱
ق 

a = −۱b = ۱a − b = −۲

ت
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گ















این نامعادله دارای مجموعه جواب تهی است.

x −۲ ۲x − ۸ < ۰ ⇒ (x + ۲)(x − ۴) < ۰ ⇒ −۲ < x < ۴

−۱

∣x + ۲∣ < ۲ ⇒ −۲ < x + ۲ < ۲ ⇒ −۴ < x < ۰

−۱

​ ≤
x − ۴۲

x + ۲x + ۱۲

۰ ⇒ ​ ≤
x − ۴۲

(x + ۱)۲

۰ ⇒ x −۲ ۴ < ۰ ⇒ x <۲ ۴ ⇒ −۲ < x < ۲

−۱

(x + ۱)(x + x + ۲) < ۰ ⇒ (x + ۱)(x + ۱)(x − x + ۲) < ۰۳ ۲

⇒ (x + ۱) (x − x + ۲) < ۰ ​ (x − x + ۲) < ۰۲ ۲ (x+۱) ≥۰۲
۲

Δ = ۱ − ۸ = −۷ < ۰ ⇒ ∅

ت
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ینه 3 گز 132

اول: باید مقدار حد چپ و راست تابع در نقطۀ  با هم برابر باشد.

دوم: مقادیر به‌دست‌آمده برای حد چپ و راست را برابر می‌گذاریم:

x = −۱

f (x) = ​ (۳[ ​] + m[ ​]) =
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim
۲

x + ۱
۲

x − ۳

۳[ ​] + m[ ​] = ۳[ ​] + m[ ​]
۲

(−۱) + ۱+

۲
(−۱) − ۳+

۲
۰+

۲
(−۴)+

= ۳[۰ ] + m[(−۲) ] = ۳ × ۰ + m(−۲) = −۲m+ +

f (x) = ۳[ ​] + m[ ​] = ۳[۰ ]+
x→(−۱)−

lim
۲

(−۱) + ۱−

۲
(−۱) − ۳−

−

m[(−۲) ] = ۳(−۱) + m(−۳) = −۳ − ۳m−

−۲m = −۳ − ۳m ⇒ m = −۳

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 4 گز 133

​

x→۲
lim

۲x − ۴
(x − ۱) − (۲x − ۳)۴ ۴

= ​ ​

x→۲
lim

۲(x − ۲)
((x − ۱) − (۲x − ۳) )((x − ۱) + (۲x − ۳) )۲ ۲ ۲ ۲

= ​ ​

x→۲
lim

۲(x − ۲)
((x − ۱) − (۲x − ۳))((x − ۱) + (۲x − ۳))((x − ۱) + (۲x − ۳) )۲ ۲

= ​ ​ =
x→۲
lim

۲ ​(x − ۲)
​ (۳x − ۴)((x − ۱) + (۲x − ۳) )​(۲ − x)

(−۱)
۲ ۲

​ =
۲

(−۱)(۲)(۲)
−۲

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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​ =
x→−∞
lim

x
f x( )

​ ​ =
x→−∞
lim

x
x − ​x − ۲x۲

​ ​ =
x→−∞
lim

x
x − x∣ ∣

​ =
x
۲x ۲

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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مجانب افقی تابع خط  است، زیرا حد آن در بی‌نهایت 1 می‌شود. حالا مقدار تابع را از مجانب افقی‌اش کم می‌کنیم.

باتوجه‌به اینکه عبارت بالا همواره منفی است یعنی مقدار تابع از مجانب افقی‌اش همواره کم‌تر است و باید تابع زیر مجانب افقی‌اش باشد.

y = ۱

y − ۱ = ​ −
x + ۱۲

x۲
۱ = ​ =

x + ۱۲
x − x − ۱۲ ۲

​

x + ۱۲
−۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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ینه 1 گز 136

همیشه یادتان باشد اول تا جایی که می‌توانید برای پیدا کردن مجانب‌های قائم عبارت‌ها را ساده کنید.

حالا مخرج را برابر صفر می‌گذاریم:

مخرج در 2 نقطه صفر می‌شود و تابع 2 مجانب قائم دارد.

y = ​ = ​

cos ۲x
sin x + cos x

cos x − sin x۲ ۲
sin x + cos x

= ​ = ​

cos x − sin x cos x + sin x( ) ( )
sin x + cos x( )

cos x − sin x
۱

cos x − sin x = ۰ ⇒ cos x = sin x ⇒ tan x = ۱ ⇒ x = ​, ​

۴
π

۴
۵π

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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f (۲) = a − ۱۰ ⇒ ​ (a +
x→۲−
lim ​) =

∣x − ۵x + ۶∣۲

bx + c
a − ۱۰

a   از طرفین عدد ثابتِ

را کم می‌کنیم
​ ​ =

x→۲−
lim

∣x − ۵x + ۶∣۲

bx + c
−۱۰ ⇒ ​ ​ =

x→۲−
lim

x − ۵x + ۶۲

bx + c
−۱۰ ⇒ ۲b + c = ۰

⇒ ​ ​ =
x→۲−
lim

(x − ۲)(x − ۳)
bx − ۲b

−۱۰

​ =
x→۲−
lim

x − ۳
b

−b = −۱۰ ⇒ b = ۱۰ ​

۲b+c=۰
c = −۲۰ ⇒ b + c = −۱۰

 توجه  : ​ ​{
x − ۵x + ۶ = (x − ۲)(x − ۳) > ۰ ⇒ ∣x − ۵x + ۶∣ = x − ۵x + ۶۲ ۲ ۲

x → ۲−

ابراهیمی - آریان حیدری - شروین سیاح نیا - علی شهرابی فراهانی تالیفی محمد مصطفی 

تستر ریاضی و فیزیک یازدهم

تستر علوم تجربی یازدهم

ینه 2 گز 138

​ =
x→۱−
lim

​۱ − x
x − ۱ + ​۱ − x

​ ( ​ +
x→۱−
lim

​۱ − x

− ​( ۱ − x)
۲

۱) = ​ (− ​ +
x→۱−
lim ۱ − x ۱) = ۰ + ۱ = ۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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باید مقادیر حد چپ و راست تابع را در اطراف  پیدا کنیم.

مقدار تابع سمت راست  باید  و سمت چپ آن باید  باشد.

x = −۱

y = ​ ​ = ​ = ​ = ​ = −∞
x→(−۱)+

lim
x→(−۱)+

lim
x − ۱۲

۱

(−۱) − ۱(
+

)
۲

۱
۱ − ۱−

۱
۰−

۱

y = ​ ​ = ​ = ​ = ​ = +∞
x→(−۱)−

lim
x→(−۱)−

lim
x − ۱۲

۱

(−۱) − ۱(
−

)
۲

۱
۱ − ۱+

۱
۰+

۱

x = −۱−∞+∞

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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ینه 4 گز 140

پس حاصل نهایی  است.

g(x) =
x→۱+
lim ​ f ( ​) =

x→۱+
lim

x
۱

​ f (t) =
t→۱−
lim −۱

f (f (x)) =
x→۱+
lim ​ f (t) =

t→۱−
lim −۱

−۱ − ۱ = −۲

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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چون حد صورت در نقطۀ  برابر با 1- است، پس حد مخرج باید صفر باشد تا حاصل حد نامتناهی شود. همچنین چون حد چپ و حد راست تابع در نقطۀ

 هر دو  هستند، پس باید علامت عبارت  در دو طرف  مثبت باشد و این در صورتی امکان‌پذیر است که  ریشۀ

مضاعف مخرج باشد؛ پس باید داشته باشیم:

x = ۲
x = ۲−∞x +۲ ax + bx = ۲x = ۲

x +۲ ax + b = (x − ۲) ⇒۲ x +۲ ax + b = x −۲ ۴x + ۴

⇒ a = −۴ , b = ۴ ⇒ ۲a + ۳b = ۴

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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تابع  در  تعریف نشده است، پس  ریشۀ مخرج می‌باشد. ازطرفی نمودار در فاصلۀ  نشان داده شده است، پس معادلۀ مجانب

قائم برابر  است و  ریشۀ دیگر مخرج است.

پس داریم:

 مطابق شکل موجود است، پس  ریشۀ صورت نیز می‌باشد.

f x( )x = ۲x = ۲۱, +∞( )
x = ۱x = +۱

f x =( ) ​

۲ x − ۲ x − ۱( ) ( )
a − x

​ f x
x→۲
lim ( )x = ۲

a − ۲ = ۰ ⇒ a = ۲

f x =( ) ​ ⇒
۲ x − ۲ x − ۱( ) ( )

− x − ۲( )
f −۱ =( ) ​ =

۲ × −۲
−۱

​

۴
+۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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​ =
x→۲−
lim

x − x − ۹x + ۱۴۳ ۲
۲x − x + ۱۳ ۲

​ =
۰+

۱۳
+∞

توجه : x −۳ x −۲ ۹x + ۱۴ = (x − ۲)(x +۲ x − ۷)

(x −
x→۲−
lim ۲)(x +۲ x − ۷) = (۰ )(−۱) =− ۰+

ابراهیمی - آریان حیدری - شروین سیاح نیا - علی شهرابی فراهانی تالیفی محمد مصطفی 
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وقتی نمودار  به صورت زیر است، یعنی حد راست آن در  باید  و حد چپ آن  باشد، پس اولاً حد تابع  در  باید صفر

،  است. باشد و ثانیاً سمت راست  منفی و سمت چپ آن باید مثبت باشد. باتوجه‌به نمودار 

​

f (x)
−۲

x = a+∞−∞f (x)x = a

x = af (x)a = −۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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در گزینۀ اول می‌دانیم  است و هیچ‌گاه بی‌نهایت نمی‌شود و مجانب قائم ندارد.

گزینۀ دوم: هیچ‌گاه مخرج صفر حدی نمی‌شود و تابع بی‌نهایت نمی‌شود.

گزینۀ سوم در  مجانب قائم دارد زیرا  است.

در گزینۀ چهارم نقاط  اصلاً در دامنه نیستند و مقدار تابع در  هم برابر  است. پس تابع هیچ‌گاه بی‌نهایت نمی‌شود. درواقع حد تابع در هر نقطۀ

دلخواه برابر  است.

−۱ ≤ sin ​ ≤
x
۱

۱

x = ۰​ ​ =
x→۰±
lim [

x
۱

] ±∞ =[ ] ±∞

x ∈ Zx ∈ ​/ Z−۱
−۱

x +[ ] −x =[ ] ​{
۰ x ∈ Z
−۱ x ∈ ​ Z/

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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گزینه‌ها را بررسی می‌کنیم:

فقط در گزینۀ 4 حاصل  است.

۱) ​ =
x→۰+
lim

sin x
۲x − ۱

​ =
۰+

۰ − ۱
​ =

۰+

−۱
−∞

۲) ​ =
x→۰+
lim

x۳

۲x − ۱
​ =

۰+

۰ − ۱
​ =

۰+

−۱
−∞

۳) ​ =
x→۰+
lim

x۲
۲x − ۱

​ =
۰+

۰ − ۱
−∞

۴) ​ =
x→۰+
lim

− x∣ ∣
۲x − ۱

​ ​ =
x→۰
lim

−x
۲x − ۱

​ =
۰−

۰ − ۱
+∞

​ ​ =
x→۰
lim

f x( )
۲x − ۱

+∞

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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​می‌دانیم  می‌شود، پس برای پیدا کردن حاصل کسر  می‌توانیم از هم‌ارزی پرتوان استفاده کنیم: f (x) =
x→a−
lim −∞​ ​

x→a−
lim

f (x) − ۱
f (x)

​ ​

x→a−
lim

f (x) − ۱
f (x)  پرتوان 

​ ​ =
x→a−
lim

f (x)
f (x)

۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 



49/93لرنیتو 1400

ینه 1 گز 148

​ = ​ ​ = ​ ۳ − ​

x→−∞
lim [

x + ۲
۳x + ۱

]
x→−∞
lim [

x + ۲
۳x + ۱ + ۵ − ۵

]
x→−∞
lim [

x + ۲
۵

]

= ۳ − ۰ = ۳ + ۰ = ۳ = ۳[ ( −)] [ +] [ +]

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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اول دامنۀ تابع را حساب می‌کنیم.

از اشتراک جواب‌های بالا دامنۀ  به دست می‌آید. از بین ریشه‌های مخرج فقط خط  می‌تواند مجانب قائم باشد چون تابع در اطراف 

اصلاً تعریف‌شده نیست. به‌علاوه برای به دست آوردن مجانب افقی فقط حد تابع را در  به دست می‌آوریم چون  در دامنۀ تعریف آن نیست.

خط  مجانب افقی تابع است. پس تابع فقط 2 مجانب  و  را دارد.

۱)x ≥ ۰
۲) x + x > ۰ ⇒ x x + ۱ > ۰ ⇒ x < −۱ یا x > ۰۲ ( )

۰, +∞( )x = ۰x = −۱
+∞−∞

f x =
x→+∞
lim ( ) ​ ​ =

x→+∞
lim

​x + x۲

۳x + ​x
​ ​ =

x→+∞
lim

​x۲

۳x
​ ​ =

x→+∞
lim

x∣ ∣
۳x

۳

y = ۳x = ۰y = ۳

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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باید تمام توابع مرکب را تشکیل دهیم، سپس به بررسی پیوستگی آن‌ها در نقطۀ  بپردازیم.

پس تابع  در  فاقد حد است و پیوسته نیست.

پس تابع  در  فاقد حد است و پیوسته نیست.

پس تابع  در نقطۀ  فاقد حد است و پیوسته نیست.

بنابراین تابع  تابع ثابت است و در همۀ نقاط ازجمله  پیوسته است.

x = ۰

f og(x) = ​ ​ ⇒{
− ۱۲x ; x < ۰
۱ ; x ≥ ۰ f og(x) =

x→۰−
lim ۰ , ​ f og(x) =

x→۰+
lim ۱

f ogx = ۰

gog(x) = ​ ​ ⇒{
− ۲ ; x < ۰
۸ ; x ≥ ۰ ​ gog(x) =

x→۰−
lim −۲ , ​ gog(x) =

x→۰+
lim ۸

gogx = ۰

f of (x) = ​ ​ ⇒{
۳ ; x < ۰
۹x ; x ≥ ۰ ​ f of (x) =

x→۰−
lim ۳ , ​ f of (x) =

x→۰+
lim ۰

f ofx = ۰

gof (x) = ​ ​ ⇒{
− ۲ ; x < ۰
− ۲ ; x ≥ ۰ gof (x) = −۲

gof (x)x = ۰

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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x → ( ​) ⇒ x < ​ ⇒ ​ > ۳ ⇒ ​ > ۶ ⇒ ​ < −۶
۳
۱ −

۳
۱

x
۱

x
۲

x
−۲

⇒ ( ​) → −۶
x

−۲
( )−

[ ​] = [ −۶ ] = −۷
x→( )۳

۱ −
lim

x
−۲

( )−

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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مخرج کسر باید در  ریشۀ مضاعف داشته باشد.

پس باید  ریشۀ  هم باشد که  به دست می‌آید و مخرج به‌صورت  خواهد بود و در  تغییر علامت نمی‌دهد.

x = ۰

x +۳ x +۲ ax = x x + x + a( ۲ )

x = ۰x +۲ x + aa = ۰x x + ۱۲ ( )x = ۰

y = ​ ⇒
x + x۳ ۲
۳x + ۱

y ۱ =( ) ​ =
۲
۴

۲

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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fبرای اینکه تابع  در  پیوسته باشد، باید:  x( )x = ۲f ۲ =( ) ​ f x =
x→۲+
lim ( ) ​ f x

x→۲−
lim ( )

f ۲ = ۲a + ۲( )

f x = ۲a + ۲
x→۲+
lim ( )

f x = ۲ + a ۴ = ۱ + ۳a
x→۲−
lim ( ) [ −]

۲
[ −]

f ۲ = ​ f (x) = ​ f x ⇒ ۲a + ۲ = ۱ + ۳a ⇒ a = +۱( )
x→۲+
lim

x→۲−
lim ( )

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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پس رفع ابهام می‌کنیم:

​ =
x→۱
lim

x + x − ۲۳
۱ − ​

۳ ۴x − ۳
​ =

۱ + ۱ − ۲
۱ − ۱

​

۰
۰

​ =
x→۱
lim

x + x − ۲۳

۱ − ​

۳ ۴x − ۳
​ ​ ×

x→۱
lim

x − ۱ x + x + ۲( ) ( ۲ )
۱ − ​

۳ ۴x − ۳
​

۱ + ​ + ​( ۳ ۴x − ۳ ۳ ۴x − ۳( )۲)

۱ + ​ + ​( ۳ ۴x − ۳ ۳ ۴x − ۳( )۲)

= ​ ​

x→۱
lim

​ x + x + ۲ ​x − ۱( ) ( ۲ )

۳

​۱ + ​ + ​( ۳ ۴x − ۳ ۳ ۴x − ۳( )۲)

−۴ ​x − ۱( )

= ​ = ​۳ ۱ + ۱ + ۲( )
−۴

۳
−۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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توجه کنید که وقتی  است، مقدار  از  بزرگ‌تر است، پس:

​ =
x→ ۴

π +
lim

​۱ − sin ۲x
tan x − ۱

​ =
۰
۰

​ ​ =
x→ ​۴

π +
lim

​(sin x − cos x)۲

​ − ۱
cos x
sin x

​ ​

x→ ​۴
π +

lim
∣ sin x − cos x∣

​

cos x
sin x − cos x

= ​ ​ =
x→ ​۴

π +
lim

sin x − cos x

​

​

۲
​۲

sin x − cos x

​ =
​

۲
​۲

۱
​ =
​۲

۲
​۲

​ <
۴
π

x < ​

۲
π

sin xcos x

∣ sin x − cos x∣ = sin x − cos x

ابراهیمی - آریان حیدری - شروین سیاح نیا - علی شهرابی فراهانی تالیفی محمد مصطفی 
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بزرگ‌ترین توان مخرج با بزرگ‌ترین توان صورت باید برابر باشند:

پس  یا  است. مجموع مقادیر a برابر  می‌شود.

۱) n = a = ۳ ⇒ ​ ​ =
x→+∞
lim

xa

ax + x − ۲xn ۳
​ ​ =

x→+∞
lim

x۳

۳x + x۳ ۳
​ ​ =

x→+∞
lim

x۳

۴x۳
۴

۲) n = a > ۳ ⇒ ​ ​ =
x→+∞
lim

xa

ax + x − ۲xn ۳
​ ​ =

x→+∞
lim

xn

axn

a = ۴

a = ۳a = ۴۳ + ۴ = ۷

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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روش اول:

ابتدا صورت و مخرج کسر را در مزدوج صورت ضرب می‌کنیم. داریم:

روش دوم:

​ × ​ = ​ ​

x→۳
lim

۹ − x۲

​ − ۲۶ − ​

۳ x + ۵

​

۴

​​ + ۲۶ − ​

۳ x + ۵

​ + ۲۶ − ​

۳ x + ۵
x→۳
lim

۴(۹ − x )۲

۶ − ​ − ۴۳ x + ۵

= ​ ​ = ​ × ​

x→۳
lim

۴(۹ − x )۲

۲ − ​

۳ x + ۵
x→۳
lim

۴(۹ − x )۲

۲ − ​

۳ x + ۵

​

۱۲

​۴ + ۲ ​ + ​

۳ x + ۵ ۳ (x + ۵)۲

۴ + ۲ ​ + ​

۳ x + ۵ ۳ (x + ۵)۲

= ​ ​ = ​ = ​ = ​

x→۳
lim

۴۸(۹ − x )۲

۸ − (x + ۵)
x→۳
lim

۴۸(۳ − x)(۳ + x)
۳ − x

۴۸ × ۶
۱

۲۸۸
۱

HOP : ​ ​ =
x→۳
lim

−۲x

​

۲ ​۶ − ​

۳ x + ۵

− ​

۳ ​

۳ (x + ۵)۲

۱

​ =
−۶

​

۴

− ​

۱۲
۱

​ =
−۶

− ​

۴۸
۱

​

۲۸۸
۱

ابراهیمی - شروین سیاح نیا - علی شهرابی فراهانی تالیفی محمد مصطفی 
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fحد تابع  را در اطراف  بررسی می‌کنیم: x( )x = ۱

f x =
x→۱+
lim ( ) ​ tan( ​) =

x→۱+
lim

۲
πx۲

tan ( ​) =
۲
π +

−∞

=
x→۱−
lim ​ tan( ​) =

x→۱−
lim

۲
πx۲

tan ( ​) =
۲
π −

+∞

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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tanمی‌دانیم  است. ازطرفی چون تابع  در ناحیۀ دوم صعودی است، پس  می‌شود. ​ =
۴

۳π
−۱y = tan xtan ( ​) =

۴
۳π + −۱( )+

​ =
x→( )۴

۳π +
lim

tan x + ۱
tan x[ ]

​ =
−۱ + ۱( )+

−۱[( )+]
​ =

۰+

−۱
−∞

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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​ =
x→−۱+
lim

x − x۲ ۴

cos πx
​ ​ =

x→−۱+
lim

x (۱ − x )۲ ۲

cos πx
​ =

۱(۰ )+

−۱
​ =

۰+

−۱
−∞

​ =
x→−۱−
lim

x − x۲ ۴

cos πx
lim ​ =

x (۱ − x )۲ ۲

cos πx
​ =

۱(۰ )−

−۱
​ =

۰−

−۱
+∞

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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  نکته:  

برای اینکه تابع در نقطۀ  پیوسته باشد، باید  برقرار باشد؛ پس داریم:

x +[ ] −x =[ ] ​ ​{
۰ ; x ∈ Z
− ۱ ; x ∈ ​ Z/

f x =
x→۰
lim ( ) ​ ​ =

x→۰
lim

​ − ۲x + ۴
x x + x −x[ ] [ ]

​ ​

x→۰
lim

​ − ۲x + ۴
x ​​x + −x([ ] [ ])

−۱ (x∈ ​Z)/

= ​ ​ ×
x→۰
lim

​ − ۲x + ۴
−x

​ =
​ + ۲x + ۴
​ + ۲x + ۴

​ ​

x→۰
lim

​

​x

​x + ۴ − ۴
− ​ ​ + ۲x ( x + ۴ )

= − ​ + ۲ =( ۴ ) −۴

x = ۰f ۰ =( ) ​ f x
x→۰
lim ( )

f ۰ =( ) k = −۴

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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برای پیدا کردن مجانب‌های قائم، مخرج را صفر می‌گذاریم.

برای پیدا کردن مجانب‌های افقی حد تابع را در بی‌نهایت حساب می‌کنیم.

خطوط  و  مجانب‌های افقی هستند. مساحت مستطیل به‌وجودآمده برابر  است.

x + ۱ −∣ ∣ ۲ = ۰ ⇒ x + ۱ =∣ ∣ ۲ ⇒ ​{
x + ۱ = ۲ ⇒ x = ۱

x + ۱ = −۲ ⇒ x = −۳

​ = ​ ​ = ۲
x→+∞
lim

x + ۱ − ۲∣ ∣
۲x + ۱

x→+∞
lim

x
۲x

​ = ​ ​ = −۲
x→−∞
lim

x + ۱ − ۲∣ ∣
۲x + ۱

x→−∞
lim

−x
۲x

y = ۲y = −۲۴ × ۴ = ۱۶

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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گزینۀ 1: تابع  در فاصلۀ  زیر محور xها و منفی است، پس  در این بازه تعریف نشده است و تابع  ناپیوسته است.

گزینۀ 2: تابع  در  از راست پیوسته است، چراکه:

به‌علاوه در تمام نقاط بازۀ  نیز پیوسته است، پس در فاصلۀ  پیوسته می‌شود.

گزینۀ 3: می‌دانیم  است پس تابع  در  تعریف شده نیست و ناپیوسته است.

گزینۀ 4: تابع  در  از راست پیوسته نیست درنتیجه  هم در  پیوستگی راست ندارد و نمی‌تواند در فاصلۀ  پیوسته

باشد.

y = f (x)(۰, ۲)​f (x)y = ​

​f (x)

x − ۲

y = ​

​f (x)

x − ۲
x = ۲

y(۲) = ​ =
​f (۲)

۰
​ =
​۲

۰
۰

​ =
x→۲+
lim

​f (x)

x − ۲
​ =
​۳

۰
۰

(۲, ۳)[۲, ۳)

f (۳) = ۰y = ​

​f (x)

x − ۲
x = ۳

f (x)x = −۳​

​f (x)

x − ۲
x = −۳[−۳, −۲)

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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اول: باتوجه‌به نمودار باید مقدار حد تابع را در همسایگی راست و چپ نقطۀ  بیابیم. باتوجه‌به شکل، داریم:

دوم:

توجه کنید  است.

x = ۰

x → ۰ ⇒ f (x) → (−۱)+

[ ​] =
x→۰
lim

f (x)
۱

[ ​] =
(−۱)+

۱
[(−۱) ] =− −۲

​ =
(−۱)+

۱
(−۱)−

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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، مگر اینکه تابع ضریب صفرکننده داشته باشد، یعنی باید نقاطی از بازۀ  که داخل براکت را صحیح می‌‌کنند حد ندارند که عبارت‌اند از:  و 

عبارت  در  و  صفر شود. به‌عبارتی  و  ریشه‌‌های عبارت  هستند. پس:

(۱ , ۴)x = ۲x = ۳
x +۲ ax + bx = ۲x = ۳x = ۲x = ۳x +۲ ax + b

x +۲ ax + b = ​ ⇒​(x − ۲)(x − ۳)

x −۵x+۶۲

​ ​ ⇒{
a = −۵
b = ۶ (a , b) = (−۵ , ۶)

ابراهیمی - علی شهرابی فراهانی - شروین سیاح نیا - آریان حیدری تالیفی محمد مصطفی 

تستر علوم تجربی یازدهم

تستر ریاضی و فیزیک یازدهم

ینه 1 گز 166

کسر  اطراف  همواره مثبت است. چراکه صورت کسر مثبت است و باتوجه‌به اینکه  پس مخرج هم مثبت

می‌شود.

؛ بنابراین: می‌دانیم وقتی  آنگاه 

y = ​

۱ + cos x
[x]

x = π۰ ≤ ۱ + cos x ≤ ۲

x → π۱ + cos x → ۰

​ =
x→π
lim

۱ + cos x
[x]

​ =
۰+

۳
+∞

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 4 گز 167

راه‌حل اول: کسر را در مزدوج مخرج یعنی  ضرب و تقسیم می‌کنیم:

راه‌حل دوم: )فراتر از کتاب _ هوپیتال(

۱ + ۵x + ۱۶

​ × ​ = ​ ​

x→−۳
lim

۱ − ​۵x + ۱۶
ax + ۳a

۱ + ​۵x + ۱۶
۱ + ​۵x + ۱۶

x→−۳
lim

۱ − ۵x + ۱۶( )
a x + ۳ ۱ + ​( ) ( ۵x + ۱۶)

= ​ ​ = ​ = ۲
x→−۳
lim

−۵ ​x + ۳( )
a ​ ۱ + ​x + ۳( ) ( ۵x + ۱۶)

x→−۳
lim

−۵
a ۱ + ۱( )

⇒ ​ = ۲ ⇒ a = −۵
−۵
۲a

​ ​

x→−۳
lim

۱ − ​۵x + ۱۶
ax + ۳a HOP

​ ​ =
x→−۳
lim

​

۲ ​۵x + ۱۶
−۵
a

​ =
−۵
۲a

۲ ⇒ a = −۵

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 2 گز 168

از صورت و مخرج  را فاکتور می‌گیریم:

​ =
x→۰
lim

​

۳ x + x۲

x + ​

۳ x
​۰

۰

۳ x

​ =
x→۰
lim

​

۳ x + x۲

x + ​

۳ x
​ ​ =

x→۰
lim

​ ​

۳ x ( ۳ x + ۱)

​ ​ + ۱۳ x ( ۳ x۲ )
​ ​ =

x→۰
lim

​

۳ x + ۱
​ + ۱۳ x۲

۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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ینه 1 گز 169

 مجانب قائم تابع است. زیرا:

در  صورت و مخرج هر دو مثبت هستند، پس حد تابع  می‌شود ولی در  صورت مثبت و مخرج منفی است و حد تابع  می‌شود.

x = ۰

​ =
x→۰±
lim

x۲

sin x
​ ​ ×

x→۰±
lim

x
sin x

​ =
x
۱

±∞

۰++∞۰−−∞

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 4 گز 170

؛ بنابراین: ، آنگاه  xاگر  → +∞− ​ =[
x
۱

] −۱

​ =
x→+∞
lim

x + x − ۲۳ ۲

۲x − ​ + ۳x۳ [
x
۱

]

​ ​ =
x→+∞
lim

x + x − ۲۳ ۲

−۲x + ۳x۳
​ ​ =

x→+∞
lim

x۳

−۲x۳
−۲

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 2 گز 171

به ازای  مقدار مخرج برابر صفر است، پس به شرطی حد تابع  موجود است و مقدار آن برابر صفر نیست که عامل  در صورت نیز وجود

داشته باشد. پس داریم:

باتوجه‌به این که ضریب  باید صفر باشد، پس داریم:

x = −۱f x( )x + ۱( )۲

۲x + ax + b = x + ۱ ۲x + α = x + ۲x + ۱ ۲x + α۳ ( )۲ ( ) ( ۲ ) ( )

= ۲x + ۴x + ۲x + αx + ۲αx + α = ۲x + ۴ + α x + ۲ + ۲α x + α۳ ۲ ۲ ۳ ( ) ۲ ( )

x۲

۴ + α = ۰ ⇒ α = −۴

⇒ x + ۱ ۲x − ۴ = x + ۲x + ۱ ۲x − ۴( )۲ ( ) ( ۲ ) ( )

= ۲x − ۶x − ۴ = ۲x + ax + b ⇒ ​

۳ ۳ {
a = −۶
b = −۴

a − b = −۶ − −۴ =( ) −۲

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 3 گز 172

تابع در نقاط به طول صحیح  و  که در این بازه قرار دارند، حد ندارد مگر اینکه ریشۀ صورت کسر باشند؛ پس صورت کسر به شکل

 است:

x = ۲x = ۳
x +۲ ax + b = (x − ۲)(x − ۳)

x +۲ ax + b = x −۲ ۵x + ۶ ⇒ ​ ​ ⇒{
a = −۵
b = ۶ b − a = ۱۱

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 
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ینه 4 گز 173

xبرای اینکه تابع در نقطۀ  پیوسته باشد، باید حد چپ و حد راست و مقدار تابع در این نقطه باهم برابر باشند: = ۱

f x = ​ ​ = ​ ​ = ۲
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim

x − ۱∣ ∣
x − ۴x + ۳۲

x→۱−
lim

− x − ۱( )
x − ۱ x − ۳( ) ( )

f x = ​ a −۲x + ۳b = −۳a + ۳b
x→۱+
lim ( )

x→۱+
lim [ ]

f ۱ = ۲a + ۷( )

​ −۳a + ۳b = ۲a + ۷ = شرط پیوستگی۲

۲a + ۷ = ۲ ⇒ a = − ​

۲
۵

− ۳a + ۲b = ۲ ⇒ ​ + ۳b = ۲ ⇒ ۳b = ۲ − ​ = − ​

۲
۱۵

۲
۱۵

۲
۱۱

⇒ b = − ​

۶
۱۱

⇒ ۲a − ۶b = −۵ + ۱۱ = ۶

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 4 گز 174

​ = ​ ​ = ​ ​x = −∞
x→+∞
lim

−۲x + x − ۱۲

۳x − ۲x + ۵۴ ۲

x→+∞
lim

−۲x۲

۳x۴

x→+∞
lim

۲
−۳ ۲

​ = ​ ​ = ​ ​x = ​ × +∞ = −∞
x→+∞
lim

۴x + ۳
−۲x + x − ۱۲

x→+∞
lim

۴x
−۲x۲

x→+∞
lim

۲
−۱

۲
−۱

​ = ​ ​ = ​ ​ = −∞
x→−∞
lim

۵x − x + ۶۲

۲x + x − x + ۱۳ ۲

x→−∞
lim

۵x۲

۲x۳

x→−∞
lim

۵
۲x

ابراهیمی تالیفی محمد مصطفی 

ینه 3 گز 175

( ​ −
x→+∞
lim

x + ۱
x + ۱۲

ax − b) = ( ​) =
x + ۱

x + ۱ − ax − ax − bx − b۲ ۲
​ ( ​) =

x→+∞
lim

x + ۱
(۱ − a)x + (−a − b)x + ۱ − b۲

۱

⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧۱ − a = ۰ ⇒ a = ۱

( ​) = ۱ ⇒ (−a − b) = ۱ ⇒ b = −۲
x→+∞
lim

x + ۱
(−a − b)x + ۱ − b a + b = −۱

تالیفی آریان حیدری - محمدعلی زیرک

تستر علوم تجربی دوازدهم

تستر ریاضی و فیزیک دوازدهم

ینه 2 گز 176

هنگامی که جواب حد وقتی  میل کرده،  شده است، حد راست و چپ در  هردو  شده! )انفصال مضاعف( و این یعنی مخرج ریشۀ

مضاعف  دارد، پس:

x → −۱+∞(−۱)+∞
(−۱)

مخرج = −(x + ۱) = −x − ۲x − ۱ = −x + (a + ۱)x − ۲b − ۱۲ ۲ ۲

⇒ ​ ​ ⇒ a + b = −۳{
a + ۱ = −۲ ⇒ a = −۳
− ۲b − ۱ = −۱ ⇒ −۲b = ۰ ⇒ b = ۰

تالیفی آریان حیدری - محمدعلی زیرک

تستر علوم تجربی دوازدهم

تستر ریاضی و فیزیک دوازدهم
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ینه 3 گز 177

بررسی پیوستگی توابع براکتی در بازۀ بسته:

1- توجه به نقاط جهش تابع در بازۀ باز )همان نقاطی که داخل براکت صحیح می‌شود(

2- پیوستگی راست در ابتدای بازه

3- پیوستگی چپ در انتهای بازه

[−۱, ۳] ⇒ ​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎧۱) (−۱, ۳) طول‌های جهش : , پ۰, ۱

ن
۲
ن

۲) x = ​ ⇒ ​ ​ ​−۱
ن

⎩⎪
⎨
⎪⎧(−۱) : (−۱) × ​ = ۰+

۰

​[−(−۱) ]+

f (−۱) = −۱

۳) x = ⇒ ​ ​ ​۳
پ

⎩⎪
⎨
⎪⎧۳ : ۳ × ​ = −۹−

−۳

​[−(۳) ]−

f (۳) = −۹

تالیفی آریان حیدری - محمدعلی زیرک

تستر ریاضی و فیزیک یازدهم

تستر علوم تجربی یازدهم

ینه 1 گز 178

، همواره مثبت باشد و به ازای  صفر شود؛ چون حد داده‌شده  و صورت کسر در  عددی منفی است، پس مخرج باید در همسایگی 

یعنی  باید ریشۀ مضاعف  داشته باشد:

−∞x = ۱x = ۱x = ۱
x +۲ ax + bx = ۱

x + ax + b = (x − ۱) ⇒ x + ax + b = x − ۲x + ۱۲ ۲ ۲ ۲

⇒ a = −۲ , b = ۱ ⇒ a − b = −۲ − ۱ = −۳

الهام مجد تالیفی 

ینه 4 گز 179

صورت و مخرج کسر، چندجمله‌ای است، پس حاصل حد آن در بی‌نهایت از تقسیم بزرگ‌ترین جملۀ صورت بر بزرگ‌ترین جملۀ مخرج به دست می‌آید.

​چون  یک عدد غیرصفر شده است، پس بزرگ‌ترین درجۀ صورت و مخرج برابر می‌باشد؛ درنتیجه:  f (x)
x→∞
limn = ۲

​ = ​ = ​ ⇒ a = ۳
x→∞
lim

۲x + x۲

ax − ۲x + ۱۲

۲
a

۲
۳

⇒ f (x) = ​ ⇒ f (−۱) = ​ = ​ = ۶
۲x + x۲

۳x − ۲x + ۱۲

۲ × ۱ + (−۱)
۳ × ۱ − ۲(−۱) + ۱

۲ − ۱
۳ + ۲ + ۱

الهام مجد تالیفی 

ینه 3 گز 180

​ =
x→−۱+
lim

x + ۲[x]x − ۳۲
x − ۲[x]x − ۱۳ ۲

​ ​ =
x→−۱+
lim

x − ۲x − ۳۲
x + ۲x − ۱۳ ۲

​ ​

x→−۱+
lim

​(x − ۳)(x + ۱)
​(x + x − ۱)(x + ۱) ۲

= ​ =
−۱ − ۳
۱ − ۱ − ۱

​

۴
۱

تالیفی محمدرضا محمدهاشمی
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ینه 4 گز 181

ها قرینه کنیم. برای رسم  کافی است نمودار  را نسبت به محور 

دقت کنید تابع  در اطراف  مثبت است.

نکته:  منظور سینوس زاویۀ 2 رادیان است و چون 2 رادیان در ربع دوم قرار دارد،  و صورت برابر عددی منفی

می‌شود، بنابراین حد تابع اطراف  برابر  می‌شود.

y = f (−x)fy
f (−x)x = −۲

​ ​ =
x→−۲
lim

f (−x)
sin x

​ =
۰+

sin(−۲)
​ =

۰+

− sin ۲
​ =

۰+

عدد منفی
− ∞

sin ۲sin ۲ > ۰
x = −۲− ∞

ابیانه تالیفی علی ناری 

ینه 1 گز 182

، حد به‌صورت مبهم  است، پس باید رفع ابهام کرد. وقتی 

پس حد تابع در  برابر  است.

تذکر: برای تجزیۀ مخرج می‌توان آن را بر  تقسیم کرد و یا به‌صورت زیر عمل کرد:

x → −۴​

۰
۰

​ =
x→−۴
lim

x + ۴x + x + ۴۳ ۲

x − ۹x − ۵۲۲
​ ​ =

x→−۴
lim

(x + ۴) (x + ۱)۲

(x + ۴) (x − ۱۳)
− ​ =

۱۷
۱۷

−۱

x = −۴−۱
x + ۴

x +۳ ۴x +۲ x + ۴ = ۰ ⇒ x (x +۲ ۴) + x + ۴ = (x + ۴) (x +۲ ۱)

ابیانه تالیفی علی ناری 

ینه 1 گز 183

: ، عددی غیرصفر شده است، پس صورت و مخرج باید هم‌درجه باشند، پس:  چون حد تابع  در 

در قسمت بعد داریم:

در اینجا چون حد صورت برابر عدد 17 است و حاصل حد  شده، عدد 4 ریشۀ مخرج است و مخرج باید در همسایگی  مثبت باشد، یعنی:

fx → + ∞a = ۰

​ =
x→+ ∞
lim

bx − cx + d۲

x + ۱۲
​ ⇒

۵
۴

​ ​ =
x→+ ∞
lim

bx۲

x۲
​ =

b
۱

​ ⇒
۵
۴

b = ​

۴
۵

​ =
x→۴
lim

​x − cx + d
۴
۵ ۲

x + ۱۲
+ ∞

+ ∞x = ۴

​x − cx + d = ​(x − ۴) ⇒ ​x − cx + d = ​x − ۱۰x + ۲۰
۴
۵ ۲

۴
۵ ۲

۴
۵ ۲

۴
۵ ۲

⇒ c = ۱۰ , d = ۲۰ ⇒ d − c = ۱۰

ابیانه تالیفی علی ناری 
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ینه 4 گز 184

. ، با خودش برابر است؛ یعنی  شیب تابع خطی  برابر  است، چون این خط بر  عمود است، پس قرینۀ آن نسبت به 

بنابراین معادلۀ  بی‌شمار ریشه دارد.

f (x) = ax + b ⇒ y = ax + b ⇒ x = ​ ⇒
a

y − b
f (x) =−۱

​ −
a
x

​

a
b

f (۲x) =−۱
​ −

a
۲x

​

a
b

​ =
x→− ∞
lim

​x + x۲

​ − ​

a
۲x

a
b

​ ​ =
x→− ∞
lim

​x۲

​

a
۲x

​ ​ =
x→− ∞
lim

−x

​

a
۲x

۲ ⇒ a = −۱

f−۱y = xy = xf = f −۱

f (x) −−۱ f (x) = ۰

ابیانه تالیفی علی ناری 

ینه 2 گز 185

دقت کنید: 

g(x) =
x→۲+
lim ​ f ( ​) =

x→۲+
lim

۲ − x
۱

​ f (x)
x→− ∞
lim

​ ​ =
x→۲+
lim

۲ − x
۱

​ =
۰−

۱
− ∞

​ =
x→− ∞
lim

۴x + ۳
∣x − ۲∣ + ۲x

​ ​ =
x→− ∞
lim

۴x + ۳
۲ − x + ۲x

​ ​ =
x→− ∞
lim

۴x
x

​

۴
۱

ابیانه تالیفی علی ناری 

ینه 2 گز 186

​چون حد داده‌شده وجود دارد و حد مخرج برابر صفر است، حتماً حد باید دارای ابهام  باشد، پس  ریشۀ صورت نیز می‌باشد:

۰
۰

x = ۲

x = ۲ ⇒ a − ۱ = ۰ ⇒ a = ۱

​ =
x→۲
lim

۴ − x۲

۱ − ​

۳ x − ۱
​ ​ ×

x→۲
lim

۴ − x۲

۱ − ​

۳ x − ۱
​

۱ + ​ + ​

۳ x − ۱ ۳ (x − ۱)۲

۱ + ​ + ​

۳ x − ۱ ۳ (x − ۱)۲

= ​ ​ =
x→۲
lim

​(۲ + x) (۳)(۲ − x)
​۱ − (x − ۱)

​

۱۲
۱

ابیانه تالیفی علی ناری 

ینه 3 گز 187

واضح است که  و  در بازۀ  معادل  است.

کمترین مقدار  برابر 4 است.

، کوچک‌ترین مقدار  برای برقراری هر  در این نامساوی در نامساوی قدرمطلقی  برابر است با ماکزیمم  و  )یعنی بین نکته: اگر 

، هر کدام بزرگ‌تر بود(.  و 

b = ۲a = −۳(a , b)(−۳ , ۲)

−۳ < x < ۲ ⇒ −۴ < x − ۱ < ۱ ⇒ ∣x − ۱∣ < ۴

k
a < x < bkx∣x∣ < k∣a∣∣b∣

∣a∣∣b∣

ابیانه تالیفی علی ناری 
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ینه 2 گز 188

باتوجه‌به اینکه  برابر  است، می‌نویسیم:

پس:

، درنهایت: دقت کنید چون  در ربع اول صعودی است وقتی  آنگاه، 

​ tan x
x→ ​۲

π
lim ۲+ ∞

x → ​ :
۲
π

tan x = t , t → + ∞۲

f (x) =
x→ ۲

π
lim ​ ​ =

t→+ ∞
lim

۱ − ۳t۲
t + ۱۲

​ ​ =
t→+ ∞
lim

−۳t۲
t۲

− ​

۳
۱

f (x) =
x→ ۶

π +
lim ​ =

۱ − ۳( ​ )
۳

​۳
+ ۲

۱ + ​

۳
۱

​ =
۰−

​

۳
۴

− ∞

tan xx → ​

۶
π +

tan x → ​

۳
​۳ +

f (x) −
x→ ۲

π
lim ​ f (x) =

x→ ​۶
π +

lim − ​ −
۳
۱

(− ∞) = + ∞

ابیانه تالیفی علی ناری 

ینه 2 گز 189

،  شده، یعنی مخرج در همسایگی راست صفر باید منفی باشد. پس گزینۀ 1 حذف می‌شود. وقتی حد تابع  در

ها مماس است و گزینۀ 2 ، باید مثبت باشد. پس تابع  در  بر محور  ،  شده، یعنی مخرج در همسایگی  وقتی حد تابع  در

درست است.

، منفی است. دقت کنید در گزینۀ 3، تابع  در همسایگی 

​

f (x)
۱

x → ۰+− ∞

f (x)
۱

x → ۲+ ∞x = ۲fx = ۲x

fx = ۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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: باتوجه‌به شکل تابع 

،  با مقادیر کمتر به 2 میل می‌کند. باید دقت کرد که در 

f

f (x) =
x→+ ∞
lim ۲ , ​ f (x) =

x→− ∞
lim − ∞

x → + ∞f (x)

g(x) = ​ =
f (x) + ۱
۳f (x)

​ =
f (x) + ۱

۳f (x) + ۳ − ۳
۳ − ​

f (x) + ۱
۳

[g(x)] +
x→+ ∞
lim ​ [g(x)] =

x→− ∞
lim ​ [۳ −

f(x)→۲−
lim ​] +

f (x) + ۱
۳

​ [۳ −
f(x)→− ∞

lim ​]
f (x) + ۱

۳

= [۳ − ​] +
۲ + ۱−

۳
[۳ − ​] =

− ∞
۳

[۳ − ۱ ] ++ [۳ + ۰ ] =+ ۱ + ۳ = ۴

ابیانه تالیفی علی ناری 
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، محل برخورد مجانب‌های تابع  است، یعنی  مجانب قائم و وقتی نقطۀ  محل برخورد مجانب‌های تابع  است، پس نقطۀ 

 مجانب افقی است.

(۱ , −۲)f −۱(−۲ , ۱)fx = −۲
y = ۱

x − b = ۰ ⇒ x = b ⇒ b = −۲

f (x) =
x→± ∞
lim a ⇒ a = ۱

f (x) = ​ ​

x + ۲
x + ۱ x= ۰

y = ​

۲
۱

ابیانه تالیفی علی ناری 
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yچون  مجانب افقی تابع است پس حد تابع در  برابر 2 شده است، پس صورت و مخرج تابع y باید هم درجه باشند، پس: = ۲x → ±∞

a + ۱ = ۰ ⇒ a = −۱

y =
x→± ∞
lim ​ ​ =

x→± ∞
lim

۲x۲

bx۲
۲ ⇒ ​ =

۲
b

۲ ⇒ b = ۴

​ =
x→۲+
lim

x + ۲a

[x] − ​

۲
b

​ ​ =
x→۲+
lim

x − ۲
[x] − ۲

​ =
۰+

  ۰
۰

ابیانه تالیفی علی ناری 

ینه 2 گز 193

a +۲ ۳a + ۱ < −۱ < ​

a − ۱
a + ۱

I) a +۲ ۳a + ۱ < −۱ ⇒ a +۲ ۳a + ۲ < ۰ ⇒ (−۲ , −۱)

II) ​ >
a − ۱
a + ۱

−۱ ⇒ ​ >
a − ۱

a + ۱ + a − ۱
۰ ⇒ ​ >

a − ۱
۲a

۰ ⇒ (−∞, ۰) ∪ (۱, +∞)

اشتراک : (−۲, −۱)

تالیفی محمدرضا محمدهاشمی
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​ ×
x→۲
lim

​ − ۳۴x + ۱
​ − ۲x + ۲

​ ×
​ + ۲x + ۲
​ + ۲x + ۲

​ =
​ + ۳۴x + ۱
​ + ۳۴x + ۱

​

x→۲
lim

(۴x + ۱ − ۹)(۴)
(x + ۲ − ۴)(۶)

= ​ ​ =
x→۲
lim

(۴x − ۸)(۴)
(x − ۲)(۶)

​ ​ =
x→۲
lim

۴ ​(۴)(x − ۲)
۶ ​(x − ۲)

​ =
۱۶
۶

​

۸
۳

تالیفی محمدرضا محمدهاشمی
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(۳x +
x→− ∞
lim ​) =۹x + x + ۱۲

​ (۳x +
x→− ∞
lim ​ ×۹x + x + ۱۲

​)
۳x − ​۹x + x + ۱۲

۳x − ​۹x + x + ۱۲

= ​ ​ =
x→− ∞
lim

۳x − ∣۳x∣
​− ​− x − ۱۹x۲ ۹x۲

​ ​ =
x→− ∞
lim

۶x
−x

− ​

۶
۱

تالیفی محمدرضا محمدهاشمی
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درنتیجه مجموعه جواب به‌دست‌آمده، شامل یک همسایگی محذوف عدد 3 است.

۱) − x +۲ ۶x − ۸ ≥ ۰ ⇒ − x − ۶x + ۸ ≥( ۲ ) ۰ ⇒ x − ۲ x − ۴ ≤( ) ( ) ۰

⇒ ۲, ۴ ۱[ ] ( )

۲) x −۲ ۶x + ۹ ​۰ ⇒= x − ۳ ​۰ ⇒( )۲= x ​۳ ۲= ( )

D ​ =f ۱ ∩( ) ۲ =( ) ۲, ۴ −[ ] {۳}

تالیفی رضا عابدی
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​ =
x→۲
lim

​ − ​x ۲
x − x + x − ۶۳ ۲

​ ​

x→۲
lim

​ − ​x ۲
(x − ۲) (x + x + ۳)۲

= ​ ​ =
x→۲
lim

​​ − ​x ۲
​( ​ + ​)(x + x + ۳)( ​ − ​)x ۲ x ۲ ۲

۲ ​(۹)۲

⇒ a = ۱۸ ​ ⇒۲ a ​ =۲ ۳۶

تالیفی محمدرضا محمدهاشمی
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f (x) = ​ ⇒
x − ۵x + ۶۲

۱ − x۲
​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎪⎪
⎧

​ ​ = ​ = +∞
x→۲+
lim

(x − ۲)(x − ۳)
۱ − x۲

۰−
L
↑

L<۰

​ ​ = ​ = −∞
x→۲−
lim

(x − ۲)(x − ۳)
۱ − x۲

۰+
L
↑

L<۰

تالیفی محمدرضا محمدهاشمی
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؛ بنابراین: همسایگی راست عدد 2 به‌صورت  می‌باشد 

فقط بازۀ داده‌شده در گزینۀ )4( در شرط  صدق می‌کند.

۲, m( )m > ۲( )

۱) a − ۲b = ۲ ⇒ a = ۲b + ۲ ۱( )

۲) ۲a + b > ۲ ​

۱( ) ۲ ۲b + ۲ +( ) b > ۲

⇒ ۴b + ۴ + b > ۲ ⇒ ۵b > −۲ ⇒ b > − ​

۵
۲

b > − ​

۵
۲

تالیفی رضا عابدی

ینه 1 گز 200

ازآنجاکه  است، پس  بنابراین مخرج هرگز صفر نمی‌شود و تنها نقاطی که  در آن‌ها عددی صحیح می‌شود

،  در نقاطی که  و  شوند ) می‌توانند نقاط ناپیوستگی  باشند. باتوجه‌به محدودۀ به‌دست‌آمده برای 

، داریم: ( ناپیوسته است؛ اما در نقاط مرزی هم که  و 

 در سه نقطه از بازۀ  ناپیوسته است.

توجه:  در  نیز عددی صحیح است ولی پیوستگی راست دارد. گزینۀ چهار نقطه، یعنی گزینۀ 2 می‌تواند دام باشد.

۰ ≤ x ≤ ۱−۵ ≤ ۳x − ۵ ≤ −۲۳x − ۵
f x( )۳x − ۵f x( )۳x − ۵ = −۳۳x − ۵ = −۴

x = ​, ​

۳
۱

۳
۲

۳x − ۵ = −۲۳x − ۵ = −۵

​ ​ ​ ⇒

۳x − ۵ = −۲ ⇒ x = ۱ ⇒ f ۱ = ​ = − ​( )
۳ − ۵[ ]

۱
۲
۱

​ f x = ​ = ​ = − ​

x→۱−
lim ( )

۳ − ۵[ − ]
۱

−۲[( )−
]

۱
۳
۱

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

ناپیوسته از چپ است x = ۱ در f (x)

​ ​ ​ ⇒

۳x − ۵ = −۵ ⇒ x = ۰ ⇒ f ۰ = ​ = − ​( )
۰ − ۵[ ]

۱
۵
۱

​ f x = ​ = ​ = − ​

x→۰+
lim ( )

۰ − ۵[ + ]
۱

−۵[( )+
]

۱
۵
۱

⎭⎪⎪
⎬
⎪⎪
⎫

پیوسته از راست است x = ۰ در f (x)

f x( )۰, ۱[ ]
۳x − ۵x = ۰

تالیفی مدرسه ریاضی سلامیان
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fxبرای آنکه  در  پیوستگی چپ داشته باشد باید: = ۱

f x =
x→۱−
lim ( ) f ۱( )

f x =
x→۱−
lim ( ) ​ ​ = ۳ =

x→۱−
lim [

−x + ۲ = ۱+
x + ۲x = ۳۲ −

−] ۲ = f ۱ =( ) a ⇒ a = ۲

تالیفی مدرسه ریاضی سلامیان
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در "گزینۀ 1"،  نمی‌تواند مجانب قائم باشد، چون:

نکته: به‌طورکلی تابع  مجانب قائم ندارد. چون صفر ایجادشده در ریشه‌های  یا صفر مطلق است یا  و حد تابع  هرگز به‌سمت  میل

نمی‌کند.

در "گزینۀ 2"،  نمی‌تواند مجانب قائم باشد، چون:

. ،  و  که دارای برد محدود هستند، مجانب قائم ندارند، چون  نکته: توابع 

در "گزینۀ 3"، تابع را ساده می‌کنیم:

در "گزینۀ 4"،تابع را ساده می‌کنیم:

مخرج کسر از بین می‌رود، پس تابع مجانب قائم ندارد.

x = ۰

​ ⇒
x→۰
lim

x[ ]
۱

​

​ ​ = ​ = تعریف نشده
x→۰+
lim

x[ ]
۱

صفر مطلق
۱

​

​ ​ = ​ = −۱ ​ + ∞ یا − ∞
x→۰−
lim

x[ ]
۱

−۱
۱

=

y = ​

f x[ ( )]
۱

f۰−y±∞

x = ۰

sin ​ =
x→۰
lim

x
۱

sin ​ =
۰±

۱
sin ±∞ ⇒( ) حد ندارد

y = sin uy = cos uy = u − u[ ]y ​ ±→ ∞

f x =( ) ​ =
x

​x
​ ⇒
​x

۱
x = ۰ مجانب قائم

f x =( ) ​ =
۱ − ​ sin x۲
۱ − ۲sin x۲

​ =
​۱ − ​ sin x۲

​(۱ + ​ sin x)(۱ − ​ sin)۲ ۲
۱ + ​ sin x۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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باید در دو طرف  از تابع حد گرفت:

پس "گزینۀ 1" درست است.

به‌طورکلی نمودار این تابع به‌صورت زیر رسم می‌شود:

x = ​

۲
۳π

f x =
x→( )۲

۳π +
lim ( ) ​ ​ =

x→( ​)۲
۳π +

lim
۲

tan x − tan x
۰

f x =
x→( )۲

۳π −
lim ( ) ​ ​ =

x→( ​)۲
۳π −

lim
۲

tan x + tan x
​ tan x =

x→( ​)۲
۳π −

lim +∞

f x =( ) ​ ​{
tan x ; tan x ≥ ۰
۰ ; tan x < ۰

ابیانه تالیفی علی ناری 
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به نمودارهای  دقت کنید:

واضح است وقتی‌که  باشد  برابر  است. دقت کنید جلوی لگاریتم باید مثبت باشد.

یعنی  از طرف راست نزدیک 4 می‌شود.

y = loga
x

۰ < a < ۱log ​a
۰+

+∞

x − ۴ > ۰ ⇒ x > ۴

x

۰ < a −۲ ۳ < ۱ ⇒ ۳ < a <۲ ۴ ⇒ a ∈ (−۲, ۲) − [− ​, ​]۳ ۳

تالیفی امیر خمسه
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∞+در گزینه‌های 1 و 2 و 3 جواب حد  است ولی در گزینه‌ 4 مخرج به سمت بی‌نهایت میل می‌کند و کل کسر به صفر میل می‌کند.

۱) ​ ​ ​ ​ =
x→۳
lim

∣
∣
∣
∣

x − ۳
۲x − ۱

∣
∣
∣
∣

​ ​ ​ =
∣
∣
∣
∣

۰+

۵

∣
∣
∣
∣

+∞

۲) ​ ​ =
x→π
lim

۱ + cos x
۱

​ =
۱ + −۱( )

۱
+∞

۳) ​ ​ =
x→۳
lim

۲ x − ۳( )۲
x − ۲

​ =
۰+

۱
+∞

تالیفی امیر خمسه
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xوقتی  میل می‌کند  است، درنتیجه مخرج به سمت صفر مثبت میل می‌کند. → ۰+x > sin x

​ =
x→۰+
lim

x − sin x
۲x − ۱

​ =
۰+

−۱
−∞

تالیفی امیر خمسه
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نکته: می‌دانیم: 

درنتیجه گزینۀ 4 صحیح است.

​ >
x→۰+
tan x ​

x→۰+
sin x

​ =
x→۰+
lim [

sin x
tan ax

] ​ ​ ​ ​ =
x→۰+
lim

⎣
⎢
⎡

​x
x

sin x

​ax
ax

tan ax

⎦
⎥
⎤

a =[ +] ۲ ⇒ ۲ ≤ a < ۳

تالیفی امیر خمسه
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توجه کنید که:

درنتیجه همسایگی راست عدد  است.

​ <
x − ۲x + ۴۲

x − ۶
−۱ ⇒ ​ +

x − ۲x + ۴۲

x − ۶
۱ < ۰ ⇒ ​ <

x − ۲x + ۴۲

x − ۶ + x − ۲x + ۴۲
۰

⇒ ​ <
x − ۲x + ۴۲

x − x − ۲۲
۰ ⇒ ​ <

x − ۲x + ۴۲

(x − ۲)(x + ۱)
۰

x −۲ ۲x + ۴ ⇒ ​ ​ ⇒{
Δ = −۲ − ۴ ۱ ۴ = −۱۲ < ۰( )۲ ( ) ( )

x ضریب = ۱ > ۰۲ این عبارت همواره مثبت است

x − ۲ x + ۱ <( ) ( ) ۰ ⇒ x − ۲ x + ۱ <( ) ( ) ۰

⇒ −۱, ۲( )

−۱( )

تالیفی رضا عابدی
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۰نکته: می‌دانیم که همواره  است؛ بنابراین می‌توان از این عبارت محدود )کراندار( در کنار  وقتی  می‌کند صرف‌نظر کرد. ≤ u − u <[ ] ۱xnx → ∞

۰≤x − x <۱۴ [ ۴]
​ ​ =

x→∞
lim ۳x − ۱۲

x + x − x۲ ۴ [ ۴]
​ ​ =

x→∞
lim ۳x − ۱۲

x۲

​ ​ =
x→∞
lim ۳x۲

x۲

​۳
۱

تالیفی رضا عابدی
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باتوجه‌به شکل گزینۀ 4 درست است.

۱ گزینۀ : ​ ​ =
x→a
lim

x − a( )۲
a − x۲ ۲

​ ​ =
x→a
lim

​x − a( )۲
− ​(a + x)(x − a)

​ ​ ⇒
x→a
lim

x − a( )
−(a + x)

​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​ − ​ = −∞
x→a+
lim

x − a( )
a + x

​ − ​ = +∞
x→a−
lim

x − a( )
a + x

۲ گزینۀ : ​ ​ =
x→a
lim

x − a( )۲
x − a∣ ∣

​ ​ =
x→a
lim

​x − a∣ ∣۲
​x − a∣ ∣

​ ​ =
x→a
lim

x − a∣ ∣
۱

+∞

۳ گزینۀ : ​ ​ =
x→a
lim

x − a( )۲

​

x − a
−۱

​ ​ ⇒
x→a
lim

x − a( )۳
−۱

​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧

​ ​ = −∞
x→a+
lim

x − a( )۳
−۱

​ ​ = +∞
x→a−
lim

x − a( )۳
−۱

۴ گزینۀ : ​ ​ =
x→a
lim

x − a( )۲
x − a۳ ۳

​ ​ =
x→a
lim

​x − a( )۲

​ x + ax + ax − a( ) ( ۲ ۲)
​ ​ ⇒

x→a
lim

x − a
x + ax + a۲ ۲

​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​ ​ = +∞
x→a+
lim

x − a
x + ax + a۲ ۲

​ ​ = −∞
x→a−
lim

x − a
x + ax + a۲ ۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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، ‌تابع  با مقادیر کمتر از 2 به 2 نزدیک می‌شود. یعنی: xوقتی  → ۰−f (x)

x → ۰ ⇒− f (x) = ۲−

​ =
x→۰−
lim

f x − ۲ x + ۳( ( ) ) ( )
x − ۴x + ۱۲

​ =
۲ − ۲ ۲ + ۳( − ) ( )

۰ − ۰ + ۱
​ =

۰ ۵( −) ( )
۱

​ =
۰−

۱
−∞

تالیفی رضا عابدی
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۲xچون بازۀ  شامل همسایگی عدد 5 است، یعنی عدد 5 در داخل این بازه قرار دارد. − ۳, ۳x + ۲( )

​{
۲x − ۳ < ۵ ⇒ ۲x < ۸ ⇒ x < ۴
۳x + ۲ > ۵ ⇒ ۳x > ۳ ⇒ x > ۱

اشتراک
x ∈ ۱, ۴( )

تالیفی رضا عابدی
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طبق تعریف همسایگی، هر بازۀ باز شامل عدد حقیقی  را یک همسایگی  می‌نامیم.

به بررسی گزینه‌ها می‌پردازیم:

درنتیجه این بازۀ شامل عدد 3 است، پس شامل یک همسایگی عدد 3 است.

؛ بنابراین: توجه کنید که عبارت  همواره نامنفی است 

درنتیجه این بازه شامل عدد 3 است، پس شامل یک همسایگی عدد 3 است.

درنتیجه این بازه شامل عدد 3 است. پس شامل یک همسایگی عدد 3 است.

درنتیجه این بازه شامل عدد 3 نیست. پس این بازه شامل همسایگی عدد 3 نخواهد بود.

x۰x۰

گزینۀ۱ : ​ >
​x − ​ ​∣

∣
۲
۵

∣
∣

۱ ۱ ​

x ​ ​= ۲
۵

۱ > ​x − ​ ​ ⇒
∣
∣
∣
∣

۲
۵

∣
∣
∣
∣

−۱ < x − ​ <
۲
۵ ۱

+ ۲
۵

​ <
۲
۳

x < ​ ⇒
۲
۷

( , ​) −
۲
۳

۲
۷

{ ​}
۲
۵

۲ گزینۀ : ​ <
x − ۸x + ۱۶۲

x − ۷x + ۱۰۲
۰ ⇒ ​ <

x − ۴( )۲
x − ۲ x − ۵( ) ( )

۰

x − ۴( )۲x − ۴ ≥ ۰(( )۲ )

x ​۴=
x − ۲ x − ۵ <( ) ( ) ۰

⇒ ۲, ۵ −( ) {۴}

۳ گزینۀ : x − ۲ >∣ ∣ ​ ⇒
۲
۱

​ ​ ​ ⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧x − ۲ > ​ ⇒ x > ​

۲
۱

۲
۵

x − ۲ < − ​ ⇒ x < ​

۲
۱

۲
۳ −∞, ​ ∪(

۲
۳

) ​, +∞(
۲
۵

)

۴ گزینۀ : −۴, ۱ ∪( ) ۳, ۵( )

تالیفی رضا عابدی
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f x =
x→−∞
lim ( ) ۱+

f f x =
x→−∞
lim ( ( )) ​ f x =

x→۱+
lim ( ) +∞

f f f x =
x→−∞
lim ( ( ( ))) ​ f x =

x→+∞
lim ( ) −۲

تالیفی رضا عابدی
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مختصات A محل برخورد g با محور طول‌ها است، پس:

f (x) = ​ =
x + b۲

x(ax − ۱)
​

x + b۲

ax − x۲

f (x) =
x→+∞
lim ​ =

x۲

ax۲
۳ ⇒ a = ۳

g(x) = ۰ ⇒ ۳x − ۱ = ۰ ⇒ x = ​

۳
۱

تالیفی امیر خمسه
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xمطابق شکل  ریشۀ مضاعف مخرج است، چون هر دو شاخه به  میل کرده‌اند. به عبارتی مخرج را می‌توان به فرم  نوشت؛ درنتیجه: = ۱+∞(x ​ − ۱)x ۲

(x − ۱) =x ۲ x −۳ ۲x ​ +x ۱ ⇒ b = +۲ , c = ۱

A ​ ​ ​ ∈
∣
∣
∣
∣
∣۰
۱ تابع ⇒ ۱ = ​ ⇒

۰ + ۰ + ۱
a

a = ۱

f ( ​) =
x
۱

​ =
​ − ​ × ​ + ۱x۳

۱
x
۲

​x
۱

۱
​ =

​x۳
۱−۲x ​+xx ۳

۱
​

x − ۲x ​ + ۱۳ x
x۳

f ( ​) =
x→+∞
lim

x
۱

۱ , y = ۱ افقی

تالیفی امیر خمسه
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در "گزینۀ 1"، دامنۀ تابع محدود است و تابع مجانب افقی ندارد:

، پس تابع مجانب افقی ندارد. در "گزینۀ 2"، 

در "گزینۀ 3"، می‌دانیم  وجود ندارد، پس  وجود ندارد و تابع مجانب افقی ندارد.

در "گزینۀ 4":

پس "گزینۀ 4" درست است.

،  و  مجانب افقی نکته: توابع متناوب غیرثابت در  حد ندارند، پس مجانب افقی هم ندارند. مثلاً توابع 

ندارند.

، پس مجانب افقی ندارد. در "گزینۀ 3" نیز تابع متناوب است با دورۀ تناوب 

−x +۲ ۶x − ۵ > ۰ ⇒ ۱ < x < ۵

​ y =
x→+∞
lim +∞

​ sin x
x→±∞
lim​ y

x→±∞
lim

۲ =
x→+∞
lim log ​x

۱
۲ =log ۰+

۲ =−∞ ۰ ⇒ y = ۰ مجانب افقی

x → ±∞y = sin xy = tan xy = x − x[ ]

T = ۲π

ابیانه تالیفی علی ناری 
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می‌دانیم  ولی این صفر،  است و  و 

، اطراف این دو نقطه با مفروضات بالا حد بگیریم: حال باید از تابع 

پس گزینۀ 4 درست است.

​ f x =
x→b
lim ( ) ۰۰−f x =

x→a+
lim ( ) ۰−

​ f x =
x→a−
lim ( ) ۰+

y = ​

f x( )
x

​ =
x→b
lim

f x( )
x

​ =
۰−

b
−∞

​ ⇒
x→a
lim

f x( )
x

​ ​ ​ منفی است) a (دقت کنید عدد
⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​ ​ = ​ = +∞
x→a+
lim

f x( )
x

۰−

a

​ ​ = ​ = −∞
x→a−
lim

f x( )
x

۰+

a

ابیانه تالیفی علی ناری 
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تابع  را تشکیل می‌دهیم:

در این تابع مجانب‌های قائم خطوط  و مجانب افقی  است. باتوجه‌به شکل زیر داریم: 

y = f og x( )

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧f x = ۱ − ​( )

x
۱

y = f g x = f ( ​) = ۱ − ​ ( ( ))
x + ۱

x − ۲۲

x − ۲۲

x + ۱

x = ± ۲y = ۱S = ​ =
۲

۲ ​ × ۳۲
۳ ​۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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برای تعیین تعداد مجانب‌های قائم باید تعداد ریشه‌های مخرج را معین کنیم:

باتوجه‌به شکل زیر، معادله فقط یک ریشه دارد، پس تابع  یک مجانب قائم دارد. باید دقت کرد نقطۀ  روی خط و نقطۀ  روی منحنی‌

، خط و منحنی باهم برخورد ندارند.  قرار دارند و مشخص است در 

درنتیجه، "گزینۀ 1" درست است.

x − ۳ cos x =∣ ∣ ۰ ⇒ cos x = ​

۳
x

f−۳, −۱( )−π, −۱( )
y = cos xx < ۰

​ =
x→±∞
lim

x − ۳ cos x∣ ∣
x

​ ​ =
x→±∞
lim

x∣ ∣
x

±۱ ⇒ y = ±۱

ابیانه تالیفی علی ناری 
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نمودار تابع از مبدأ مختصات می‌گذرد؛ پس:

نمودار تابع اطراف مجانب قائم نشان می‌دهد که  پس مخرج باید در  ریشۀ مضاعف داشته باشد. قرار می‌دهیم:

حال باید دید کدام‌یک درست است. بهتر است هر دو مقدار  را در مخرج تابع قرار داد:

. واضح است که چون طول مجانب قائم منفی است، پس 

گزینۀ 2 درست است.

۰, ۰ ∈( ) f ⇒ b = ۰

​ f x =
x→k
lim ( ) +∞x = k

Δ = ۰ ⇒ a −۲ ۸ = ۰ ⇒ a = ±۲ ​۲

a

a = ۲ ​ ⇒ x + ۲ ​x + ۲ = ۰ ⇒ x + ​ = ۰ ⇒ x = − ​۲ ۲ ۲ ( ۲)
۲

۲

a = −۲ ​ ⇒ x − ۲ ​x + ۲ = ۰ ⇒ x − ​ = ۰ ⇒ x = ​ ۲غ.ق.ق ۲ ۲ ( ۲)
۲

۲

a = ۲ ۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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باید تعداد ریشه‌های مخرج را حساب کرد:

از طریق هندسی می‌توان به تعداد ریشه‌های معادلۀ بالا رسید:

معادله، دارای دو ریشه است که ریشۀ صورت هم نیستند؛ پس تابع دو مجانب قائم دارد.

گزینۀ 3 درست است.

sin πx − ۲x +۲ ۳x = ۰ ⇒ sin πx = ۲x −۲ ۳x

ابیانه تالیفی علی ناری 
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نکته:

؛ نمودار تابع اطراف مجانب قائم خود به‌صورت زیر است:  ، 1( در تابع 

، نمودار تابع اطراف مجانب قائم خود به‌صورت زیر است:  ، 2( در تابع 

در اینجا مخرج کسر باید در  ریشۀ مضاعف داشته باشد؛ یعنی:

درنتیجه:

گزینۀ 1 درست است.

f x =( ) ​

x − a( )۲n

k
n ∈ N

g x =( ) ​

x − a( )۲n−۱
k

n ∈ N

x = −۲

ax +۲ bx + ۸ = a x + ۲( )۲

ax +۲ bx + ۸ = ax +۲ ۴ax + ۴a ⇒ ​ ​ ⇒{
b = ۴a

۴a = ۸ a = ۲, b = ۸ ⇒ a + b = ۱۰

ابیانه تالیفی علی ناری 
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برای تعیین مجانب افقی باید  را پیدا کرد:

گزینۀ 1 درست است.

​ y
x→±∞
lim

f f x − ۲ + a = f ۲ − ۲ + a = f ۰ + a = −۲ + a
x→+∞
lim ( ( ) ) ( − ) ( −)

f f x − ۲ + a = f ۲ − ۲ + a = f ۰ + a = −۱ + a
x→−∞
lim ( ( ) ) ( + ) ( +)

⇒ −۲ + a = ۱ ⇒ a = ۳ , −۱ + a = ۱ ⇒ a = ۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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تابع  دارای دو ریشه است:

چون  ریشۀ صورت است، نمی‌تواند مجانب قائم باشد ولی  مجانب قائم تابع است. برای محاسبۀ مجانب افقی از تابع در  حد

می‌گیریم:

فرض کنیم مجانب افقی  در شکل خط  است؛ پس تابع دارای دو مجانب افقی به معادلات  است.

گزینۀ 3 درست است.

f

f x ​ = ۰( ) x + ۱۲

⇒ f x = ۰ ⇒ x = ۰, x = a( )

x = ۰x = ax → ±∞

​ =
x→±∞
lim

f x ​( ) x + ۱۲

۲x
​ ​ ⇒

x→±∞
lim

f x . x( ) ∣ ∣
۲x

​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​ ​ = ​

x→+∞
lim

f (x). x∣ ∣
۲x

b
۲

​ ​ = − ​

x→−∞
lim

f (x). x∣ ∣
۲x

b
۲

fy = by = ± ​

b
۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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با صفر قرار دادن مخرج، مجانب‌های قائم را می‌یابیم:

برای تعیین مجانب افقی از تابع در  حد می‌گیریم:

مساحت مستطیل برابر با:

گزینۀ 1 درست است.

۲x + ​ = ۰ ⇒ ​ = −۲x ​x + x + ۲۲ x + x + ۲۲ x≤۰

x + x + ۲ = ۴x ⇒ ۳x − x − ۲ = ۰ ⇒ x = ۱ و x = − ​ ​ x = − ​ ۲مجانب قائم ۲ ۲

۳
۲ x≤۰

۳
۲

x → ±∞

f x =
x→±∞
lim ( ) ​ ​ =

x→±∞
lim

۲x + ​x۲

۲x − ​x۲
​ ​

x→±∞
lim

۲x + x∣ ∣
۲x − x∣ ∣

⇒ ​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎪
⎨
⎪⎪
⎪⎧

​ ​ = ​ = ​ ⇒ y = ​

x→+∞
lim

۲x + x∣ ∣
۲x − x∣ ∣

۲x + x
۲x − x

۳
۱

۳
۱

​ ​ = ​ = ۳ ⇒ y = ۳ مجانب افقی
x→−∞
lim

۲x + x∣ ∣
۲x − x∣ ∣

۲x − x
۲x + x

S = ​(۳ −
۳
۲

​) =
۳
۱

​

۹
۱۶
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مجانب قائم تابع، ریشۀ مخرج آن است:

گزینۀ 4 درست است.

۱ − sin x =۳ ۰ ⇒ sin x = ۱ ⇒ x = ​

۲
π

​ =
x→ ۲

π
lim

۱ − sin x۳
cos x

​ مبهم ⇒
۰
۰

​ ​ ×
x→ ​۲

π
lim

۱ − sin x۳
cos x

​ =
۱ + sin x۳
۱ + sin x۳

​ ​

x→ ​۲
π

lim
۱ − sin x۶

cos x ۱ + sin x( ۳ )

= ​ ​ =
x→ ​۲

π
lim

​(۱ + sin x + sin x)

cos x۲

​(۱ − sin x)۲ ۲ ۴
(۱ + sin x)cos x ۳

​ ​ ⇒
x→ ​۲

π
lim

۳ cos x
۲

​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​ ​ = ​ = −∞
x→ ​۲

π +
lim

۳ cos x
۲

۰−

۲

​ ​ = ​ = +∞
x→ ​۲

π −
lim

۳ cos x
۲

۰+

۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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ابتدا تابع را تا حد امکان ساده می‌کنیم. بهتر است تابع را در  ضرب و تقسیم کنیم:

حال ریشه‌های مخرج، مجانب قائم نخواهند بود چون عیناً در صورت تکرار می‌شوند.

، تابع حد ندارد و مجانب افقی هم نخواهد داشت. ازطرفی در این تابع مثلثاتی وقتی 

پس تابع  مجانب ندارد. گزینۀ 1 درست است.

۱ + sin x

f x =( ) ​ ×
​۱ − sin x

cos x
​ =
​۱ + sin x
​۱ + sin x

​ =
​۱ − sin x۲

cos x ۱ + sin x
​

cos x∣ ∣
cos x ​۱ + sin x

x → ±∞
f

ابیانه تالیفی علی ناری 
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برای پیدا کردن مجانب افقی باید از تابع در  حد بگیریم:

: برای تعیین  کافی است به جای  قرار دهیم 

گزینۀ 1 درست است.

x → ±∞

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ ( ​) + b = ۰ + b = b ⇒ b = −۴

x→+∞
lim

۲
۱ x−a

( ​) + b = +∞
x→−∞
lim

۲
۱ x−a

(−۱, ۰) ∈ f ⇒ ( ​) + −۴ = ۰ ⇒ ۲ = ۴ ⇒ a + ۱ = ۲ ⇒ a = ۱
۲
۱ −۱−a ( ) a+۱

f x = ( ​) − ۴( )
۲
۱ x−۱

f −۲−۱ ( )f x( )−۲

−۲ = ( ​) −
۲
۱ x−۱ ۴ ⇒ ( ​) =

۲
۱ x−۱ ۲

⇒ x − ۱ = −۱ ⇒ x = ۰ ⇒ f −۲ =−۱ ( ) ۰

ابیانه تالیفی علی ناری 
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ریشۀ مخرج یعنی  مجانب قائم است. حد تابع در  برابر با 1 است؛ پس  مجانب افقی تابع است و نقطۀ  نقطۀ تلاقی

مجانب‌های این تابع است.

از فرمول فاصلۀ یک نقطه تا یک خط استفاده می‌کنیم:

گزینۀ 1 درست است.

x = ax → ±∞y = ۱a, ۱( )

d = ​ = ​ = ۴
​a + b۲ ۲

ax ​ + by ​ + c∣ ۱ ۱ ∣
​۹ + ۱۶

۳a − ۴ − ۱۰∣ ∣

⇒ ۳a − ۱۴ = ۲۰ ⇒ ۳a − ۱۴ = ±۲۰ ⇒ a = ​ یا a = −۲ ⇒ ​ − ۲ = ​∣ ∣
۳
۳۴

۳
۳۴

۳
۲۸

ابیانه تالیفی علی ناری 
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ابتدا علامت  را از روی مجانب افقی تابع تعیین می‌کنیم؛ باتوجه‌به شکل  ولی مقدار دقیق این حد،  است:

ازطرفی نمودار تابع دارای دو مجانب قائم با طول‌های مثبت و منفی است. یعنی مخرج دو ریشه با علامت‌های مختلف دارد، ولی ریشۀ منفی به لحاظ قدر مطلقی

بزرگ‌تر است. )طبق شکل(

"گزینۀ 3" درست است.

a​ f x =
x→+∞
lim ( ) ۰۰+

f x =
x→+∞
lim ( ) ​ ​ =

x→+∞
lim

ax۲

x
​ ​ =

x→+∞
lim

ax
۱

۰ ⇒+ a > ۰

ax +۲ bx + c = ۰ ​

a>۰
S < ۰ , P < ۰

⇒ S = − ​ ⇒ −b < ۰ ⇒ b > ۰
a
b

P = ​ < ۰ ⇒ c < ۰
a
c
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ابتدا تابع را ساده می‌کنیم:

ریشه‌های مخرج مجانب قائم هستند:

مجانب افقی تابع برابر است با:

باتوجه‌به شکل زیر داریم:

f x =( ) ​ −
۲x x − ۱( )

۱
​ =

x − ۱ x + ۱( ) ( )
۱

​ =
۲x x − ۱ x + ۱( ) ( )

x + ۱ − ۲x
​ =

۲x ​ x + ۱x − ۱( ) ( )
− ​x − ۱( )

​

۲x x + ۱( )
−۱

x = ۰ , x = −۱

​ =
x→±∞
lim

۲x x + ۱( )
−۱

​ ​ =
x→±∞
lim

۲x۲

−۱
۰ ⇒ y = ۰

S = ۱ × a =∣ ∣ ۴ ⇒ a = ±۴

ابیانه تالیفی علی ناری 
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باتوجه‌به شکل، نمودار تابع در  دارای مجانب افقی  است:

واضح است که  و خط  نیز مجانب افقی است. با دقت در شکل معلوم می‌شود که:

برای تعیین عدد  باید قرار دهیم:

x → −∞y = −۳

​ =
x→−∞
lim

​۱ + x۲

ax + b
−۳ ⇒ ​ ​ =

x→−∞
lim

​x۲

ax
​ ​

x→−∞
lim

x∣ ∣
ax

= ​ ​ =
x→−∞
lim

−x
ax

−a ⇒ −a = −۳ ⇒ a = ۳

​ f x =
x→+∞
lim ( ) ۳y = ۳

۰, ۳ ∈( ) f ⇒ b = ۳ ⇒ f x =( ) ​

​۱ + x۲

۳x + ۳

C

f x =( ) ۰ ⇒ ۳x + ۳ = ۰ ⇒ x = −۱
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ریشه‌های مخرج  و  است ولی  ریشه‌های صورت هستند و مجانب قائم نخواهند بود، پس تابع  یک مجانب قائم دارد.

باتوجه‌به دامنۀ تابع که برابر  است، مجانب افقی را تعیین می‌کنیم:

دقت کنید  وجود ندارد.

x = ۲x = ±۱x = ±۱f
۲, +∞( )

f x =
x→+∞
lim ( ) ۱ + ۰ ⇒ y = ۱ مجانب افقی

​ f x
x→−∞
lim ( )
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نکته: اگر  نقطۀ برخورد مجانب‌های تابع  باشد، خط  مجانب قائم و خط  مجانب افقی تابع است.

در اینجا  و  مجانب‌های قائم، یعنی ریشه‌های مخرج هستند و  مجانب افقی تابع است. چون تابع فقط یک مجانب افقی دارد، پس:

ازطرفی  است، پس:

A(a, b)fx = ay = b

x = ۱x = − ​

۳
۱

y = ۱

m = ۱

⇒
x = ۱ ​ b + c + ۱ = در مخرج۰

x = − ​ ​ ​ − ​ + ۱ = ۰
۳
۱ در مخرج

۹
b

۳
c b = −۳ , c = ۲

​ f x =
x→±∞
lim ( ) ۱

f x =
x→±∞
lim ( ) ​ ​ =

x→±∞
lim

bx۲
ax۲

​ =
b
a

۱ ⇒ a = b = −۳ ⇒ ​ =
m

a + b
−۶

ابیانه تالیفی علی ناری 
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معادلۀ مجانب افقی را ازطریق حدگیری در  می‌یابیم و با خود تابع برخورد می‌دهیم:

، برابر  است. مجانب قائم تابع خط  است. فاصلۀ  تا  در هر دو حالت  و 

x → ±∞

f x =
x→±∞
lim ( ) ​ ​ =

x→±∞
lim

x۲

۴x۲
۴ ⇒ y = ۴ مجانب افقی

​ =
x − a( )۲

۴x − ۵x۲
۴ ​

x=−۱
​ =

−۱ − a( )۲
۴ + ۵

۴

⇒ a + ۱ =( )۲
​ ⇒

۴
۹

a + ۱ = ± ​ ⇒
۲
۳

a = ​ یا a =
۲
۱

​

۲
−۵

x = ax = −۱x = aa = ​

۲
۱

a = ​

۲
−۵

​

۲
۳
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برای اینکه این تابع مجانب قائم نداشته باشد، باید ریشه‌های مخرج، ریشه‌های صورت هم باشند:

چون  باید نامنفی باشد، ریشه‌های مخرج فقط  و  می‌تواند باشد:

sin x −∣ ∣ cos x = ۰ ⇒ sin x =∣ ∣ cos x

cos x≥۰
sin x = ± cos x ⇒ x = ​, ​, ​, ​

۴
π

۴
۳π

۴
۵π

۴
۷π

cos xx = ​

۴
π

x = ​

۴
۷π

⇒
x = ​ ​ a( ​) + b( ​) + ​ = ۰ ⇒ a + b = −۲

۴
π در صورت

۲
​۲

۲
​۲

۲

x = ​ ​ a(− ​) + b( ​) + ​ = ۰ ⇒ −a + b = −۲
۴
۷π در صورت

۲
​۲

۲
​۲

۲
b = −۲ , a = ۰ ⇒ a + b = −۲
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ابتدا  را حساب می‌کنیم تا معادلات مجانب‌های افقی را بیابیم:

حال مجانب افقی  را با تابع  برخورد می‌دهیم:

برای تعیین مجانب قائم، مخرج کسر را برابر صفر می‌گذاریم:

فاصلۀ نقطه‌ای با طول 2 از این خط برابر 3 و فاصلۀ نقطه‌ای با طول  از این خط برابر 1 است، پس مجموع فواصل برابر 4 است؛ پس "گزینۀ 4" درست است.

​ f x
x→±∞
lim ( )

​ =
x→±∞
lim

x x + ۱∣ ∣
x − ۲∣ ∣

​ ​ =
x→±∞
lim

x ​x∣ ∣
​x∣ ∣

۰ ⇒ y = ۰ مجانب افقی

y = ۰f

​ =
x x + ۱∣ ∣

x − ۲∣ ∣
۰ ⇒ x = ±۲

x x +∣ ∣ ۱ = ۰ ⇒ ​ ​{
x ≥ ۰ ⇒ x + ۱ = ۰ ⇒ ۲ریشه ندارد

x < ۰ ⇒ −x + ۱ = ۰ ⇒ x = ±۱ ​ x = −۱ ۲مجانب قائم x<۰

−۲

ابیانه تالیفی علی ناری 
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مخرج را برابر صفر قرار می‌دهیم،  مجانب قائم نیست چون صورت کسر با  تبدیل به صفر مطلق می‌شود:

برای تعیین مجانب افقی از تابع در  حد می‌گیریم:

پس "گزینۀ 2" درست است.

نکته: 

x = ۰x = ۰

​ =
x→۰
lim

x۲

x[ ۲]
​ =

۰+

صفر مطلق
۰ ​= +∞ یا − ∞

x → ±∞

​ =
x→±∞
lim

x۲

x[ ۲]
​ ​ =

x→±∞
lim

x۲
x۲

۱ ⇒ y = ۱ مجانب افقی

​ ∼
u→±∞

u[ ] u

ابیانه تالیفی علی ناری 
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دامنۀ صورت تابع  می‌باشد. حال ریشه‌های مخرج را پیدا می‌کنیم:

از این تعداد ریشه، فقط  مجانب قائم هستند، چون زیر رادیکال صورت را منفی نمی‌کنند. ازطرفی چون دامنۀ تابع محدود است پس  و

تابع، مجانب افقی ندارد. "گزینۀ 2" درست است.

−۳ ≤ x ≤ ۳

cos x = ۰ ⇒ x = ± ​, ± ​, ± ​, ...
۲
π

۲
۳π

۲
۵π

x = ± ​

۲
π

x ±→ ∞
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ولی فقط  مجانب قائم است، چون  در معادلۀ اولیه صدق نمی‌کند.

پس محل برخورد مجانب‌ها نقطۀ  است، که آن را در معادلۀ خط داده‌شده قرار می‌دهیم:

نکته: هرگاه نقطۀ  نقطۀ برخورد مجانب‌های قائم و افقی یک تابع باشد، واضح است که خطوط  و  به ترتیب مجانب‌های قائم و افقی

تابع هستند.

مجانب قائم : ۲x − ​ =x + ۳ ۰ ⇒ ۲x = ​x + ۳

x≥۰ ۴x −۲ x − ۳ = ۰ ⇒ x = ۱ , x = − ​

۴
۳

x = ۱x = − ​

۴
۳

مجانب افقی : ​ ​ =
x→+∞
lim

۲x − ​x + ۳
۴ax + ۱

​ ​ =
x→+∞
lim

۲x
۴ax ۲a

(۱, ۲a)

y = ۲x + a ​

۱,۲a( ) ۲a = ۲ + a ⇒ a = ۲

y = ۰ ⇒ x = −۱ طول از مبدأ

A a, b( )x = ay = b

ابیانه تالیفی علی ناری 
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ابتدا ریشۀ مخرج را پیدا می‌کنیم:

حال باید اطراف  از تابع حدگیری کنیم. باتوجه‌به نمودار تابع  و  در زیر داریم:

 پس "گزینۀ 2" درست است.

۲ −x ۳ =x ۰ ⇒ ۲ =x ۳ ⇒x x = ۰

x = ۰y = ۲xy = ۳x

⇒{
x → ۰ : ۳ > ۲+ x x

x → ۰ : ۳ < ۲− x x ​ ​ ⇒
x→۰
lim

۲ − ۳x x

۴x

​

​ ​ = ​ = −∞
x→۰+
lim

۲ − ۳x x

۴x

۰−

۱

​ ​ = ​ = +∞
x→۰−
lim

۲ − ۳x x

۴x

۰+

۱
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باید توجه کرد  هم ریشۀ مخرج است و هم ریشۀ صورت، پس باید  را حساب کرد. اگر حاصل این حد  یا  شود،  مجانب

قائم است.

پس "گزینۀ 1" درست است.

نکته: برای محاسبۀ حد بالا می‌توان از هم‌ارزی‌ها استفاده کرد. چند هم‌ارزی مهم در زیر دیده می‌شود:

در محاسبۀ حد بالا داریم:

x = ۰​ f x
x→۰
lim ( )+∞−∞x = ۰

​ =
x→۰
lim

۱ − cos ۲x
tan ۲x

​ ​ =
x→۰
lim

۲sin x۲

​cos ۲x
sin ۲x

​ ​

x→۰
lim

۲sin x. cos ۲x۲
۲ sin x cos x

= ​ ​ ⇒
x→۰
lim

sin x cos ۲x
cos x

​ ​ ​

⎩⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧

​ ​ = ​ = +∞
x→۰+
lim

sin x cos ۲x
cos x

۰+

۱

​ ​ = ​ = −∞
x→۰−
lim

sin x cos ۲x
cos x

۰−

۱

۱) u ∼
u→۰
sin u , ۲) ​ ∼

u→۰
tan u u , ۳)۱ − ​ ∼

u→۰
cos u ​

۲
u۲

​ =
x→۰
lim

۱ − cos ۲x
tan ۲x

​ ​ =
x→۰
lim

​۲
۲x( )۲

۲x
​ ​ ⇒

x→۰
lim

x
۱

​ ​

⎩⎪
⎨
⎪⎧

​ ​ = +∞
x→۰+
lim

x
۱

​ ​ = −∞
x→۰−
lim

x
۱
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ابتدا مجانب‌های تابع  را تعیین می‌کنیم:

نکته: اگر  وارون‌پذیر با مجانب‌های  باشد، تابع  دارای مجانب‌های  است، پس "گزینۀ 2" درست است.

f

x −۲ x + ۲ = ۰ ​

Δ<۰ مجانب قائم ندارد f تابع ⇒ مجانب افقی ندارد f ۱−تابع

f x =
x→±∞
lim ( ) ​ ​ =

x→±∞
lim

​x۲

x
​ ​ =

x→±∞
lim

x∣ ∣
x

±۱

⇒ y = ±۱ ⇒ x = ±۱ دو مجانب قائم دارد با معادلات f ۱−تابع

f​ ​{
x = a

y = bf −۱
​ ​{
y = a

x = b
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بهتر است دامنۀ تابع را تعیین کنیم:

برای تعیین مجانب قائم در توابع لگاریتمی، ریشۀ صورت و مخرج کسر جلوی لگاریتم را به دست می‌آوریم:

چون همسایگی  در دامنۀ تابع وجود ندارد، پس این خط مجانب قائم نیست. برای تعیین مجانب افقی داریم:

پس "گزینۀ 2" درست است.

​ >
x۲

۹x − ۱۲
۰ ⇒ ۹ − ​ >

x۲
۱

۰ ⇒ x >۲
​ ⇒

۹
۱

x >∣ ∣ ​

۳
۱

۹x − ۱ = ۰ ⇒ x = ± ​

۲

۳
۱

x = ۰ ⇒ x = ۰۲

x = ۰

log =
x→±∞
lim ۳

​

x۲
۹x −۱۲

​ log ​ =
x→±∞
lim ۳

​

x۲
۹x۲

log ​ =۳
۹ ۲ ⇒ y = ۲ مجانب افقی
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ابتدا ریشه‌های مخرج‌ها را می‌یابیم. دقت کنید باید  را نیز به‌صورت کسری بنویسیم:

ولی باید توجه کرد ریشه‌های مخرج زیر رادیکال کسر اول را منفی نکنند؛ بنابراین فقط خطوط زیر، مجانب قائم هستند:

یعنی تابع، چهار مجانب قائم دارد و "گزینۀ 3" درست است.

tan x

f x =( ) ​ +
​۴ − x۲

۱
​ ⇒

cos x. x − ۳( )
sin x ۴ − x =۲ ۰ ⇒ x = ±۲

x − ۳ = ۰ ⇒ x = ۳ , cos x = ۰ ⇒ x = ± ​ , ± ​, ...
۲
π

۲
۳π

x = ±۲ , x = ± ​

۲
π

ابیانه تالیفی علی ناری 



80لرنیتو 1400 /93

ینه 3 گز 247

می‌دانیم مجانب‌های قائم  عبارت‌اند از:  و مجانب‌های قائم  عبارت‌اند از: 

در اینجا داریم:

،  و  هستند و حداکثر  برابر 4 است، پس "گزینۀ 3" درست است. پس به ترتیب سه مجانب قائم درون بازه 

y = tan uu = kπ + ​

۲
π

y = cot uu = kπ

​ = kπ + ​ ​ x = ۲k + ۱ ⇒ x = ۱, ۳, ۵, ..
۲
πx

۲
π × ​π

۲

​ = kπ ​ x = ۲k ⇒ x = ۲, ۴, ۶, ...۲
πx × ​π

۲

x = ۱x = ۲x = ۳b
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برای محاسبۀ مجانب‌های  و  می‌توان آن‌ها را به‌صورت کسری نوشت، که خواهیم داشت:

در اینجا داریم:

درنتیجه تابع 6 مجانب قائم دارد. "گزینۀ 3" درست است.

y = tan uy = cot u

y = tan u = ​ ​ u = kπ + ​

cos u
sin u مجانب قائم

۲
π

y = cot u = ​ ​ u = kπ
sin u
cos u مجانب قائم

۲πx − ​ =
۳
π

kπ + ​ ⇒
۲
π

۲πx = kπ + ​ ⇒
۶

۵π
x = ​ +

۲
k

​

۱۲
۵

۳۲۱۰−۱−۲k

۱۲
۲۳

۱۲
۱۷

​

۱۲
۱۱

​

۱۲
۵

− ​

۱۲
۱

− ​

۱۲
۷x
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؛ ، درنتیجه  در این سوال چون ضابطۀ تابع مانند همیشه نیست، بهتر است به تعریف مجانب قائم رجوع کنیم. در مجانب قائم 

پس در این تابع قرار می‌دهیم:

"گزینۀ 2" درست است.

x → a(y → +∞ یا − ∞)

y → ±∞ ⇒ ​ +
x − ۲

۱
​ =​​

y + ۱
۲
۰

−۱

⇒ ​ =
x − ۲

۱
−۱ ⇒ ۲ − x = ۱ ⇒ x = ۱
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: xمخرج کسر دارای دو ریشۀ  و  است، برای این‌که تابع فقط یک مجانب قائم داشته باشد، یا باید  ریشۀ صورت باشد یا  = ۱x = ۲x = ۱x = ۲

x = ۱ ⇒ ۲ + a = ۰ ⇒ a = −۲

x = ۲ ⇒ ۴ + a = ۰ ⇒ a = −۴
⇒ a مجموع مقادیر قابل‌قبول : −۴ + −۲ = −۶( )

ابیانه تالیفی علی ناری 
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، خطوط  و  یعنی ریشه‌های صورت و مخرج کسر جلوی لگاریتم، مجانب‌های قائم تابع هستند. نکته: در تابع 

پس در این‌جا  و  ریشه‌های صورت یا مخرج هستند:

پس گزینۀ 2 درست است.

f x =( ) log ​

cx + d
ax + b

x = − ​

a
b

x = − ​

c
d

x = ۱x = −۳

۱) ​ ​ ​ ⇒ ab = −۶
⎩
⎨
⎧ax + ۲ = ۰ ​ a + ۲ = ۰ ⇒ a = −۲x=۱

x + b = ۰ ​ −۳ + b = ۰ ⇒ b = ۳x=−۳

۲) ​ ​ ​ ⇒
⎩⎪
⎨
⎪⎧ax + ۲ = ۰ ​ −۳a + ۲ = ۰ ⇒ a = ​

x=−۳

۳
۲

x + b = ۰ ​ ۱ + b = ۰ ⇒ b = −۱x=۱
ab = − ​

۳
۲
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می‌دانیم دامنۀ تابع برابر است با:

حال تابع را ساده‌تر می‌نویسیم:

دقت کنید که  مجانب قائم تابع نیست، چون هیچ همسایگی از آن در دامنه موجود نیست و فقط  مجانب قائم تابع است، پس "گزینۀ 3"

درست است.

نکته: اگر  مجانب قائم تابع f باشد، باید حداقل یک همسایگی  در دامنه وجود داشته باشد؛ یا همسایگی چپ یا همسایگی راست یا هر دو.

x −۴ ۹x >۲ ۰ ⇒ x x − ۹ >۲ ( ۲ ) ۰ ⇒ D ​ =f (−∞, −۳) ∪ (۳, +∞)

f x =( ) ​ =
​x x − ۳ x + ۳۲ ( ) ( )

x − ۱ x − ۳( ) ( )
​ =

x ​∣ ∣ x − ۳ x + ۳( ) ( )

x − ۱ x − ۳( ) ( )
​ ​

x∣ ∣
x − ۱

​

x + ۳
x − ۳

x = ۰x = −۳

x = aa
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در "گزینۀ 1"،  مجانب قائم نیست، چون ریشۀ صورت نیز هست؛ پس باید  را حساب کنیم:

در "گزینۀ 2"،  مجانب قائم است، چون:

، ولی تابع مجانب‌های قائم دیگری دارد: در "گزینۀ 3"،  مجانب قائم نیست، چون: 

، ولی تابع بی‌شمار مجانب قائم دیگر دارد: در "گزینۀ 4"،  مجانب قائم نیست، چون 

x = ۰​ f (x)
x→۰
lim

​ =
x→۰
lim

x
sin x

۱ ​= +∞ یا − ∞

x = ۰

​ =
x→۰
lim

x۲
sin

​ ​ . ​ =
x→۰
lim ​​

x
sin

۱

x
۱

+∞ یا − ∞

x = ۰​ ​ =
x→۰
lim

x
tan x

۱

f x =( ) ​ ⇒
x cos x
sin x

cos x = ۰ ⇒ x = kπ + ​ ; k ∈
۲
π

Z

x = ۰​ ​ =
x→۰
lim

tan x
x

۱

f x =( ) ​ ⇒
sin x

x cos x
sin x = ۰ ⇒ x = kπ − {۰} ; k ∈ Z
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: اولاً چون x و y هم‌علامت هستند، پس تابع یک‌به‌یک و معکوس‌پذیر ا‌ست. ثانیاً

چون x به بی‌نهایت میل نمی‌کند، پس مجانب افقی ندارد.

y =۲
​ ⇒

۱ + x۲

x۲
y +۲ y x =۲ ۲ x ⇒۲ y =۲ x (۱ −۲ y )۲

⇒ x = ​ ⇒​

۱ − y۲

y۲
f (x) =−۱

​ ⇒​

۱ − x۲

x۲
x = ±۱ قائم

تالیفی امیر خمسه
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ل: روش اوّ

روش دوم:

نکته: روش سریع تقسیم عبارت  بر عبارت  به‌صورت زیر است )روش هورنر(:

بنابراین تقسیم عبارت  بر  به‌صورت زیر است:

​ =
x→۱
lim

۲x − ۲۳

۴x − ۳x − ۱۴
​ =

۲ − ۲
۴ − ۳ − ۱

​

۰
۰

​ ​

۴x − ۳x − ۱۴

− (۴x − ۴x )۴ ۳
∣
∣
∣
∣

۴x + ۴x + ۴x + ۱۳ ۲

x − ۱

۴x − ۳x − ۱۳

− (۴x − ۴x )۳ ۲

۴x − ۳x − ۱۲

− (۴x − ۴x)۲

x − ۱
− (x − ۱)

۰

​ =
x→۱
lim

۲ x − ۱( ۳ )
۴x − ۳x − ۱۴

​ ​ =
x→۱
lim

۲ ​ x + x + ۱x − ۱( ) ( ۲ )
​ ۴x + ۴x + ۴x + ۱x − ۱( ) ( ۳ ۲ )

​ =
۲ ۱ + ۱ + ۱( )

۴ + ۴ + ۴ + ۱
​

۶
۱۳

f (x) = ax +n bx +n−۱ cx +n−۲ ... + dx − m( )

x − m = ۰ ⇒ x = m

مقسوم‌علیه = ax +n−۱ px +n−۲ qx +n−۳ ... باقی‌مانده = r

۴x +۴ ۰ × x +۳ ۰ × x −۲ ۳x − ۱x − ۱

x − ۱ = ۰ ⇒ x = ۱

مقسوم‌علیه = ۴x +۳ ۴x +۲ ۴x + ۱ باقی‌مانده = ۰

​ =
x→۱
lim

۲ x − ۱( ۳ )
۴x − ۳x − ۱۴

​ ​ =
x→۱
lim

۲ ​ x + x + ۱x − ۱( ) ( ۲ )
​ ۴x + ۴x + ۴x + ۱x − ۱( ) ( ۳ ۲ )

​

۶
۱۳
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نکته: حد تابع  اگر  میل کند، با حد تابع  برابر است )یعنی می‌توان از براکت صرف‌نظر کرد(.

وقتی  میل کند، عبارت  به‌سمت  میل می‌کند؛ بنابراین می‌توان از براکت صرف‌نظر کرد.

u[ ]u → ±∞u

x → ۰​

x
۱

∞

x ​ =
x→۰
lim [

x
۱

] ​ ​ ×
x→۰
lim x ​ =

​x
۱

​۱ =
x→۰
lim ۱
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]uنکته: حد تابع  اگر  میل کند، با حد تابع  برابر است )یعنی می‌توان از براکت صرف‌نظر کرد(. ]u → ±∞u

​ =
x→+∞
lim

۳x + ۲ − x∣ ∣
۴x + ۳x − ​ + ۱[ ] x

​ ​ =
x→+∞
lim

۳x − ۲ − x( )
۴x + ۳x − ​ + ۱x

​ ​ =
x→+∞
lim

۴x
۷x

​

۴
۷

تالیفی رضا عابدی
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xمی‌دانیم که اگر  میل کند، فقط عبارت‌های دارای بزرگ‌ترین توان باقی می‌مانند؛ بنابراین: → ±∞

​ =
x→−∞
lim

۲x + ۳
​ + ​۱ − x ۴x + x + ۱۲

​ ​

x→−∞
lim

۲x
​ + ​−x ۴x۲

= ​ ​ =
x→−∞
lim

۲x
​۴x۲

​ ​ =
x→−∞
lim

۲x
۲x∣ ∣

​ ​ =
x→−∞
lim

۲x
−۲x

−۱

تالیفی رضا عابدی
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۱) ​ ​ =
x→۳+
lim

x − ۹۲
m + ۴ −۱( ) x[ ]

−∞ ⇒ ​ =
۳ − ۹( +)۲

m + ۴ −۱( ) ۳[ +]
−∞ ⇒ ​ =

۹ − ۹+

m + ۴ −۱( )۳

−∞

⇒ ​ =
۰+

m − ۴
−∞ ⇒ m − ۴ < ۰ ⇒ m < ۴ ۱( )

۲) ​ =
x→۳−
lim

x − ۹۲

m + ۴ −۱( ) x[ ]

−∞ ⇒ ​ =
۳ − ۹( −)۲

m + ۴ −۱( ) ۳[ −]
−∞ ⇒ ​ =

۹ − ۹−

m + ۴ −۱( )۲

−∞

⇒ ​ =
۰−

m + ۴
−∞ ⇒ m + ۴ > ۰ ⇒ m > −۴ ۲( )

جواب ۱ ∩( ) ۲ :( ) −۴ < m < ۴ ⇒ m <∣ ∣ ۴

تالیفی رضا عابدی
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مطابق شکل،  مجانب قائم تابع است، پس مخرج به ازای  برابر با صفر است، بنابراین:

حال داریم:

x = ۴x = ۴

۲(۴) + b = ۰ ⇒ b = −۸

​ =
x→۴+
lim

۲x − ۸
۳x + ۲a۲

−∞

⇒ ​ =
۰+

۴۸ + ۲a
−∞ ⇒ ۴۸ + ۲a < ۰ ⇒ a < −۲۴ = ۳b

تالیفی سولماز احمدی
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حال به رفع ابهام کسر می‌پردازیم:

روش دوم: با استفاده از هوپیتال، حاصل حد را به دست می‌آوریم:

​ =
x→۲+
lim

۲ ​ − ۴۲x
​ − ۴۵x + ۶

​ مبهم
۰
۰

​ ×
x→۲+
lim

۲ ​ − ۴۲x
​ − ۴۵x + ۶

​ ×
​ + ۴۵x + ۶
​ + ۴۵x + ۶

​

۲ ​ + ۴۲x
۲ ​ + ۴۲x

= ​ ​

x→۲+
lim

(۸x − ۱۶)( ​ + ۴)۵x + ۶
(۵x + ۶ − ۱۶)(۲ ​ + ۴)۲x

= ​ ​ =
x→۲+
lim

۸ ​( ​ + ۴)(x − ۲) ۵x + ۶
۵ ​(۲ ​ + ۴)(x − ۲) ۲x

​ =
۸ × ۸
۵ × ۸

​

۸
۵

​ =
x→۲+
lim

۲ ​ − ۴۲x
​ − ۴۵x + ۶

​ ​ =
x→۲+
lim

۲ × ​

۲ ​۲x
۲

​

۲ ​۵x + ۶
۵

​ =
​

۲ × ۲
۲ × ۲

​

۸
۵

​

۸
۵
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برای تعیین مجانب افقی باید حد تابع را در  به دست آوریم. پس:

پس  مجانب افقی تابع است.

اولاً دقت کنید که دامنۀ عبارت زیر رادیکال برابر است با:

حال برای تعیین مجانب قائم، ریشه‌های مخرج را به دست می‌آوریم:

 

پس در کل 2 مجانب دارد.

∞

​ =
x→∞
lim

x − ​۲x − ۱
۲x + ۵

​ =
۱
۲

۲

y = ۲

۲x − ۱ ≥ ۰ ⇒ x ≥ ​

۲
۱

x − ​ =۲x − ۱ ۰ ⇒ ​ =۲x − ۱ x

x>۰ ۲x − ۱ = x ⇒۲ x −۲ ۲x + ۱ = (x − ۱) =۲ ۰

⇒ x = ۱
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نقطۀ  محل برخورد مجانب‌های تابع است، بنابراین  مجانب قائم و  مجانب افقی می‌باشد.

ریشۀ مخرج مجانب قائم است، پس:

همچنین برای مجانب افقی داریم:

M (۳ , ۱)x = ۳y = ۱

x + a − ۲ = ۰ ​

x=۳ ۳ + a − ۲ = ۰ ⇒ a = −۱

مجانب افقی = ​ ​ =
x→∞
lim

x + a − ۲
bx + ۱

​ ​ =
x→∞
lim

x
bx

b ⇒ b = ۱

۵b − ۳a = ۵(۱) − ۳(−۱) = ۸

تالیفی زهرا علیزاده
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f (x) =
x→−∞
lim ۴ ⇒ ​ ​ =

x→−∞
lim

∣۲x∣
ax

۴ ⇒ ​ ​ =
x→−∞
lim

(−۲x)
ax

۴ ⇒ ​ =
۲

−a
۴ ⇒ a = −۸

f (۰) = ۴ ⇒ ​ = ۴ ⇒ b = −۱۲
۳

−b

⇒ a + b = −۲۰

تالیفی سیروس نصیری
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۱−۶ رادیان در ناحیۀ چهارم مثلثاتی قرار دارد و درنتیجه  و  است، پس: < sin ۶ < ۰[sin ۶] = −۱

​ =
x→۶+
lim

x(۶ − x)
[sin x]

​ =
۶ × ۰−

−۱
​ =

۰−

−۱
+∞
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​ =
x→+∞
lim

۸ + ۹x x

۲ + ۳۳x+۱ ۲x+۱
​ ​ =

x→+∞
lim

۸ + ۹x x

۲ × ۲ + ۳ × ۳۳x ۱ ۲x ۱
​ ​ =

x→+∞
lim

۹x

۳ × ۳۲x

۳
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( ​ − ​) = ∞ − ∞
x→−۲
lim

۲x + ۵x + ۲۲

۳
x − ۴۲

۴

⇒ ​ ( ​ − ​) = ​ ( ​ − ​) = ​ ​

x→−۲
lim

۲x + ۵x + ۲۲
۳

x − ۴۲
۴

x→−۲
lim

(۲x + ۱)(x + ۲)
۳

(x − ۲)(x + ۲)
۴

x→−۲
lim

(۲x + ۱)(x − ۲)(x + ۲)
۳(x − ۲) − ۴(۲x + ۱)

= ​ ​ =
x→−۲
lim

(۲x + ۱)(x − ۲)(x + ۲)
−۵(x + ۲)

​ ​ =
x→−۲
lim

(۲x + ۱)(x − ۲)
−۵

​ =
(−۳)(−۴)

−۵
− ​

۱۲
۵
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باتوجه‌به حاصل حد، مخرج باید ریشۀ مضاعف  داشته باشد، پس باید مخرج به‌صورت  باشد.

. با مقایسۀ رابطۀ به‌دست‌آمده با مخرج کسر  و درنتیجه: 

۳۲(x − ۳)۲

۲(x − ۳) =۲ ۲(x −۲ ۶x + ۹) = ۲x −۲ ۱۲x + ۱۸

b = ۱۸ , a = −۱۲a + ۲b = ۲۴

تالیفی سیروس نصیری
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در همسایگی چپ  عبارت  مثبت است، پس:

حال به رفع ابهام می‌پردازیم:

x = −۱​

x + ۱
x

( ​ −
x→(−۱)−

lim
۱ − x۲

۲x
​ ​ ​) =

∣
∣
∣
∣

x + ۱
x

∣
∣
∣
∣

​ ( ​ −
x→(−۱)−

lim
۱ − x۲

۲x
​) =

x + ۱
x

∞ − ∞

( ​ −
x→(−۱)−

lim
۱ − x۲

۲x
​) =

x + ۱
x

​ ​

x→(−۱)−
lim

۱ − x۲
۲x − x(۱ − x)

= ​ ​ =
x→(−۱)−

lim
(۱ − x)(۱ + x)

x + x۲
​ ​ =

x→(−۱)−
lim

۱ − x
x

​

۲
−۱
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حد تک‌تک گزینه‌ها را در  چک می‌کنیم:

دقت کنید که  است.

x = ۰

(۱) : ​ ​ =
x→۰
lim

x − x۲

۱
​ ​ ⇒

x→۰
lim

x x − ۱( )
۱

​ ​

⎩⎪
⎨
حد راست⎧⎪ = ​ = −∞

۰ × −۱+ ( )
۱

حد چپ = ​ = +∞
۰ × −۱− ( )

۱

(۲) : ​ ​ =
x→۰
lim

۱ − cos x
۱

​ =
۱ − ۱−

۱
​ =

۰+

۱
+∞

cos x ≤ ۱

(۳) : ​ ​ ⇒
x→۰
lim

x + x∣ ∣
۱

​ ​ ​

⎩
⎨
حد راست⎧ : ​ ​ = ​ = +∞

x→۰+
lim

۲x
۱

۰+

۱

حد چپ : ناموجود

(۴) : ​ ​ ⇒
x→۰
lim

sin x
۱

​ ​

⎩
⎨
حد راست⎧ = ​ = +∞

۰+

۱

حد چپ = ​ = −∞
۰−

۱
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صورت را بر  تقسیم می‌کنیم:

حالا صورت و مخرج را در مزدوج مخرج ضرب می‌کنیم:

x − ۱

صورت = x +۳ ۳x − ۴ = x − ۱ x + x + ۴( ) ( ۲ )

​ × ​ = ​ ​

x→۱
lim

۲ − ​۳x + ۱
x − ۱ x + x + ۴( ) ( ۲ )

۲ + ​۳x + ۱
​​۲ + ​۳x + ۱

۴

x→۱
lim

۴ − ۳x − ۱
۴ x − ۱ x + x + ۴( ) ( ۲ )

= ​ ​ = ​ = −۸
x→۱
lim

−۳ ​x − ۱( )
۴ ​ x + x + ۴x − ۱( ) ( ۲ )

−۳
۴ × ۶
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پس:

درنتیجه:

x = −۱ حد راست در : ​ f x = ​ ([ ​] − a) = −۲ − a
x→ −۱( )+

lim ( )
x→ −۱( )+

lim
x
۱

x = −۱ حد چپ در : ​ f x = ​ ۲x + b = −۳ + b
x→ −۱( )−

lim ( )
x→ −۱( )−

lim ([ ] )

مقدار : f −۱ = ۴( )

−۲ − a = −۳ + b = ۴ ⇒ ​ ​{
a = −۶
b = ۷

a + ۲b = −۶ + ۲ ۷ =( ) ۸
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حد مخرج صفر است، پس حد صورت هم باید صفر باشد تا جواب حد، یک عدد شود:

، مقدار حد را حساب می‌کنیم: با جایگذاری 

. پس: 

(x +
x→۱
lim ۲ bx − ۱۰) = ۰ ⇒ ۱ + b − ۱۰ = ۰ ⇒ b = ۹

b = ۹

L = ​ ​ × ​

x→۱
lim

​ − ۲۳ ۲x + ۶
x + ۹x − ۱۰۲

​ + ۲ ​ + ۴۳ ۲x + ۶( )۲ ۳ ۲x + ۶

​​​ + ۲ ​ + ۴۳ ۲x + ۶( )۲ ۳ ۲x + ۶

۳×۴=۱۲

= ​ ​ = ​ = ۶ ۱۱ = ۶۶
x→۱
lim

۲x + ۶ − ۸
۱۲ x + ۹x − ۱۰( ۲ )

x→۱
lim

۲ ​x − ۱( )
۱۲ ​ x + ۱۰x − ۱( ) ( )

( )

b + L = ۹ + ۶۶ = ۷۵
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باید  در  پیوستگی راست داشته باشد.

پس کافی است  باشد.

fx = −۱

x =  حد راست در ۱− : ​ ​ = ​ ​ = ​ = − −۳ = ۳
x→(−۱)+

lim
x − x[ ]

​x − x − ۲ ​∣
∣ ۲

∣
∣

x→(−۱)+
lim

x − −۱( )

​ ​ ​ ​

∣
∣
∣
∣
∣
∣

​x − ۲( )

−

​x + ۱( )

+

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x→(−۱)+
lim

​x + ۱
− x − ۲ ​( ) x + ۱( )

( )

x =  مقدار در ۱− : f −۱ = k( )

k = ۳

تالیفی علی شهرابی فراهانی
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مخرج مشترک می‌گیریم:

( ​ − ​)
x→−۲
lim

x − ۲ x + ۲( ) ( )
۹x + ۶

x + ۲
۳

= ​ ​ = ​ = ​ = ​

x→−۲
lim

x − ۲ x + ۲( ) ( )
۹x + ۶ − ۳ x − ۲( ) ( )

x→−۲
lim

x − ۲ ​( ) x + ۲( )
۶ ​x + ۲( )

−۴
۶

۲
−۳
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، 3 است، پس: مخرج باید ضریبی از  باشد. چون ضریب 

. پس: 

x − ۴( )۲x۲

 مخرج  = ۳ x − ۴ =( )۲ ۳x ​x ​

۲

b

​−۲۴
c

​+۴۸

b + c = −۲۴ + ۴۸ = ۲۴
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پس حاصل مجموع این دو حد برابر  است.

​ = ​ = ۲ = ۱
x→+∞
lim [

f x( )
۴

] [
۲+

۴
] [ −]

​ = ​ = ۲ = ۲
x→−∞
lim [

f x( )
۴

] [
۲−

۴
] [ +]

۱ + ۲ = ۳
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f x = ​( )
​ − ۲( x )۲

−x

− ۲ = ۰ ⇒ x = ۴( x )
۲

f x =
x→۴
lim ( ) ​ =

۰+

−۴
−∞
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برای فهم بهتر تابع  را در یک جدول تعیین علامت ببینید:

 در  ریشۀ مضاعف دارد.

نکته: دقت کنید که  است.

f x( )
f x =( ) ۰x = ۰

​ ​

​ ​ = ​ = +∞
x→۲+
lim

f x( )
−x

۰−

−۲

​ ​ = ​ = −∞
x→ −۳( )+

lim
f x( )
sin x

۰+

− sin ۳

​ ​ = ​ ​ = ​ = +∞
x→۰
lim

f x sin x( )
x

x→۰
lim

f x( )
۱

۰+

۱

​ ​ =
x→۰
lim

sin x
x ۱

تالیفی سیروس نصیری



90لرنیتو 1400 /93

ینه 1 گز 280

​ =
x→+∞
lim

f x + x g x − ۱( ) ۳ ( )
f x g x − x( ) ( )

​ ​ =
x→+∞
lim

x + x .x − ۱۳ ۳ ۳

x .x − x۳ ۳
​ ​ =

x→+∞
lim

x۶

x۶
۱
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log ​ = log ​ ۰ = −∞
x→۰
lim

x + ۲
x∣ ∣

۱۰ ( +)

tan ۳x = tan(( ​) ) = −∞
x→( )۶

π +
lim ( )

۲
π +
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ابتدا ضابطۀ  را حساب می‌کنیم:

جای x و y را عوض می‌کنیم:

حالا مقدار حد خواسته‌شده را حساب می‌کنیم:

f −۱

y = ​ ⇒
x + ۳
۲x − ۱

xy + ۳y − ۲x + ۱ = ۰

⇒ x(y − ۲) = −۳y − ۱ ⇒ x = ​

y − ۲
−۳y − ۱

y = ​ ⇒
x − ۲

−۳x − ۱
f (x) =−۱

​

x − ۲
−۳x − ۱

​ =
x→∞
lim

f (x)−۱
f (x)

​ ​ =
x→∞
lim

​

x − ۲
−۳x − ۱

​

x + ۳
۲x − ۱

​ =
−۳
۲

− ​

۳
۲
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صورت را با اتحاد چاق و لاغر و مخرج را با اتحاد مزدوج تجزیه می‌کنیم:

​ =
x→∞
lim

(۱ + ​) − (۱ − ​)
x
۱ ۲

x
۱ ۲

(۱ − ​) − (۱ + ​)
x
۲ ۳

x
۴ ۳

​ ​

x→∞
lim

((۱ + ​) − (۱ − ​))((۱ + ​) + (۱ − ​))
x
۱

x
۱

x
۱

x
۱

((۱ − ​) − (۱ + ​))((۱ − ​) + (۱ − ​)(۱ + ​) + (۱ + ​) )
x
۲

x
۴

x
۲ ۲

x
۲

x
۴

x
۴ ۲

= ​ ​ =
x→∞
lim

( ​)(۱ + ۱)
x
۲

(− ​)(۱ + ۱ + ۱)
x
۶

​ ​ =
x→∞
lim

​

x
۴

​

x
−۱۸

​ =
۴

−۱۸
− ​

۲
۹
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g( ​) =
x→(−۱)+

lim ​f (x)

t

​ g(t) =
t→−∞
lim ​ [ ​] =

x→−∞
lim

−x + ۱
۳x − ۳ + ۲

​ [−۳ +
x→−∞
lim ​] =​​

−x + ۱
۲
۰+

−۳ =[ +] −۳
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، پس: fاگر  اکیداً صعودی باشد در بی‌نهایت از مقادیر کمتر از 3، به 2 نزدیک می‌شود یعنی:  یا  (x)​ f (x) =
x→+∞
lim ۳−f (x) < ۳

f (x) < ۳ ⇒ −۲f (x) > −۶ = ​ [−۲f (x)] =
x→+∞
lim −۶

f (x) < ۳ ⇒ ​ >
f (x)

۱
​ ⇒

۳
۱

​ >
f (x)

۹
۳ ⇒ ​ [ ​] =

x→+∞
lim

f (x)
۹

[۳ ] =+ ۳
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​ =
x→−∞
lim

​ − ۳xx + ۵۲

۲x + ۱ − ​x − ۳۲
​ ​ =

x→−∞
lim

x − ۳x∣ ∣
۲x − x∣ ∣

​ ​ =
x→−∞
lim

−۴x
۳x

− ​

۴
۳
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 در نقطۀ  حد دارد و این یعنی:

بنابراین داریم:

f x( )x = ۱

f (x) =
x→۱+
lim ​ f (x) I

x→۱−
lim ( )

f (x) = ​ a x + (۳a − ۱) −x
x→۱+
lim

x→۱+
lim [ ] [ ]

= a ۱ + (۳a − ۱) − ۱ = a + (−۲) ۳a − ۱ = a − ۶a + ۲ = −۵a + ۲[ +] [ ( +)] ( )

f x = ​ a ۱ + (۳a − ۱) − ۱
x→۱−
lim ( )

x→۱−
lim [ −] [ ( −)]

= a × ۰ + ۳a − ۱ −۱ = −۳a + ۱( ) ( )

I : −۵a + ۲ = −۳a + ۱ ⇒ ۱ = ۲a ⇒ a = ​( )
۲
۱
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xدقت کنید که  متعلق به دامنۀ  است. ​ =۰ πf (x)

f (x) =
x→π+
lim lim ​ =۰ − ۰ − ۱− [ −]

۱
​ =۰ + ۱ − ۱−

۱
−∞

f (x) =
x→π−
lim lim ​ =۰ − ۰ − ۱+ [ +]

۱
−۱

تالیفی محمد درمان
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؛ بنابراین مخرج در  فقط از مقادیر بیشتر از صفر به صفر نزدیک می‌شود، بنابراین باتوجه‌به شکل، صورت باید باتوجه‌به اینکه 

در همسایگی راست  مثبت باشد و در همسایگی چپ آن منفی باشد؛ پس:

۱ − cos πx = ۲sin ​

۲

۲
πx

x = ۲

x = ۲

​

x → ۲ : ۲ − a > ۰ ⇒ a < ۲+ [ +]
x → ۲ : ۲ − a < ۰ ⇒ ۱ < a− [ −]

∩ ۱ < a < ۲
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( ) =
x→۰+
lim f ۲ ​x

۱

t

​ f (t) =
t→+∞
lim ۳ نزدیک می‌شود) ۳ −(از مقادیر کمتر از

f ( ) =
x→۰−
lim ۲ ​x

۱

t

​ f (t) =
t→۰+
lim ​ =

۰+

−۱
−∞
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باتوجه‌به اینکه مجانب قائم  است،  هیچ‌گاه  نمی‌شود، پس تابع مجانب قائم ندارد و ازآنجاکه توابع متناوب در بی‌نهایت حد ندارند تابع

، مجانب افقی نیز ندارد.

x = ​

۲
۳

sin x​

۲
۳

y = f (sin x)
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گزارۀ الف: مثال نقض  که ریشۀ مخرج، مجانب قائم نیست.

گزارۀ ب: مثال نقض  که مخرج ریشه ندارد ولی در همۀ  مجانب قائم دارد.

گزارۀ ج: صحیح است، تابع  بی‌شمار مجانب قائم دارد ولی اگر تابعی بیش از 2 مجانب افقی داشته باشد اصلاً تابع نیست.

گزارۀ د: صحیح است.

f (x) = ​

x
x

f (x) = ​

x − x − ۱[ ]
۳

x ∈ Z

f (x) = tan x
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،  و  می‌باشد. fرد گزینه‌های 1، 2 و 4 به ترتیب با مثال‌های  (x) = ​

x
۱

f (x) = ​

x
sin x

f (x) = ​

x − ۲
۲x − ۱

تالیفی محمد درمان
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نکته: معادلۀ سهمی به رأس  به صورت  است.

باتوجه‌به نکته بالا چون رأس سهمی نقطه  است، پس: 

ازطرفی سهمی از نقطه  می‌گذرد:

درنتیجه معادلۀ سهمی به‌صورت زیر است:

، بی‌نهایت شده است، پس k فقط می‌تواند ریشه‌های مخرج f باشد. هر دوی آن‌ها را باید بررسی کنیم: چون حاصل حد 

(x ​, y ​)s sf (x) = a(x − x ​) +s
۲ y ​s

(−۱, ۴)f (x) = a(x + ۱) +۲ ۴
(۰, ۳)

f (۰) = ۳ ⇒ a + ۴ = ۳ ⇒ a = −۱

f (x) = −(x + ۱) +۲ ۴ = −x −۲ ۲x + ۳ = −(x − ۱)(x + ۳)

​ ​

x→k+
lim

−(x − ۱)(x + ۳)
x + ۲

k = ۱ ⇒ ​ ​ =
x→۱+
lim

−(x − ۱)(x + ۳)
x + ۲

​ =
۰−

۳
−∞ ✓

k = −۳ ⇒ ​ ​ =
x→−۳+
lim

−(x − ۱)(x + ۳)
x + ۲

​ =
۰+

−۱
−∞ ✓
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ی آن‌ها را به دست آوریم: x۳صورت و مخرج درجه 3 هستند، پس فقط کافی است ضریب جملۀ 

​ =
x→∞
lim

(۲x − ۱) (۱ − x)۲
(x + ۱) − (x − ۳)۴ ۴

​ ​

x→∞
lim

(۲x − ۱) (۱ − x)۲
((x + ۱) − (x − ۳) )((x + ۱) + (x − ۳) )۲ ۲ ۲ ۲

= ​ ​ =
x→∞
lim

(۲x) (−x)۲
(۲x + ۶x)(x + x )۲ ۲

​ ​ =
x→∞
lim

−۴x۳

(۸x)(۲x )۲
​ =

−۴
۱۶

−۴
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ابتدا مخرج تابع f را تجزیه می‌کنیم:

حالا حاصل هر دو حد خواسته‌شده را حساب می‌کنیم:

f (x) = ​ =
x + x − ۲۲

x + ۱
​

(x − ۱)(x + ۲)
x + ۱

​ =
x→۱−
lim

(x − ۱)(x + ۲)
x + ۱

​ =
۰ × ۳−

۲
​ =

۰−

۲
−∞

​ =
x→−۲+
lim

(x − ۱)(x + ۲)
x + ۱

​ =
−۳ × ۰+

−۱
​ =

۰−

−۱
+∞
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