
 

 

 میدان برداری |   هفتمفصل 

تابع هایی که عدد میخورند و بردار   هر نقطه از فضا یه جهت و یه اندازه داریم.  توجایی که  —دنیای بردارها خوش اومدی به 

 کنن.ظاهر جادویی امروز ازش استفاده می های به ها زبانیه که خیلی از فناوری اینمیریزند بیرون، 

뇤뉛뉞뉗뉘뉟뉜뉝뉠 نشنیده باشی تاحالا که شاید  کابردهایی:  

های برای بازسازی پیکسلتا حالا شده یه هوش مصنوعی، عکس هاتو با کیفیت تر کنه؛ : های خراب تصویرپر کردن بخش

 و بهت یه عکس شیک تحویل میدن.    کنندلاپلاسین استفاده می‐از تقریبِ هارمونیک یا گرافکامپیوترها شده یا حذف نویز،   حذف

هواشناسی از کجا میفهمه سرعت باد قراره چقدره باشه و کجا قراره گردباد بیاد؟ معلومه   ی مثل هوا: سیالاتتو تشخیص گردباد  

 سازند.ی جت هارو میهاملخکنند و بر أساس اون استفاده میکنه. با همین میان هوا رو تحلیل میکرل داره از 

های سرعت/چگالی) رو آنالیز   جریان حرکت مردم (میدان های برداری میان با همین میدان : شهری یتسازی جمعیت و امن شبیه  

 تا بتونن سه سوته تروریست ها رو بگیرند. خیلی جالبه!  طراحی کنن هافرودگاهتو ها و مسیرهای امن رو   ها، گلوگاهکنن تا گرهمی

 ،ش و مایعاتیکار میرن تا دودها، آت ها بهمحاسبات عددی جریان  توکرل و دیورژانس   : سازی دود/مایع در گرافیکِ بازیشبیه  

 뇤눎눐눑눒눏 یشن و دیگه حال نمیدن...ها خشک مها بازیبدون این — واقعی به نظر برسن 

   توی مدار به کردن نویز    افزار برای کممهندسی سخت تو  :های مغناطیسی/الکتریکی در طراحی قطعاتکنترل میدان

 تکیه میکنند، وگرنه أصلا نمیشد یه دونه چیپ سالم رو به برق وصل کنی.  دیورژانس/کرل

تو این دنیا هیچ اتفاقی، اتفاقی اتفاق نمیفته... همه چی بر اساس یه الگوریتمی هستش که خالقش براش طراحی کرده، سعی 

 کن درکش کنی چون اینجوری دنیا رو بهتر از همسنی هات میفهمی...

  

  
  حالا تو این فصل دقیقا میخوایم چیا رو یاد بگیریم؟ 

 

  

 



 

 

 میدان برداری 
  تا همین الان دو مدل کلی تابع رو یاد گرفتیم. چیا بود؟ 

  تابع چندمتغیره که از قدیما هم بلد بودیم، ورودی شون یک یا چند تا عدد بود، خروجی هم یک یا چند تا عدد بود 

  تابع برداری که ورودی شون فقط یه دونه عدد بود، ولی خروجی شون یه بردار بود 

 حالا میخوایم بریم سراغ دسته سوم که ترکیبی از دوتای قبلی هستند، یعنی ورودی شون چندتا عدده ولی خروجی شون یه برداره! 

 
 اصلا چرا میگن "میدان"؟

 ... اش یه مقدار خاص وجود دارهیعنی یه «فضا» یا «محیط» که در هر نقطه .از فیزیک اومده (Field) ی میدانکلمه

 میدان عددی (اسکالر)    ←      هر نقطه یه عدد داشته باشی توممکنه  }در هر نقطه از اتاق یه عدد داری، مثل دما توی اتاق{ 

میدان (که با این    }، یعنی جهت و شدت بادداریو یه جهت در هر نقطه از اتاق یه عدد   ، مثل باد توی اتاق{  ������� میدان برداری     ←      یا در هر نقطه یه بردار داشته باشی
  کار داریم)برداری 

  .چون یه چیزیه که کل فضا رو “پوشش میده” و تو هر نقطه یه مقدار داره ،میدان پس بهش میگن 

، یعنی هم مقدار داره هم جهت، مثل   برداریهستش یعنی فقط مقدار داره، مثل دما؛ برعکسش میشه    اسکالراینم حواست باشه کلا هرکی بهت گفت این 

  باد؛ گرفتی چیشد؟ 

 القصه میدان برداری یعنی تابعی که بهش یه نقطه میدی، اون بهت بردار رو توی اون نقطه تحویل میده... ردیفه؟ 

  

,૚(૚ࡼسه نقطه    مثلا)  ૛, ૛), ,૛(−૚ࡼ ૚, ૛), ,૜(−૚ࡼ −૚, ૚)       ࡲرو در میدان برداریሬሬ⃗(࢞, ࢟, (ࢠ = (࢞, ࢟, ࢠ − ૛)     بررسی کن و شکل شون رو هم رسم
  کن. 

 خب بریم جایگذاری کنیم، خروجی همه شون یه برداره : 

(1,2,2)ܨ⃗ = (1,1,2−)ܨ⃗         ,         (1,2,0) = ,1−)ܨ⃗         ,         (1,1,0−) −1,1) = (−1, −1, −1) 

م، همین...یبعد اینارو بهم وصل کن، میبرای رسمش کافیه نقطه ورودی و این اعدادی که به دست اومده رو بزار

  حالا اگه سوال اندازه شون رو هم میخواست، میتونستیم اندازه هر بردار رو هم دربیاریم یعنی :

(1,2,0)          
اندازه 
ሱ⎯ሮ          ඥ1ଶ + 2ଶ+0ଶ = √5         ,      (−1,1,0)          

اندازه 
ሱ⎯ሮ          ඥ(−1)ଶ + 1ଶ+0ଶ = √2 

(−1, −1, −1)          
اندازه 
ሱ⎯ሮ          ඥ(−1)ଶ + (−1)ଶ+(−1)ଶ = √3 

  مثال ریاضی   مثال واقعی   خروجی   ورودی  نوع تابع 

  یه عدد    چند تا عدد  تابع چندمتغیره 
  دما در فضا 

  (تو نقطه فلان، دما چقدره) 
,ݔ)݂  ,ݕ (ݖ = ଶݔ  + ଶݕ   ଶݖ +

  بردار   یک عدد   تابع برداری
  حرکت ماشین 

  (تو لحظه فلان، ماشین کجاست) 
(ݐ)݂ = ,ଶݐ) ,ݐ2  (ݐ3

  بردار    چند تا عدد  تابع میدان برداری 
  سرعت باد یا جریان آب 

 

(تو نقطه فلان، سرعت و جهت باد چقدره و کدوم   

  سمتیه)
,ݔ)ࡲ (ݕ = ,ݔ)ܲ) ,ݕ ,(ݖ ,ݔ)ܳ ,ݕ ,(ݖ ,ݔ)ܴ ,ݕ  ((ݖ

 ݔ

 ݕ

 ݖ

(1, 2, 2) 

(−1, 1, 2) 

(−1, −1, 1) 

(1, 2, 0) 

(−1, 1, 0) 

(−1, −1, −1) 



 

 

داری  میدان  (پتانسیل)   پایستاربر  تابع  پتانسیل 

 خروجی    جالبه کلا این میدان خروجیش بردار های رو به پایین اند، مثل یه آبشار که هر نقطه هم جهت آب مهم هم شدت آب، یعنی همون اندازه بردار

میدان برداری    )ها خودشون پیوسته باشنهاش مشتق جزئی داشته باشن و اون مشتق جالبه بدونی دقیقا مثل تابع های برداری، پیوستگی و مشتق پذیری (یعنی مؤلفه

  بستگی به مشتق پذیری و پیوستگی همه مولفه هاش داره. دقیقا مثل همیشه... 

,࢞)ࡲپیوستگی میدان برداری     مشتق پذیری ومثلا)  ࢟) = (࢞૛࢟, ࢞࢟૛)      رو در نقطه(૙, ૙)   .بررسی کن 

  سته است.ببین این میدان کلا توی این نقطه هیچ مشکلی نداره یعنی نه مخرجی اره که صفر بشه، نه رادیکالی که منفی بشه و... پس تو این نقطه پیو

 کنیم : گیریم و هرکدومو تو این نقطه چک میبرای مشتق پذیری هم، مشتق جزئی می 

ଵܨ߲

ݔ߲
=        ,        ݕݔ2

ଶܨ߲

ݕ߲
=  ଶݔ

ଶܨ߲

ݔ߲
= ଶݕ        ,       

ଶܨ߲

ݕ߲
=  ݕݔ2

,0)د و توی نقطه  ای هستنها چندجمله همۀ این   هیچ مشکلی ندارند، پس مشتق پذیر اند.  (0

  

  

 میدان پتانسیل 
ای گرادیان بگیری جوابش یه میدان برداری میشه بهش میگن میدان   گرفتیم؟ تو از هر تابع چندمتغیرهیادت میاد از تابع های چندمتغیره گرادیان می

  ای که ازش گرادیان گرفتی میگن تابع پتانسیل، یعنی :به خود اون تابع چندمتغیره ...پتانسیل یا میدان پایستار1 

ࡲ =  ݂ߘ

 

ࡲ    پیدا کنی که   ݂ تونستی یه تابع  ࡲ یه میدان برای اگه   ، یعنی پس برعکسشم صادقه =   膆 دارهاون میدان، پتانسیل  ݂ߘ

یعنی یه تابع داری مثل    .) ساخته شده، یعنی عدد میگیره، عدد پس میدهکه از یه تابع معمولی (اسکالر   پس میدان پتانسیل همون برداری هستش 

,ݔ)݂  .گیری، اون چیزی که درمیاد میشه میدان پتانسیل، بعد گرادیانش رو می(ݕ

 چرا بهش میگن پتانسیل یا پایستار؟  ���

نه  —ی اول و آخر بستگی داره مهم نیست از کدوم مسیر بری، جواب فقط به نقطه ، معلومه!» یعنی اگه بخوای از یه نقطه بری به یه نقطه دیگه قبلاز  همه چیزچون توش «

ی میاد که قرار نیست در طول مسیر چیزیش تغییر کنه (چون مسیر مهم   و چون از یه تابع پس میگن پایستار ، این یعنی انرژی یا مقدار کل توش حفظ میش .به مسیر

   ...뇤뉡뉢뉣뉗뉘ل، یعنی هرچی پتانسیل داری قراره بمونه تو جیبت، بهش میگن پتانسی نیست)

 :داره یا نه، باید بررسی کنی پتانسیل برداری، اینکه بفهمی یه میدان  برای حالا

∆ × ܨ = 0            
یا همون 
ሱ⎯⎯ሮ           ×

( ߲
ݔ߲

   ,
߲

ݕ߲
   ,

߲
ݖ߲

)

(ܲ   , ܳ   , ܴ)
= 0 

 یعنی گرادیان رو با میدان، ضرب خارجی کن! 

  خب ضرب خارجی که بلدی؟ بیا انجامش بدیم ببینیم به چی میرسیم؟ 

 
1- conservative field 
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یعنی 
ሱሮ            

߲ܲ

ݕ߲
=

߲ܳ

ݔ߲
   ,   

߲ܴ

ݔ߲
=

߲ܲ
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   ,   

߲ܳ
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=

߲ܴ
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ان در   یا شرط هارو یاد بگیر، یا اینکه همون ضرب خارجی کن و برای خودت به همین نتیجه برس. بچه ها به این میگن "کرل" یعنی ضرب خارجی گرادی

اگه مساوی   میدان! که بعدا باهاش آشنا میشی؛ فعلا همینقدر بدون که چجوری بفهمی یه میدان واقعا پایستاره یا نه! هر سه تا شرط رو بررسی میکنی، 

 بودند حله پایستاره! 

  نداریم میتونی سریع بگی فقط همین یه شرط رو چک میکنم :  ݖولی اگه سوال بهت میدان دومتغیره داد چون دیگه    
߲ܲ
ݕ߲

=
߲ܳ
ݔ߲

 

  رو بزاری و ضرب خارجی کنی. به همین میرسی...  ܴخودت هم میتونی اثباتش کنی، کافیه    دیدی خیلی سریع تر! ولی فقط اگه میدان ات دو متغیره بود. 

  اش رو پیدا کنیم؟ حالا اگه میدان برداری مون، پتانسیل داشت، چجوری باید تابع پتانسیل

  بریم توی سوال بهت بگم تا کامل برات جا بیفته... 

   تأثیر کل میدان (مثلا کار، نیرو، انرژی یا مقدار تغییرش)تو اگه از یه نقطه بری به یه نقطه دیگه، ، ه، منظورش اینه کهمیدان برداری پایستارببین، وقتی میگن یه خلاصه :   

  .به اینکه از چه مسیری رفتی، هیچ ربطی نداره —فقط به این دو نقطه بستگی داره 

  اشکه انرژی  A یتو اگه از نقطه .اش یه عدد انرژی دارهست که هر نقطهفرض کن یه نقشهمثلا 

 یباشه بری به نقطه 10مثلا B باشه 3اش که انرژی   ! 

10    میدون میگه: خب من کاری که انجام دادم، فقط تفاوت این دوتا عدده − 3 =   فرقی نداره،  7

  .پیچ، نتیجه همونهی مستقیم رفتی یا پیچاز جاده

  مثل رانندگی توی سربالایی و سرپایینی؛ از  —وقت مسیر هم مهمه باشه، اون ناپایستارولی اگه میدان 

 뇤뇸뇹뇥뇦뇷 دو مسیر مختلف، مصرف انرژی فرق داره

  

  

,࢞)ࡲبررسی کن آیا میدان برداری    مثلا)  ࢟) = (૛࢞࢟  , ࢞૛ + ૜࢟૛)   .پایستار هستش یا نه؟ اگه بود تابع پتانسیل اش رو پیدا کن  

  کنیم : چون دومتغیره است، کارمون ساده است، فقط همین یه شرط رو بررسی می 

߲ܲ
ݕ߲

=          ,           ݔ2
߲ܳ
ݔ߲

=  ݔ2

  (این یعنی این میدان تابعی هستش که مسیرش براش مهم نیست، فقط شروع و پایان براش مهمه)  .دارهیستاره یعنی پتانسیل اپ میدان پس   ←     دانمساوی 

  این انتگرال بگیریم حتما به اون تابع میرسیم :  (ݔ)ܲ  میگیم مگه گرادیان تابع پتانسیل نشده همین میدان مون؟ پس برعکس اگه مثلا از مولفهاش رو پیدا کنیم،   برای اینکه تابع پتانسیل 

න ݔ݀(ݔ)ܲ = ,ݔ)݂ (ݕ                →            න ݔ݀ݕݔ2 = ݕଶݔ + ܿ 

انتگرال بگیریم، حتما مولفه دومی میدان رو میده دیگه،   ݕداره اذیت میکنه، مگه اینی که به دست آوردیم تابع پتانسیل نیست؟ پس اگه ازش نسبت به      ܿخب پیداش کردیم، فقط اون    

  کنیم : رو پیدا می   ܿدرسته؟ اینجوری اون    

߲݂
ݕ߲

= (ݕ)ܳ          →           
ݕଶݔ)߲ + ܿ)

ݕ߲
= ଶݔ + ଶݕ3          → ଶݔ          +

݀(ܿ)
ݕ݀

= ଶݔ +  ଶݕ3

݀(ܿ)
ݕ݀

= ଶݕ3          
௬  انتگرال از دو  طرف  نسبت  به
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ         න

݀(ܿ)
ݕ݀

= න ଶݕ3 →         ݕ݀          ܿ =  ଷݕ

,ݔ)݂پس تابع پتانسیل مون شد     (ݕ = ݕଶݔ +  ଷݕ

پایستار میدان   
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پایستارنا میدان   



 

 

뇤눨눩눪눫눬   انتگرال میگرفتیم.   ݕجلو بریم، ولی باید نسبت به      (ݕ)ܳفرقی نمیکرد همون اول میتونستیم از مولفه  

,ݔ)݂    وقتی تابع اصلی ما حواست هم باشه    ݕ    تابع از ، در واقع یه )ܿ(همون     پس اون ثابت انتگرال  .رو ثابت فرض کردیم  ݕ انتگرال بگیریم، یعنی      اگه اول نسبت به ست،دو متغیره   (ݕ

  بود پس باید مشتق اش رو هم بنویسیم.   ݕبخاطر همین دفعه بعدی که مشتق گرفتیم، نگفتیم چون عدد ثابته، مشتق میشه صفر بلکه گفتیم چون تابعی از     .میشه (نه یه عدد معمولی)

 뇤눈눉눊눍눋눌 ستو خودش حساب شده    از قبل توی جواب وجود دارهچون  جدیدی بنویسیم،  ܿ دیگه لازم نیست  گیریم،انتگرال می   ݕ برای همین وقتی بعدش نسبت بهاز طرف دیگه، 

هم مشتق بگیریم و مساوی مولفه سوم بزاریم. جلوتر     ݖمتغیره بود، از اون تابعی که به دست اومده باید نسبت به    چون تابع مون دومتغیره بود اینجوری پیش رفتیم ورگنه اگه سه نکته مهم :   

  آخرین سوال این فصل یه دونه ترکیبی حل کردم که میدان مون سه متغیره است، برو حتما ببینش و با این مقایسه کن. 

  

  دیورژانس2

 띙띚띞띟띛띜띝زنه بیرون فرض کن یه بادکنک داری و یه باد از داخلش می
  .، میگیم اونجا میدان «واگرا»ست میزنه بیرون اگه یه نقطه از فضا باشه که ازش هوا 

 .«همگرا»ست    نقطه اون ،) 至ره توی اون نقطه (مثل یه جاروبرقی ی ولی اگه باد از بیرون داره م
 "زنه بیرون یا میره تو؟میاز یه نقطه، جریان داره   "  :پس دیورژانس در واقع یه عددیه که میگه

  :میشه یه میدون برداری   دیورژانس خب دیگه حرف بسه، 

ߘ ⋅ ࡲ =
߲ܲ
ݔ߲

+
߲ܳ
ݕ߲

+
߲ܴ
ݖ߲

 

  هاشو جمع بزن... اینجوری هم میشه که بگی، گرادیان بگیر، بعد همه مولفه

 خب بیا درکش کنیم :

 ߘ     اگه ⋅ ࡲ >   .خارج میشه(مثلا هوا، گرما، بار الکتریکی...)  هامثل یه منبعه، از اونجا چیز      ←     0

 ߘ     اگه ⋅ ࡲ <  .مثل یه چاهه، چیزها میرن توش     ←      0

 ߘ     اگه ⋅ ࡲ =   .هیچ خروج یا ورود خالصی نداره، فقط در حال چرخشه      ←      0

 .چقدره " میزان ورود و خروج میدان برداری "  دیورژانس در واقع یه راهه برای اینکه بفهمیم توی یه نقطه،

  اینجوری هم میشه مثال زد :

  

 뇤눜눝눞눟눠눡 یه کولر آبی رو فرض کن که ازش باد بیرون میاد

 .چون باد داره از اونجا خارج میشه دیورژانس مثبتهاطراف کولر رو اگه بررسی کنی، اونجا 

   یه.دیورژانس منف، پس اونجا میشهداخل کشیده اما جلوی یه جاروبرقی، باد داره 

  

ࡲ    میدان برداری دیورژانسمثلا)  = (࢞૛࢟)࢏ + (࢟૛ࢠ)࢐ +   رو پیدا کنید.   ࢑(૛࢞ࢠ)

ߘ ⋅ ࡲ =
(ݕଶݔ)߲

ݔ߲
+

(ݖଶݕ)߲
ݕ߲

+
(ݔଶݖ)߲

ݖ߲
= ݕݔ2 + ݖݕ2 +             ݔݖ2

پس
ሱሮ ߘ             ⋅ ࡲ = ݕݔ)2 + ݖݕ +  (ݔݖ

 .جریان از نقطه خارج میشه (واگراست)   یعنی دیورژانس مثبته پس، هستندهر سه مؤلفه مثبت  خب چون

 
2- Divergence 



 

 

챀찺찻찼창챁챂찾찿 تونه استفاده بشه؟ هم میها) (چندمتغیرهیا برای تابع اسکالر  آیا دیورژانس فقط برای میدان برداریه؟ 

 .های مختلفیعنی ورود و خروج در جهت  —کنه دار» بررسی میچون خودش داره رفتارِ «جهت .هشهای برداری تعریف میدیورژانس فقط برای میدان

 .ده، نه جهت) اصلا جریان یا بردار نداره که واگرا یا همگرا بشهتابع اسکالر (که فقط یه عدد می 

챀찺찻찼창챁챂찾찿 کنیم؟ اگر تابع اسکالر داشته باشیم، چی کار می خب 

میدان   و خودش یه " جهتی که بیشترین افزایش مقدار تابع در اون جهته" یعنی    .داریم  گرادیان ما چیزی به نام    ،)مثل دما، فشار، یا ارتفاع( تابع اسکالر برای 

 یه؛ یادته دیگه؟ بردار

踘踚踛踜 ی قشنگ اینهحالا نکته

 

踙 

ߘ     ... یعنی لاپلاسینرسیم به نام   می موجودیبه یه  اگه از گرادیان یه تابع اسکالر، دیورژانس بگیریم، ⋅ (݂ߘ) = ଶ݂ߘ = డమ௙
డ௫మ + డమ௙

డ௬మ  

 پس لاپلاسین یعنی دیورژانس گرادیان!    .، بعد از اون دیورژانس بگیر(یه میدان برداری بساز)یعنی اول گرادیان بگیر 

نقطه از اطرافش      اون یعنی مثلا اگه دما باشه،  .، لاپلاسین میگه چقدر از اطرافش با خودش متفاوتهاگه یه تابع اسکالر داری (مثلا دما، پتانسیل یا ارتفاع)

  쨳쨴쨵쨶쨷쨸쨹쨺꽅꽆 ؟ یکیهتره، سردتره، یا گرم 

 "تابع هارمونیکحالا اگه لاپلاسین یه تابع صفر بشه، به اون تابع میگیم " 

ଶ݂ߘ = 0        →  تابع هارمونیکه        
 

 .شه، نه سردتریتر منه داره گرم —دمای یه دیوار که به حالت پایدار رسیده  مثل .» نداره، مثل یه حالت تعادل کاملییعنی اون تابع هیچ «منبع» یا «چاه

  

,࢞)ࢌ    آیا تابعمثلا)  ࢟) = ࢞૛ + ࢟૛   هستش؟هارمونیک 

  خب بریم لاپلاسین بگیریم ببینیم صفر میشه یا نه : 

ଶ݂ߘ =
߲ଶ݂
ଶݔ߲ +

߲ଶ݂
ଶݕ߲ = 2 + 2 = 4 ≠ 0 

 پس تابع هارمونیک نیست. 

 به زبون آدمیزاد" هستش. برو صفحه آخر بزن دانلودش کن. 2سوالات و مثال های امتحانی از هر بخش، توی نسخه "سوالات امتحانی ریاضی عمومی یادت نره : 

  

  

 ࿇چرخش میدان( 3کرل( 
 چرخه یا نه؟ میدان داره دور خودش میهت میگه ب کرل 

(مثلا برگ کوچولو روی آب 茦   یعنی اگه یه ذره  .میشهجا چرخه یا فقط جابهمی ذره اون  میده نشون  کرل ،)茧茨茩茪茫ی کوچیک بذاری توی اون میدان

  :تربه زبون ساده
 "تو؟  میرهزنه یا از یه نقطه بیرون می" گفت دیورژانس می

  معنیش هم به فارسی همینه، یعنی فر خوردن...  " چرخه یا نه؟ دور اون نقطه می" ه   گکرل می 
  کرل در واقع ضرب خارجی گرادیان در میدان برداری هستش :

 
3- Curl 



 

 

ߘ × ࡲ =×  (
߲

ݔ߲
߲

ݕ߲
߲

ݖ߲
)

(ܲ ܳ ܴ)
  

 .ه که جهت چرخش و مقدار چرخش در هر محور رو نشون میدهبرداریه    ←     خود کرل

 .که فقط شدت چرخش رو میگه عددهیه     ←       اندازه کرل

 
  خودت میتونی اینو حساب کنی، ولی برای بچه هایی که حفظی شون خوبه و نمیخوان فکر کنن اینم ضرب خارجی شده اش :

ߘ × ࡲ = (
߲ܴ
ݕ߲

−
߲ܳ
ݖ߲

,  
߲ܲ
ݖ߲

−
߲ܴ
ݔ߲

,  
߲ܳ
ݔ߲

−
߲ܲ
ݕ߲

) 

 뢟뢠뢡뢢뢣뢤뢥뢦بازی گذاشتی روی آبفرض کن یه قایق اسباب

  .کرل صفره —   میشهجا کنه، قایق فقط جابهاگه آب فقط داره به یه سمت حرکت می

 .چرخهه و میدان داره دور خودش میصفر   غیر کرل    یعنی —   چرخهمی قایق  اون  ،)至چرخه (مثل گرداب   اما اگه آب داره دور یه نقطه می

డொبرگردیم عقب؛ تابع پتانسیل یادته؟ گفتیم اگه میدان برداری    
డ௫

= డ௉
డ௬

= డோ
డ௭

بود اونوقت حتما پایستاره یعنی تابع پتانسیل داره و به مسیر وابسته     

ه تو   نیست؛ حالا اگه اینجوری مشتق هاش برابر باشند، اگه ازش کرل بگیری صفر میشه. میتونی خودت تست کنی، چون این برابری مشتق ها باعث میش
 .مشتق گرفته شده تابع پتانسیلاگه یه میدان برداری کرلش صفر باشه، اون میدان احتمالا از یه ضرب خارجی همشون صفر دربیان؛ پس 

ߘ × ࡲ = 0    ⇒ ࡲ    =  ݂ߘ
 

 

 

,࢞)ࡲ   کرل میدان مثلا)  ࢟, (ࢠ = ,ࢠ࢟) ,࢞ࢠ  بیار.دست به ور  (࢟࢞

ߘ × ) ×    →    ࡲ
߲

ݔ߲
߲

ݕ߲
߲

ݖ߲
)

ݖݕ) ݔݖ (ݕݔ
= ቈቆ

(ݕݔ)߲
ݕ߲

−
(ݔݖ)߲

ݖ߲
ቇ , − ቆ

(ݕݔ)߲
ݔ߲

−
(ݖݕ)߲

ݖ߲ ቇ , ݔ߲(ݔݖ)߲)
−

(ݖݕ)߲
ݕ߲

)቉ = (0,  0,  0) 

膆  نیست و میتونه پایستار باشه.، میدان چرخشی هستشچون کرل صفر  

  

  

ࡲ    برداری میدان ببینمثلا)  = ࢏(ݔ2) + ࢐(ݕ3) +  چرخشی هستش یا نه؟ پایستار چطور؟ اگه میتونه پایستار باشه، تابع پتانسیل اش چیه؟   ࢑(ݖ4)

  뇤뇸뇹뇥뇦뇷ابلاغ بفرمایید به عمه طراح سوال بنده رو ای، سلام عجب سوال ترکیبی پاره کننده 

  خب اول بریم کرل بگیریم ببینیم چرخشی هستش یا نه، اگه غیرچرخشی باشه یعنی کرل صفر بشه، حتما پایستاره و تابع پتانسیل داره!

ߘ × ) ×    →    ࡲ
߲

ݔ߲
߲

ݕ߲
߲

ݖ߲
)

ݔ2) ݕ3 (ݖ4
= ቈቆ

(ݖ4)߲
ݕ߲

−
(ݕ3)߲

ݖ߲ ቇ , − ቆ߲(4ݖ)߲ݔ
−

(ݔ2)߲
ݖ߲ ቇ , ݔ߲(ݕ3)߲)

−
(ݔ2)߲

ݕ߲
)቉ = (0,  0,  0) 

膆     ه. حالا بریم سراغ تابع پتانسیل اش : تابع پتانسیل داشته باش   نهتوو می یه غیرچرخشپس این میدان  

  گیریم : می) (نسبت به    انتگرال   (ݔ)ܲ  مثلا از مولفهاش رو پیدا کنیم، برای اینکه تابع پتانسیل    دوباره

න ݔ݀(ݔ)ܲ = ,ݔ)݂ (ݕ              →            න ݔ݀ݔ2 = ଶݔ + ܿ 

  کنیم : رو پیدا می   ܿاینجوری اون    ، پس مساوی میزاریم و انتگرال بگیریم، حتما مولفه دومی میدان رو میده  ݕداره اذیت میکنه، اگه ازش نسبت به      ܿخب اون    



 

 

 بĝ فصل بعدی

߲݂
ݕ߲

= (ݕ)ܳ          →           
ଶݔ)߲ + ܿ)

ݕ߲
= →         ݕ3          

݀(ܿ)
ݕ݀

=         ݕ3
௬  انتگرال از دو  طرف  نسبت  به
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ          න

݀(ܿ)
ݕ݀

= න ݕ3 →         ݕ݀          ܿ =
ଶݕ3

2
 

,ݔ)݂شد    تا اینجا پس تابع پتانسیل مون  (ݕ = ଶݔ + ଷ௬మ

ଶ
,ݔ)݂متغیره است، پس  متغیره است پس حتما این تابع پتانسیل مون هم سه ولی چون میدان سه    ,ݕ (ݖ = ଶݔ + ଷ௬మ

ଶ
+ یعنی   (ݖ)ܥ

  مشتق بگیریم و مساوی مولفه سوم بزاریم تا تابع پتانسیل مون به دست بیاد :   ݖباید از همین نسبت به    

߲݂
ݖ߲

= (ݖ)ܴ          →           
߲ ൬ݔଶ + ଶݕ3

2 + ൰ܥ

ݖ߲
= →         ݖ4          

݀(ܿ)
ݖ݀

=         ݖ4
௬  انتگرال از دو  طرف  نسبت  به
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ         න

݀(ܿ)
ݕ݀

= න ݖ4 →         ݖ݀          ܿ =  ଶݖ2

,ݔ)݂پس تابع پتانسیل مون شد :     ,ݕ (ݖ = ଶݔ + ଷ௬మ

ଶ
+    ଶݖ2

رو میده و همینطوری تا   ܳمشتق بگیریم مولفه دوم یعنی    ݕرو میده، اگه نسبت به      ܲمشتق بگیریم مولفه اول یعنی    بچه ها منطق مون این بود که تابع پتانسیل رو اگه نسبت به    

  درسته؟  뇤눜눝눞눟눠눡踰踱踲踳 سازهمی  رو همون چیزیه که وقتی ازش گرادیان بگیری، میدانسومی... چون تابع پتانسیل 

  حالا بچه ها خیلی خلاصه تر هم میتونیم حل کنیم، اینجوری : 

݂ߘ = ܨ⃗ ⇒

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

߲݂
ݔ߲

= ݔ2

߲݂
ݕ߲

= ݕ3

߲݂
ݖ߲

= ⎭ݖ4
⎪⎪
⎬

⎪⎪
⎫

                 
از دو  طرف  انتگرال بگیریم
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ                

(ݔ)݂ = ଶݔ

(ݕ)݂ =
ଶݕ3

2
(ݖ)݂ = ଶݖ2

           
پس
ሱሮ ,ݔ)݂               ,ݕ (ݖ = ଶݔ +

ଶݕ3

2
+  ଶݖ2

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  


