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Version : dey 1402 Power series and Laplace



 

(        نقشه راهنما )یه وقت گم نشی

به هیچ وجه رایگان نیست، هزینه اش پرداخت حداقل یک انتقاد به نویسنده برای بهتر   این جزوه ● 

      ...و فرستادنش به حداقل دو نفر از بهترین دوستاته     شدنشه

یادگیری داره...روی تاثیر بیشتری از پرینت غافل نشو، جزوه ای که جرم داره    ●



 سری چیه؟!

  نشونش میدن. ∑و با    ه دنباله از عددها میگن سری)یعنی جمع( یبه مجموع 

 سری توانی چیه؟!

 ای اون عدد میشن(نی منه )این یع  به توان برسنa ای مثل  نقطه یه  سری هایی که حول

 

معادله چیه؟نقطه عادی و غیرعادی 

اگه نبود  ،باشهباید یک   "yمعادله استاندارد این شکلیه که ضریب اگه یادت باشه قبلا گفتم   

خودت استانداردش کن.

گفتیم تو حسابان می بهش میگیم غیرعادی )صفر کنه مخرج ضریب هارو حالا هر عددی که 

(      تعریف نشده یادته

 نقاط غیرعادی این معادله چین؟  مثلا(

(𝑥2 − 4)(𝑥 + 1)𝑦" + (𝑥 + 1)𝑦′ + (𝑥2 − 4)𝑦 = 0 

ma+…+4+a3+a2+a1a

  بی نهایتاز صفر تا    nیعنی به 

 عدد بدی و با هم جمع کنی

 رو صفر میگیریم  aمعمولا ما 

= (𝑥 − 𝑎)1 + (𝑥 − 𝑎)2+ ⋯ + (𝑥 − 𝑎)𝑛 



 منظم و نامنظم  : غیرعادی ها دو نوع اند نقطهخود 

"𝑦:    فرض کن اینجوری بشهبعد از اینکه استاندارد کردی  + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = ⋯ 

 سازی : می دو معادله   

      عزیزمبینی تو معادله رو بساز می اش کجا بود؟ مخرج حاجی این      

𝑥(𝑥    این معادله رو تحلیل کننقاط   مثلا(  − 1)3𝑦" + (𝑥 − 1)𝑦′ + (𝑥 + 1) = 0 

 0x جای( رو میزاری غیرعادیعدد )نقطه 

 اگه حتیگیری( )حد میها xو همه 

نامنظم   یکیشو صفر کرد اون  مخرج

غیرعادی هستش.

اول چک کن، اگه    ،، پس اگه گفت حول فلان نقطهبرای اکثر معادله ها، همه نقاط عادی اند

 هم نگفت یعنی همون حول صفر 

 ؟با سری توانی معادله دیفرانسیل حل کنیم حالا چطوری

)برای نقاط عادی( 



 مرحله اول(

 

 جایگذاری میکنی  مرحله دوم(

 کنیمی  هم شروعمیکنی بعدش سری هارو     هم توانهارو    xاول  مرحله سوم( 

 نویسی! و جواب رو می  دنباله بازگشتی رو به دست میاری  مرحله چهارم(

فرض میکنیم    همیشهاگه سوال نگه 

جواب این شکلیه و مشتق   ؛ حول صفره

نویسیم هاشو هم می 

حول هر نقطه ای خواست اونو   

سری و مشتق   و    tمیزاری جای 

نویسی   می هاشو 

گیری زیر سری   می  هم مشتق     و نگاهبالا ر

تفریق میشه و برعکسبرعکسه، اگه جمع کنی، 

های دیگه که داخل سری هستن  nکاری میکنی، همه   هستش رو دست  nکه  xهرچی توان 

بده ولی زیر سری رو برعکس حرکت  ،کاری کنرو هم همونجوری دست 



، اونایی که عقب ترن باید سری هارو هم شروع کنیها تو سری ها،  x بعد از هم توان کردن

 رو از سری بنداز بیرون تا باهم یکی بشن.

عدد    nرسی که وقتی به این حساب کتاب ها به یه رابطه می حالا دنباله بازگشتی چیه؟ آخر 

تابع   که همون جوابه؛ اما بعضی دنباله هارو میشه به یه  رسیمی دنباله  به یهمیدی 

 هستش(نسبتش داد )یعنی این تقریبا همون تابع   

مثال پایین رو به ترتیب بخون بعد بیا اینجا رو دوباره         دیگه قطعا گیج شدی رفت پی کارش 

 ببین.

اگه به سمت راستی ها   

رسیدی، چپیه رو جاش 

نویسی می

سری رو بیار جلوپایین  nهرچقدر نیازه بنداز بیرون و 

        رو به روش مزخرف سری ها حل کن y'-y=0معادله دیفرانسیل   مثلا(

فرضش میکنیم  x=0ون نگفته حول چ حل(

اینجا خودش "هم شروع" شد 

=

=

=



"𝒚 اینو داشته باش   مثلا( + 𝒙𝒚 = 𝟎   

حالا معادله رو حول نقطه غیرعادی منظم چطور حلش کنیم؟

  x: فقط وقتی  گرفتی چی شد

سری ضرب بشه )یعنی تو 

باشه مثل این سوال،  yپشت 

باید هم توان کنی



"𝑦کنیم  :    اول معادله رو استاندارد می  + 𝑎𝑦′ + 𝑏𝑦 = 0

مثل قبل     سازی وبعدش مثل نقطه عادی همون دو معادله رو می

گذاشتیم که   ها می  ایکس )قبلا هم جای همه    گیریازش حد می 

...یعنی همون حد(

میزاری و دو تا ریشه درمیاری بعدش اون دوتارو در معادله مشخصه 

r(r-1)+Qr+P=0  : معادله مشخصه 

اون یکی    ولی  حالا این دوتا ریشه رو که گیر میاری، دو جواب داری که یکیش همیشه ثابته

… ریشه ها برابر بشن یا اختلاف شون صحیح نشه بستگی به این داره که 

رو هم  1yهارو پیدا کنیم و   rپس همیشه باید هول نکن،   به سری بالایی میگن فروبنیوس؛  

مثالیادت باشه هرجا قفل کردی سریع برو سراغ     گیر بیاریم، کلا هم 

فرض   ( 1rداشته باشه، نه  rتوانش فروبنیوس خام )یعنی  : اول جواب رو به صورتبرای حل 

به معادله بازگشتی رسیدیم،   میکنیم بعد با مشتق هاش جایگذاری میکنیم، حالا وقتی   

 .هارو میزاریم  rاونجا 

رو میزاری و هرکدوم یه جواب به صورت    rها صحیح نشه، دو تا  rای حالتی که اختلاف بر

     پایینبدو بدو سراغ مثال   حالت دوم رو هم باید تو مثال ببینی،    سری بهت میدن...

مونه...شروعش همون صفر می  nگیری، نکته : وقتی از سری فروبنیوس مشتق می 

𝟐𝒙𝟐𝒚" + 𝟑𝒙𝒚′ − (𝟏 + 𝒙)y=0 حل کنیم  حول نقطه صفر بیا اینو    (مثلا

Learn with video 





حالا ممکنه بگی چجوری الگو شو پیدا کردی؟!     



...آما آما بین خودمون   های مختلف بده nید خودت قلق گیری کنی، بهش بااگه دونه دونه میخوای   

میده، مثلا تو این سوال : یه راه حلی داره که معمولا جواب    🫢 باشه

)دنباله بازگشتی(  naولی کلا میتونی همون 

دیگه  y(x) تو سری naبزاری جای  رو

𝒙𝟐𝒚" + 𝒙(𝒙 − 𝟏)𝒚′ + (𝟏 − 𝒙)y=0 )حلش   حول صفر        بریم که دهنت قراره سرویس بشه    مثلا

     کن



این   از استادا لی اینم بهت بگم که معمولا ، وقلق داره (       زیادهاینجاش یه کوچولو )منظورم خیلی 

تو امتحان سوال نمیدن، جهت محکم کاری آوردم یاد بگیری... (ها برابر بشه rقسمت )یعنی 

زیر سری ها نداریم، پس برای "هم توان" کردن یادت    ،منفی  n ما  یه سری نکته دم دستی :

 شروع( بیاد جلو  n همونزیر سری ) nرو باید بیاری عقب که  بیشترهاش  xتوان باشه اونی که 

اگه     ،ها عدد بدی و بیاری بیرون nبه جای زیر سری ها صفره(  n)معمولا برای "هم شروع" شدن باید 

 همین الان برگرد مثال هارو نگاه کن... نفهمیدی 

رو بده    y فرمولی به دست اومده که تو نسخه قبلی گفتم اگه یهاز همون  (2r =1r)حالت دوم   جالبه

چی بود برگرد نسخه اول رو بخون... "V"اگه نمیدونی  ،(1y=V2y) اینجوری گیر میاریم اون یکی رو 



 لاپلاس

.   کلا هدف ما اینه که یه جوری معادله دیفرانسیل رو ساده کنیم که بتونیم راحت حلش کنیم 

ه روشه اونم یتو قسمت قبل داشتیم با سری ها اینکارو میکردیم )که سخت تر هم شد ولی 

( حالا اینجا میخوایم از انتگرال کمک بگیریم.، سخت نگیردیگه

ش   ر کنیم و بعد از حل دوباره به حالت اول بَ ما با انتگرال یه تابع رو به یه تابع دیگه تبدیل می 

گردونیم، به این کلا میگن تبدیل انتگرالی می   

پس ما کلی میتونیم از این تبدیل ها داشته باشیم اما یکی از مهم تریناش تبدیل انتگرالی   

که به کار ما میاد : لاپلاس هستش   

هسته تبدیل چیزیه که تو تابع مون ضرب میکنیم بعد   

ازشون انتگرال میگیریم تا به اون تابعی که میخوایم   

)مبدل( که کار ما راحت بشه تبدیل بشن

ضرب کنی و انتگرال از صفر     𝒔𝒕−(𝒆)هر تابعی رو در    خب 

 اش رو گیر میاری نهایت بگیری ازش، مبدل لاپلاس تا بی 

ن همونه ایf(x)=f(t)ببین فرقی نداره 

f(t)=1 رو پیدا کن تابع این تبدیل لاپلاس  مثلا(

f(t)=t میشهیکی چی تبدیل لاپلاس این  مثلا(



الا چجوری با لاپلاس معادله دیفرانسیل حل کنیم؟ ح  

، آخرش لاپلاس   رو تنها میکنی تابع  یه طرف لاپلاس ، گیریمعادله لاپلاس می  تک تک اجزاءاز 

(شیمی تو مثال متوجه وحشت نکن گیری تا همه برگردن سرجاشون )معکوس می 

f(t)=sin(at) تبدیل لاپلاس این تابع رو پیدا کن مثلا(

𝒇(𝒕)    تهبیخ ریش  تبدیل لاپلاس این تابع  مثلا( = 𝑒𝒂𝒕

 yتابع  همون لاپلاسه  Lحرف 

 ازش  هستش که آخرش 

 گیری   لاپلاس معکوس می 

 🫢رو پیدا کنی yتا خود 

که راحت    بگیریم  رو یه چیزی (y)بیا لاپلاس تابعی که دنبالشیم  (کوچولوقانون چند تا 

 Lمثلا ،   باشیم 

دو تا رو هم حفظ کن که  این ( چی میشه؟ بیا       دیفرانسیلمیدونی اگه از لاپلاس مشتق بگیری )یا حضرت 

خیلی به کارت میاد 



 

 

هی خوشگله، همیشه اول سوال

بهت چند تا مقدار اولیه هم میده پس

جوابی که به دست میاد، خصوصیه

 

واب خصوصی چی بود؟! خودت بگو ج

y"-y'-2y=0    ،y'(0)=0  y(0)=1بفرما سوال  مثلا(



لاپلاس معکوس اون کسر رو که بلد نیستیم پس       خب غر نزن

بگو تفکیک کسر بلد    باید تفکیک شون کنیم تا ساده بشه؛ پس

دیگه نیستم   

y"+y=sin(2t) ، y'(0)=1  y(0)=0 بفرما سوال مثلا(

🫢آب دستته بزار زمین

برگرد اینجا... اینو خوب بخون بعد  74تا  67صفحات 



اون مقدار اولیه هارو تا یه مرتبه مشتق کمتر از بزرگترین مشتق )مرتبه  نیست بدونی : دب

چون معادله مرتبه دو بود، تا مقدار مشتق اول رو بهت معادله( بهت میده، مثلا تو مثال قبلی 

(     )جدی نگیر تا بیشتر از مرتبه دو که حل نمیکنی تو امتحان داده بود.

 

صفره بعد اون یهو میشه یک،    Cتابع پله ای : ببین یه تابع داریم که مقدارش تا قبل یه عددی مثل 

نوع نوشتن نماد شو ببینبهش میگیم پله ای، حالا 

خب حالا به چه دردی میخوره؟ وقتی تابع چند ضابطه ای داری برای اینکه بتونی راحت ازش لاپلاس   

یعنی چند ضابطه ای هارو به پله ای تبدیل میکنیم چون لاپلاس اونارو بلد   بگیری به این نیاز داری،   

 نیستیم ولی لاپلاس اینو بلدیم 

     فقط تابع هارو اینجوری به تابع پله تبدیل میکنی 

مثل    یه وقت فکر نکنی ضربی چیزیه، ،میزارن برای خود تابع پله است u جیگر اون پرانتزی که جلوی   

 تپق نزنی...        هستش   xضربدر  fیعنی  f(x)فکر کنی مونه این می 

همون تابع رو   معکوس ، لاپلاس   گرفتن معکوس تو لاپلاس   ● ببین وقتی یه تابعی تو پله ضرب میشه،

بشه؛ به جای اخم کردن برو مثال سوم و چهارم  C منهایاید ب( tهمون غیرش )مت باید بگیری ولی 



نداره )چون متغیر نیست بلکه عدده( ]مثال چهار[  Cیه عدد شد دیگه منهای  eفقط وقتی تابع پشت 



...اش معادله دیفرانسیل حل کنیم بریم ببینیم چجوری با تابع پله و لاپلاس  حالا

 که میشد خود تابع پله بود لاپلاس معکوس گرفتن رو بلد بودی  𝐬𝐭−(𝐞)تا الان از هرچی    خب 

لاپلاس بگیری چی میشه؟  𝐜𝐭(𝐞)حالا از تابع   



 مشتق لاپلاس

یه  میتونیم برای لاپلاس گرفتن از بعضی تابع هایی که سخت ترن )معمولا ضرب دوتا تابع( 

اون بالا بالاها گفتم مشتق   طبق تعریفی که  ، یه تابع د لاپلاس  اول بیا از خو    کاری کنیم :

رسیم...بگیریم ببینیم به چی می 

تابع جدیده رو بلد باشیم، لاپلاس   انگار تغییر متغیر میدیم به طوری که لاپلاس معکوس واقع تابع رو در 

 هم کنار دستش میزاریم... 𝒄𝒕(𝒆)گیریم منتها یه   معکوس هم می 

 ، لاپلاس خود تابع بود X-یعنی اگه کنار یه تابع 

 مشتق بگیر  رو بگیر و بعد از لاپلاسه یه

 لاپلاس خود تابع بود،  𝟐(𝑿) ،اگه کنار یه تابع• 

 لاپلاسش دوبار مشتق بگیر بگیر و از  رو

و تموم... 

    پس کلا اینجوری میشه 

لاپلاس معکوس این تابع    مثلا(

𝟏

𝒔𝟐−𝟒𝒔+𝟓
میشه؟!   چی 



y=tsin(at)لاپلاس اینو بگیر   مثلا(

y=𝒕𝟐sintلاپلاس اینو بگیر   مثلا(

هایی که توان فرد دارن یه منفی هم کنارشون هست، اگه نبود   x ، کلا حواست باشه دیگه

مثال(خودت موقع لاپلاس گرفتن بزار )مثل این 

( این مساوی لاپلاس همون تابع به روی متغیر    نهایتبیتا   sاگه از لاپلاس یه تابع انتگرال بگیری )از 

: خودشه، ایناهاش 

خوره؟خب بریم مثال حل کنیم ببینیم به چه دردی می

y=(𝒄𝒐𝒕)−𝟏لاپلاس اینو بگیر   مثلا(

ستگرال لاپلاان



𝒈(𝒕)لاپلاس اینو بگیر     مثلا( =
𝒄𝒐𝒔(𝒕)−𝒄𝒐𝒔(𝟐𝒕)

𝒕
 

𝑭(𝒔)اینو بگیر     معکوس   لاپلاسمثلا(  =
𝒔

(𝒔𝟐−𝟒)𝟐
 

𝒈(𝒕)لاپلاس اینو بگیر     مثلا( =
𝒔+𝟐

(𝒔𝟐+𝟒𝒔+𝟓)𝟐
 



کانولوشن )پیچش( دو تابع

طبق قانون پایین اگه متغیر یکی شونو کلا یه           میدونستی میتونی دو تا تابع رو تو هم حل کنی؟ 

انتگرال    tبگیری و ازشون از صفر تا   t-xبگیری( و متغیر اون یکی رو  xرو کلا  tچیز دیگه بگیری )مثلا 

     فقط آخرش خوب هم بزن که شیرین بشه بهش میگن پیچش دو تابع، بگیری   

خب به چه دردی میخوره؟ عجله نکن اول چندتا ازش 

بعد بهت میگم...حل کن تا یاد بگیری 

رو گیر بیار  𝒆𝒕و    tکانولوشن دو تابع  مثلا(

رسی...بگیری، هرجور راحتی چون به یه جواب می  gبگیری و کدوم رو  fمهم نیست که کدوم تابع رو 

اینم چند تا ویژگی پیچش که تقریبا هر بلایی میتونی سرش بیاری 

مثلثاتی رو هم حتما  تبدیل "ضرب به جمع" چند تا فرمول 

باید بلد باشی...

Learn with video 



گیر بیار  با خودش روcos(t) کانولوشن تابع  مثلا(

گیر بیار  1  با روcos(t) کانولوشن تابع  مثلا(

      ضرب در یکهلزوما مساوی نیست، فکر نکنی مثل  "f"خود با  "f * 1"پس معلومه که 

 ایناهاش اما چه ربطی به لاپلاس و دیفرانسیل داره؟ 

 )مثلا میشهکنی   رو تفکیک  لاپلاس دو تا تابع میگه اگه● 

 ه به ک  یری و اون دوتایی بگ عکوس م  بعد دوتا کسر(

 ، تابع اصلی رورو اگه کانولوشن بگیری دست میان 

 (      قول میدم این آخریشه، برو سراغ مثالگیر میاری )

 =F(s)معکوس لاپلاس این یارو چی میشه    مثلا(
𝒂

𝒔𝟐(𝒔𝟐+𝒂𝟐)



ع   تاب معکوس لاپلاس   مثلا(
𝟏

(𝒔𝟐+𝟏)𝟐
یر بیاررو گ 

با     ولیببین ما مستقیم بلد نیستیم معکوس لاپلاس اینارو بگیریم 

      کانولوشن میتونیم سر هم بیاریمش

عی   اببه دو تا ت برای لاپلاس معکوس گرفتن، تابعی که داده رو   یادت باشه 

تفکیک کنی که لاپلاس معکوس هر کدوم رو بلد باشی 

 =F(s)ع تاب معکوس لاپلاس   مثلا(
𝟏

(𝒔−𝟏)(𝒔+𝟐)
یر بیار رو گ 

برای بهتر فهمیدن باید بدونی مثلا اگه به جای ضرب، جمع بود راحت   

(   )قبل از کانولوشن همینجوری یاد گرفته بودی گرفتیم لاپلاس معکوس می 

    شد اینجوری می  همین مثال بالا 

y(0)=0  ,  y'(0)=0  y"+9y=t این معادله دیفرانسیل دهنتو شیرین کن به  مثلا(

Learn with video 



   y"+y=2t  y(0)=0  ,  y'(0)=0این معادله دیفرانسیل رو حل کن   مثلا(

     اینو به دو روش حل کردم ببینی یادآوری بشه 

کنیم   بیا این مثال رو به همه روش هایی که یاد گرفتیم حل خب 

"𝒚 تا مروری بشه : + 𝒚 = 𝒆𝒙   

y(0)=0  ,  y'(0)=0با فرض  





دیدی که همشون یه جواب میشن...

اینجا همگن هاشو خوندیم )یعنی   به روش سری هم میشه حل کرد؟! معلومه فقط 

...سپرم به تو، حل کردی حتما بفرست طرف راست معادله صفر بود(، اینو می 
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