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فهرست فصل‌ها

۴فصل اول — آشنایی با نظریهٔ اعداد۱

۴۱فصل دوم — گراف و مدل‌سازی۲

۷۴فصل سوم — ترکیبیات )شمارش(۳

۳
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گام به گام ریاضیات گسسته دوازدهم - فصل اول
آشنایی با نظریهٔ اعداد

فهرست

۱۰صفحه ۲ · پرسش — کافی بودن مثال برای اثبات۱

۱۰صفحه ۳ · کار در کلاس — اثبات یا رد با مثال نقض۲

۳a·b = ۰ ۱۱صفحه ۴ · چرا؟ — اثبات

۱۱صفحه ۵ · کار در کلاس — اثبات مستقیم و بررسی حالت‌ها۴

۱۲صفحه ۶ · چرا؟ — عامل‌های فرد۵

۱۲صفحه ۶ · کار در کلاس — اثبات به روش برهان خلف۶

۷a² = b² و a = b ۱۳صفحه ۶ · چرا؟ — هم‌ارزی

۱۳صفحه ۷ · کار در کلاس — هم‌ارزی و نابرابری۸

۹)a + ۱/a ≥ ۲ ۱۳صفحه ۷ · پرسش — هم‌ارزی دو شرط )مثال

۱۰n² و n ۱۴صفحه ۸ · کار در کلاس — هم‌ارزی زوج بودن

۱۴صفحه ۸ · تمرین — تمرین ۱ — اثبات به روش بازگشتی۱۱

۱۵صفحه ۸ · تمرین — تمرین ۱۲۲

۴
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۱۵صفحه ۸ · تمرین — تمرین ۱۳۳

۱۵صفحه ۸ · تمرین — تمرین ۱۴۴

۱۵صفحه ۸ · تمرین — تمرین ۱۵۵

۱۶صفحه ۸ · تمرین — تمرین ۱۶۶

۱۶صفحه ۱۰ · کار در کلاس — تکمیل رابطهٔ عاد کردن۱۷

۱۷صفحه ۱۰ · کار در کلاس — رابطهٔ عاد کردن و توان۱۸

۱۷صفحه ۱۰ · سؤال — a | bc و عاد کردن یکی از عوامل۱۹

۲۰a | b و ka | kb — ۱۷صفحه ۱۰ · سؤال

۱۸صفحه ۱۱ · تکمیل اثبات — ویژگی ۲ )تعدی(۲۱

۲۲a | b � a | bⁿ — ۱۸صفحه ۱۱ · سؤال

۱۸صفحه ۱۱ · تکمیل اثبات — ویژگی ۳ )مجموع و تفاضل(۲۳

۲۴a | b + c — ۱۸صفحه ۱۱ · سؤال

۱۹صفحه ۱۱ · تکمیل اثبات — ویژگی ۴ و نتیجهٔ آن۲۵

۲۶a | ۶m+۵ و a | ۷m+۶ — ۱ ۱۹صفحه ۱۱ · کار در کلاس — کار در کلاس

۱۹صفحه ۱۲ · کار در کلاس — کار در کلاس ۲ تا ۲۷۴

۲۸a | ۷k+۶ و a | ۹k+۷ — ۱۹صفحه ۱۲ · تکمیل مثال

۵
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۲۹n توسط اعداد ۱ تا !n ۲۰صفحه ۱۲ · چرا؟ — عاد کردن

۲۰صفحه ۱۳ · پرسش — توضیح شرط‌های ب م م و ک م م۳۰

۳۱a | b ۲۰صفحه ۱۳ · کار در کلاس — ب م م و ک م م وقتی

۳۲۱ = )p, a( — ۲۱صفحه ۱۴ · کار در کلاس

۲۱صفحه ۱۴ · تکمیل مثال — باقیماندهٔ ۲m − ۵n بر ۳۳۱۷

۳۴m ۲۱صفحه ۱۵ · مسئله — مسئلهٔ ۱ — زوج یا فرد بودن

۲۲صفحه ۱۵ · مسئله — مسئلهٔ ۲ — اعداد اول بزرگ‌تر از ۳۵۳

۲۲صفحه ۱۵ · مسئله — مسئلهٔ ۳ — مربع عدد فرد۳۶

۲۳صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۳۷۱

۲۳صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۳۸۲

۲۳صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۳۹۳

۲۴صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۰۴

۲۴صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۱۵

۲۴صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۲۶

۲۴صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۳۷

۲۵صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۴۸
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۲۵صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۵۹

۲۵صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۶۱۰

۲۵صفحه ۱۶ · تمرین — تمرین ۴۷۱۱

۲۶صفحه ۱۷ · تمرین — تمرین ۴۸۱۲

۲۶صفحه ۱۷ · تمرین — تمرین ۴۹۱۳

۲۶صفحه ۱۷ · تمرین — تمرین ۵۰۱۴

۲۶صفحه ۱۷ · تمرین — تمرین ۵۱۱۵

۲۷صفحه ۱۷ · تمرین — تمرین ۱۶ — ب م م و ک م م۵۲

۲۷صفحه ۱۸ · فعالیت — فعالیت ۱ تا ۴ — دستهٔ اعداد با باقی‌مانده یکسان۵۳

۲۸صفحه ۱۹ · تکمیل اثبات — ویژگی ۱ هم‌نهشتی۵۴

۲۸صفحه ۱۹ · تکمیل اثبات — ویژگی ۲ هم‌نهشتی۵۵

۲۸صفحه ۲۰ · تکمیل اثبات — ویژگی ۳ هم‌نهشتی۵۶

۲۹صفحه ۲۰ · تکمیل اثبات — ویژگی ۴ هم‌نهشتی۵۷

۲۹صفحه ۲۱ · تکمیل مثال — باقیماندهٔ ۲۹۶ بر ۵۸۱۱

۲۹صفحه ۲۲ · فعالیت — فعالیت — بسط در مبنای ده و باقی‌ماندهٔ تقسیم بر ۵۹۹

۳۰صفحه ۲۳ · فعالیت — فعالیت )ادامه( — قاعدهٔ باقی‌مانده بر ۶۰۹

۷
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۳۰صفحه ۲۳ · کار در کلاس — کار در کلاس ۱ — پیمانهٔ ۶۱۳

۳۱صفحه ۲۳ · کار در کلاس — کار در کلاس ۲ — پیمانهٔ ۶۲۱۱

۳۱صفحه ۲۳ · کار در کلاس — کار در کلاس ۳ — پیمانه‌های ۲، ۵ و ۶۳۱۰

۳۱صفحه ۲۴ · فعالیت — فعالیت ۱ — روز هفتهٔ ۱۲ بهمن۶۴

۳۲صفحه ۲۴ · فعالیت — فعالیت ۲ — ۲۲ بهمن۶۵

۶۶۶x � ۱۱ (mod ۹) ٔ۳۲صفحه ۲۵ · چرا؟ — معادله

۳۳صفحه ۲۶ · فعالیت — فعالیت ۱ — وزن‌کردن کیسهٔ ۱۹ کیلویی۶۷

۶۸۴x + ۵y = ۹ ٔ۳۳صفحه ۲۷ · کار در کلاس — کار در کلاس ۱ — حل معادله

۳۴صفحه ۲۷ · کار در کلاس — کار در کلاس ۲ — تعداد روش‌های وزن‌کردن ۱۹ کیلو۶۹

۳۴صفحه ۲۸ · مثال — تکمیل راه‌حل: تبدیل ۱۸۰۰۰ تومان به اسکناس‌های ۲۰۰۰ و ۵۰۰۰ تومانی۷۰

۳۴صفحه ۲۸ · مثال — تکمیل راه‌حل: سفارش غذای ۵ نفر در رستوران۷۱

۳۵صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۲۱

۳۵صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۳۲

۳۵صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۴۳

۳۶صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۵۴

۳۶صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۶۵
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۳۶صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۷۶

۳۶صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۸۷

۳۷صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۷۹۸

۳۷صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۸۰۹

۳۷صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۸۱۱۰

۳۷صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۸۲۱۱

۳۸صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۸۳۱۲

۳۸صفحه ۲۹ · تمرین — تمرین ۸۴۱۳

۳۸صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۱۴ — حل معادلات هم‌نهشتی۸۵

۳۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۸۶۱۵

۳۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۸۷۱۶

۳۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۸۸۱۷

۳۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۸۹۱۸

۴۰صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۹۰۱۹

۴۰صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۹۱۲۰

۹
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این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

پرسشصفحه ۱۲

آیا ارائه این مثال‌ها برای برقراری گزاره‌های الف و ب کافی هستند، اگر کافی نیست آیا ارائه مثال‌های بیشتر
کفایت می‌کند؟

خیر. مثال‌ها فقط درستیِ گزاره را در چند حالت خاص نشان می‌دهند و هرگز نمی‌توانند درستی گزاره را برای
همهٔ حالت‌ها ثابت کنند؛ حتی با افزودن مثال‌های بیشتر هم نمی‌توان از درستی در چند مورد، درستی در همهٔ

موارد را نتیجه گرفت.

برای نمونه، گزارهٔ ب برای n = ۱, ۲, ۳, ۴ درست است )۵، ۱۷، ۲۵۷ و ۶۵۵۳۷ اول‌اند( ولی برای n = ۵ داریم
 که اول نیست. پس یک مثال نقض برای رد گزاره کافی است، اما برای

اثبات یک گزارهٔ کلی باید استدلالی بنویسیم که همهٔ حالت‌ها را پوشش دهد.

کار در کلاسصفحه ۲۳

هریک از گزاره‌های زیر را اثبات و یا با ارائهٔ مثال نقض رد کنید.
الف( مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است.

 : y و x ب( برای هر دو عدد حقیقی
 اول است.پ( برای هر عدد طبیعی بزرگ‌تر از ۱، عدد 

ت( مجموع هر دو عدد گویا، عددی گویاست.
 آنگاه B = C.ث( اگر برای سه مجموعهٔ A ، B و C داشته باشیم 

 مربع کامل است.ج( اگر k حاصل‌ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آنگاه 

(. آنگاه می‌گیریم ) و  دو عدد فرد را درست است.
 که مضرب ۲ و در نتیجه زوج است.

. ولی  مثال نقض: x = y = ۱ ؛ آنگاه نادرست است.

 اول نیست. مثال نقض: n = ۴ ؛ عدد نادرست است.

 و صحیح بودن a, b, c, d( را در نظر می‌گیریم: )با  و  دو عدد گویای درست است.
 ، پس حاصل گویاست.. صورت و مخرج کسر حاصل صحیح‌اند و 

 ولی ؛ در این صورت  مثال نقض: نادرست است.
.

۱۰
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. آنگاه فرض کنیم دو عدد طبیعی متوالی n و n+۱ باشند، یعنی درست است.
 که مربع کامل است.

چرا؟صفحه ۳۴

)مثال: اگر a و b دو عدد حقیقی باشند و ab = ۰ آنگاه a = ۰ یا b = ۰.( الف( اگر a = ۰ ، در این حالت حکم برقرار
است )چرا؟(

حکمی که باید ثابت شود به صورت »a = ۰ یا b = ۰« است. وقتی a = ۰ باشد، جملهٔ نخست این »یا« درست است
و گزارهٔ ترکیبی »p یا q« هرگاه یکی از اجزایش درست باشد، درست است؛ بنابراین بدون هیچ محاسبهٔ دیگری

حکم برقرار می‌ماند.

کار در کلاسصفحه ۴۵

 زوج است.الف( اگر a و b دو عدد صحیح باشند و ab عددی فرد باشد، ثابت کنید 
 یک عدد زوج باشد ثابت ، اگر  است و  یک زیرمجموعه از مجموعهٔ ب( 

.کنید 

 اگر a زوج بود، ab هم زوج می‌شد؛ پس چون ab فرد است، هم a و هم b فرد هستند:الف(
. آنگاه

که عددی زوج است.

 همهٔ حالت‌های n در S را بررسی می‌کنیم:ب(

n؟زوج یا فرد n � A

—فرد۱۱

—فرد۲۹

بلهزوج۳۳۶

بلهزوج۴۱۰۰

—فرد۵۲۲۵

—فرد۶۴۴۱

۱۱
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تنها به ازای n = ۳ و n = ۴ حاصل عبارت زوج می‌شود و این دو عدد در A قرار دارند؛ پس هرگاه حاصل زوج
.n � A ،باشد

چرا؟صفحه ۵۶

 هم همان اعداد ولی به ترتیب دیگری قرار گرفته‌اند. ثابت اعداد صحیحی هستند و )مثال: 
 هم باید عددی زوج است.( ... پس هر سه عامل کنید 

عددی فرد باشند )چرا؟( و در نتیجهٔ مجموع آنها هم باید عددی فرد باشد.

حاصل‌ضرب چند عدد صحیح فقط وقتی فرد است که همهٔ عامل‌ها فرد باشند؛ زیرا اگر دست‌کم یکی از
عامل‌ها زوج باشد )مضرب ۲(، کل حاصل‌ضرب مضرب ۲ و زوج می‌شود. پس فرض فرد بودن حاصل‌ضرب، فرد

بودن هر سه عامل را نتیجه می‌دهد.

 ها با ترتیب ها همان مجموع سه عدد فرد نیز فرد است )فرد + فرد = زوج و زوج + فرد = فرد(. ولی چون 
 زوج است. این تناقضدیگرند، مجموع 

نشان می‌دهد فرض )فرد بودن حاصل‌ضرب( نادرست است.

کار در کلاسصفحه ۶۶

درستی گزاره‌های زیر را با استفاده از روش برهان خلف ثابت کنید.
 نیز گنگ است.الف( اگر x یک عدد گنگ باشد، ثابت کنید 

ب( اگر تابع f در x = a پیوسته ولی g در x = a ناپیوسته باشد، ثابت کنید f + g در x = a ناپیوسته است.

 که نسبت دو عدد و  پس . چون  با  گویا باشد، یعنی  فرض خلف: الف(
 گنگ است.صحیح است و x را گویا می‌کند. این با گنگ بودن x در تناقض است. پس 

 فرض خلف: f + g در x = a پیوسته باشد. چون f هم در a پیوسته است و تفاضل دو تابع پیوسته در یکب(
 در a پیوسته می‌شود. این با ناپیوسته بودن g در a تناقض دارد. پسنقطه، پیوسته است، تابع 
f + g در a ناپیوسته است.

۱۲
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چرا؟صفحه ۷۶

 درست نیست درست است ولی ترکیب دو شرطی )مثال: ترکیب دو شرطی 
)چرا؟(

 هر دو درست‌اند، زیرا و برعکس آن یک شرطی 
 و عامل دوم جز برای a = b = ۰ مثبت است.

 ولی نادرست است: برای a = ۲ و b = −۲ داریم  جهت اما در 
.( پس این ترکیب دو شرطی درست نیست.. )در واقع 

کار در کلاسصفحه ۸۷

 کدام‌یک از ترکیب‌های دو شرطی زیر درست است؟اگر 
 ب( الف( 

. همچنین جهت عکس هم برقرار برای a = −۳ و b = ۲ داریم a < b ولی الف( نادرست است.
 ولی a > b.نیست: برای a = ۲ و b = −۳ داریم 

 همواره برای  و  چون ب( درست است.

. است. پس  همان علامت مثبت است، علامت 

پرسشصفحه ۹۷

.( ... این ترکیب دو شرطی بیان نمی‌کند که کدام گزاره درست است، بلکه)مثال: اگر a > ۰ ثابت کنید 
تنها بیانگر آن است که دو گزاره هم‌ارز هستند و اثبات هر کدام، دیگری را نتیجه می‌دهد. به نظر شما چرا این

دو گزاره هم‌ارز هستند؟ اثبات کدام‌یک ساده‌تر است؟

 در عدد مثبت a جهت نابرابری را تغییر نمی‌دهد و نابرابریچون a > ۰ است، ضرب دو طرف نابرابری 
 به دست می‌آید؛ و برعکس، تقسیم بر a > ۰ هم جهت را حفظ می‌کند. پس هر دو گزاره همزمان

درست یا همزمان نادرست‌اند و هم‌ارزند.

 ساده‌تر است، زیرا کسر ندارد و با انتقال همهٔ جمله‌ها به یک طرف بهاثبات گزارهٔ دوم، یعنی 
 می‌رسد که همواره درست است.

۱۳
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کار در کلاسصفحه ۱۰۸

 هم‌ارزند؟الف( اگر n یک عدد طبیعی باشد، آیا زوج بودن n و زوج بودن 
ب( آیا دو گزارهٔ زیر هم‌ارزند؟

۱( نقطهٔ C روی عمود منصف پاره‌خط AB قرار دارد.
۲( فاصلهٔ نقطهٔ C از دو سر پاره‌خط AB یکسان است.

 و زوج است. برعکس اگر n زوج نباشد،  و  اگر n زوج باشد، الف( بله.
 زوج باشد، n زوج است. پس دو گزاره هم‌ارزند. فرد است؛ یعنی )با عکس‌نقیض( اگر 

 طبق قضیهٔ عمود منصف، هر نقطه روی عمود منصف پاره‌خط از دو سر آن به یک فاصله است )۱ � ۲(ب( بله.
و برعکس، نقطه‌ای که از دو سر پاره‌خط به یک فاصله باشد روی عمود منصف آن قرار دارد )۲ � ۱(. چون هر دو

جهت درست است، گزاره‌ها هم‌ارزند.

تمرینصفحه ۱۱۸

۱- گزاره‌های زیر را به روش بازگشتی )گزاره‌های هم‌ارز( ثابت کنید :
الف( اگر x و y دو عدد حقیقی هم‌علامت باشند داریم : 

ب( برای هر سه عدد حقیقی x ، y و z داریم : 
پ( برای هر دو عدد حقیقی x و y داریم : 

 چون x و y هم‌علامت‌اند، xy > ۰ و ضرب دو طرف در xy جهت نابرابری را حفظ می‌کند:الف(

آخرین گزاره همواره درست است؛ پس حکم ثابت شد.

ب(

که همواره درست است.

پ(

که همواره درست است.

۱۴
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تمرینصفحه ۱۲۸

.۲- عددی حقیقی مانند x ارائه کنید به طوری که 

 : x = −۱ = x جواب است.( : . )همچنین x ≠ ۰ با x < ۱ در واقع هر .

تمرینصفحه ۱۳۸

۳- اگر � و � دو عدد گنگ باشند ولی �+� گویا باشد، ثابت کنید �−� و �۲+� گنگ هستند.

 با s گویا.فرض کنیم 

 گویا و در نتیجه  گویا باشد. با جمع کردن دو رابطه  فرض خلف: گنگ بودن �−� :
می‌شود که با گنگ بودن � تناقض دارد.

 گویا می‌شود که با گویا باشد. آنگاه  فرض خلف: گنگ بودن �۲+� :
گنگ بودن � تناقض دارد.

تمرینصفحه ۱۴۸

؟۴- آیا اعداد صحیحی مانند x و y وجود دارند که 

؛ یعنی هر زوج )x, y( که دست‌کم یکی از آنها صفربله. 
 : y = ۵ و x = ۰ ًباشد، مثلا.

تمرینصفحه ۱۵۸

۵- آیا مقادیر حقیقی و ناصفر a و b چنان وجود دارند که 

: فرض کنیم چنین a و b وجود داشته باشند. با ضرب دو طرف در 

مجموع دو عبارت نامنفی فقط وقتی صفر است که هر دو صفر باشند، پس b = ۰ و سپس a = ۰ که با ناصفر
بودن a و b تناقض دارد. بنابراین چنین مقادیری وجود ندارد.

۱۵
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تمرینصفحه ۱۶۸

۶- گزاره‌های زیر را اثبات و یا با ارائهٔ مثال نقض آنها را رد کنید.
الف( مربع و مکعب هر عدد فرد عددی فرد است.

ب( میانگین پنج عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است.

 ، حاصل‌ضرب و . آنگاه  فرض کنیم الف( درست است.
.(دو عدد فرد است و فرد است )یا مستقیماً 

 است و میانگین می‌گیریم. مجموع آنها  پنج عدد متوالی را ب( درست است.
 که همان عدد وسطی است.

کار در کلاسصفحه ۱۷۱۰

۱- با توجه به تعریف رابطهٔ عاد کردن جاهای خالی را پر کنید.
الف( 

ب( 
پ( 
ت( 
ث( 
 یا ج( 
 و چ( 

 برای هر عدد صحیح ناصفر a درست است )q = ؛ در واقع هر عدد )مثلاً ۱۸( : 
.)۰

 یا 

 و 

۱۶

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

کار در کلاسصفحه ۱۸۱۰

۲- با استفاده از تعریف عاد کردن و قوانین ضرب و تقسیم اعداد توان‌دار با پایه‌های برابر، ابتدا نشان دهید که
 و سپس ثابت کنید :

( و )راهنمایی: 

. ؛ پس طبق تعریف  با  قرار دهیم،  ؛ اگر الف(

 صحیح است. پس طبق عدد  و چون  . آنگاه  فرض کنیم حالت کلی:
.تعریف عاد کردن 

سؤالصفحه ۱۹۱۰

 می‌توان نتیجه گرفت که a حداقل یکی از دو عدد b و c را عاد می‌کند؟ به گزاره‌های زیرسؤال : آیا از اینکه 
دقت کنید و پس از آن پاسخ دهید :

 و  و الف( 
 و  و ب( 
 و  و ج( 

خیر؛ نمی‌توان نتیجه گرفت. در موارد )الف( و )ب( a یکی از دو عدد )یا هر دو( را عاد می‌کند، ولی در مورد )ج(
 در حالی که ۶ نه ۳ را عاد می‌کند و نه ۴ را. پس این مثال نقض نشان می‌دهد حکم درداریم 

حالت کلی برقرار نیست. )اگر a عددی اول باشد این نتیجه درست است.(

سؤالصفحه ۲۰۱۰

( ؟ ) می‌توان نتیجه گرفت  ؟ آیا از  می‌توان نتیجه گرفت که سؤال : آیا از اینکه 

. این جهت برای هر عدد صحیح k برقرار است.جهت اول:

 مجاز است؛ پس اگر . تقسیم بر k فقط برای جهت دوم:

. نتیجه می‌شود باشد از 

۱۷
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تکمیل اثباتصفحه ۲۱۱۱

 ؛ و  ؛ اثبات : ویژگی ۲ : 

 )جاهای خالی را پر کنید.(

. و بنابراین چون حاصل‌ضرب دو عدد صحیح، صحیح است، 

سؤالصفحه ۲۲۱۱

 ؛ اثبات : طبق فرضسؤال : با استفاده از خاصیت تعدی برای رابطهٔ عاد کردن، نشان دهید که 
 ، پس )تعدی(  و می‌دانیم 

 . حال طبق خاصیت تعدی: و در نتیجه . از طرفی طبق فرض 

.

تکمیل اثباتصفحه ۲۳۱۱

�  ،  ؛ اثبات : ویژگی ۳ : 

 )جاهای خالی را پر کنید.(

 صحیح است(. )چون 

سؤالصفحه ۲۴۱۱

 ؟ یا  همواره می‌توان نتیجه گرفت که سؤال : آیا از اینکه 

. )اگر علاوه بر آن a یکی از دو و  ولی  ؛ در اینجا خیر. مثال نقض: 
عدد را عاد کند، آن‌گاه عدد دیگر هم بر a بخش‌پذیر است.(

۱۸
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تکمیل اثباتصفحه ۲۵۱۱

 و چون پس  و چون  پس  . اثبات : چون  آنگاه  و ویژگی ۴ : اگر 
 ...  لذا 

 �  ،  . اثبات :  آنگاه  و نتیجه : اگر 

.( )زیرا  ؛ یعنی ویژگی ۴ :

. ؛ پس  و نتیجه :

کار در کلاسصفحه ۲۶۱۱

.  بر a بخش‌پذیر باشند ثابت کنید  و  عددی صحیح و دو عدد ۱- اگر 
 ،  � 

)چرا؟(

 باشد. و )چرا؟( تنها عددهای صحیحی که ۱ را عاد می‌کنند ۱ و ۱− هستند؛ زیرا طبق ویژگی ۴ باید 

کار در کلاسصفحه ۲۷۱۲

. نشان دهید که ۲- اگر 
. نشان دهید که  و ۳- اگر 
. )از ویژگی ۱ و ویژگی ۳ استفاده کنید(. نشان دهید که  و ۴- اگر 

. پس  و چون ۲(

. صحیح است،  و چون  ؛ ضرب دو رابطه:  و ۳(

. . سپس طبق ویژگی ۳ )مجموع و تفاضل(:  و  طبق ویژگی ۱: ۴(

تکمیل مثالصفحه ۲۸۱۲

.  یا  را عاد کند، ثابت کنید  و مثال : اگر عدد طبیعی a دو عدد 

۱۹
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 ،  �

 یا 

.( )چون  یا 

چرا؟صفحه ۲۹۱۲

)خواندنی:( می‌دانیم که هر عدد طبیعی و کوچک‌تر یا مساوی ۱۰ عدد ۱۰! را عاد می‌کند )چرا؟( و به طور کلی
می‌توان نوشت: 

 یکی از عامل‌های این حاصل‌ضرب همهٔ اعداد طبیعی از ۱ تا n است، هر عدد چون 
. و عامل دوم عددی صحیح است؛ پس حاصل‌ضرب است: 

برای n = ۱۰ نیز هر عدد ۱ تا ۱۰ عدد ۱۰! را عاد می‌کند.

پرسشصفحه ۳۰۱۳

)تعریف ب م م و ک م م( توضیح دهید که هریک از شرط‌های )الف( و )ب( کدام ویژگی را تأمین می‌کنند؟

 تضمین می‌کند که d یک مقسوم‌علیهٔ مشترک a و b(: شرط )الف(  )تعریف در ب م م
 نشان می‌دهد d از هر مقسوم‌علیه مشترک مثبت دیگراست؛ و شرط )ب( 

بزرگ‌تر یا مساوی است، یعنی »بزرگ‌ترین« است.

 تضمین می‌کند c یک مضرب مشترک a و b است؛ و(: شرط )الف(  )تعریف در ک م م
 نشان می‌دهد c از هر مضرب مشترک مثبت دیگر کوچک‌تر یاشرط )ب( 

مساوی است، یعنی »کوچک‌ترین« است.

کار در کلاسصفحه ۳۱۱۳

۱- با توجه به تعریف ب م م و ک م م ثابت کنید :
الف( 

ب( 

۲۰
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راهنمایی : برای اثبات )الف( باید دو شرط موجود در تعریف ب م م را برای |a| بررسی کنیم، یعنی نشان دهیم
 و همین‌طور برای اثبات )ب(. نشان دهیم  و  که  و نیز برای هر  و که 

 و . )شرط ب( اگر  طبق تعدی ( و چون  )چون  )شرط الف( الف(
.. پس  و طبق ویژگی ۴  ، آنگاه 

 ، آنگاه از  و  و  . )شرط ب( اگر ( و  و  )چون  )شرط الف( ب(
.. پس و ویژگی ۴ نتیجه می‌شود 

کار در کلاسصفحه ۳۲۱۴

. ، ثابت کنید  و ۲- اگر p عددی اول باشد و 

( ؛ تناقض دارد )و این با فرض  )۱( ؛ اگر  یا ... ؛  � فرض کنید 

 یا پس فقط 

 )۱(. چون p اول است، تنها مقسوم‌علیه‌های مثبت آن ۱ و p هستند؛ و  . آنگاه فرض کنیم 
. یا پس 

. ، یعنی  تناقض دارد. پس فقط  که با فرض  باشد، از )۱( نتیجه می‌شود اگر 

. ولی  برای اعداد غیراول این حکم برقرار نیست؛ مثلاً تذکر :

تکمیل مثالصفحه ۳۳۱۴

)مثال: اگر باقی‌ماندهٔ تقسیم اعداد m و n بر ۱۷ به ترتیب ۵ و ۳ باشد، در این صورت باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد
 بر ۱۷ را به‌دست آورید.( — جاهای خالی راه‌حل کتاب را کامل کنید.

 ؛ پس  و طبق فرض 

 است. ، طبق قضیهٔ تقسیم باقی‌مانده چون 

مسئلهصفحه ۳۴۱۵

 )زوج یا فرد( می‌توان نوشت. یا  نشان دهید که m را به یکی از دو صورت مسئلهٔ ۱ : اگر 

۲۱
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 یاحل: کافی است m را بر ۲ تقسیم کنیم؛ در این صورت طبق قضیهٔ تقسیم : 

 و در یا  . پس  و طبق قضیهٔ تقسیم، اعداد صحیح یکتای k و r وجود دارند که 
 )فرد(. )زوج( یا نتیجه 

مسئلهصفحه ۳۵۱۵

 نوشته یا  عددی اول باشد، آنگاه به یکی از دو صورت مسئلهٔ ۲ : ثابت کنید اگر 
می‌شود.

 )۱( ،حل: کافی است p را بر ۶ تقسیم کنیم، در این صورت طبق قضیهٔ تقسیم خواهیم داشت : 
 ، )۲(  ، )۳(  ، )۴(  ، )۵( )۶( 

بررسی شش حالت:

 است، p زوجِ بزرگ‌تر از ۲ همگی زوج‌اند؛ چون حالت‌های )۱(، )۳( و )۵(: 
می‌شود و اول نیست )تناقض(.

 ، p اول نیست )تناقض(. و چون  ؛ پس حالت )۴(: 

. )عکس این مطلب در حالت کلی برقرار یا تنها حالت‌های )۲( و )۶( باقی می‌مانند، یعنی 
 اول نیست.(نیست؛ مثلاً 

مسئلهصفحه ۳۶۱۵

 نوشته یا مسئلهٔ ۳ : ابتدا ثابت کنید که هر عدد صحیح و فرد مانند a به یکی از دو صورت 
 نوشته می‌شود )باقی‌ماندهٔ تقسیم مربع هرمی‌شود، سپس نشان دهید که مربع هر عدد فرد به شکل 

عدد فرد بر ۸، مساوی با ۱ است.(

 و رخ می‌دهد. حالت‌های  ،  ،  ، اگر a را بر ۴ تقسیم کنیم، یکی از چهار حالت 
. است یا  زوج‌اند؛ پس عدد فرد a یا 

 : اگر 

 : اگر 

 است.پس در هر دو حالت مربع عدد فرد به شکل 

۲۲
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تمرینصفحه ۳۷۱۶

 )a, b, c و d اعداد صحیح و ناصفرند( در این صورت پنج رابطهٔ عاد کردن از این۱- فرض می‌کنیم 
تساوی نتیجه بگیرید.

 و a, b, c, d ناصفرند، با توجه به تعریف عاد کردن )نمایش به صورت حاصل‌ضرب(:چون 

( )و 

 به دست می‌آید.( ،  نیز رابطه‌هایی مانند )برای مثال از 

تمرینصفحه ۳۸۱۶

. و  و  آنگاه ۲- ثابت کنید : اگر 

.زیرا 

تمرینصفحه ۳۹۱۶

 ، ثابت کنید a عددی اول است. و  و ۳- اگر 

 . با تفریق: و 
.

 که عددی اول است. ،  و چون 

۲۳
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تمرینصفحه ۴۰۱۶

 ، ثابت کنید : ۴- اگر عددی مانند k در Z باشد به طوری که 

.. با مربع کردن:  با فرض: 

.که مضرب ۲۵ است؛ پس 

تمرینصفحه ۴۱۱۶

 ؟ ، همواره می‌توان نتیجه گرفت که  و ۵- آیا از اینکه 

. ولی  و  ؛ خیر. مثال نقض: 

تمرینصفحه ۴۲۱۶

۶- ثابت کنید : الف( هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اولاند. ب( هر دو عدد صحیح و فرد متوالی
نسبت به هم اولاند.

.( و نتیجه بگیرید  و ثابت کنید )راهنمایی : فرض کنید 

. و چون d مثبت است  ، پس  و . آنگاه  فرض کنیم الف(

 ، پس . آنگاه  را در نظر می‌گیریم و  و  دو عدد فرد متوالی ب(
. ، d نمی‌تواند ۲ باشد؛ پس  . چون m فرد است و  یا 

تمرینصفحه ۴۳۱۶

. ثابت کنید ۷- اگر p و q هر دو عدد اول باشند و 

 نتیجه می‌شود  باشد، از . اگر  یا  و p اول است، . چون فرض کنیم 
(. پس و طبق فرض  که هر دو غیرممکن‌اند )p اول است پس  یا و چون q اول است 

.

۲۴
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تمرینصفحه ۴۴۱۶

 ثابت کنید :  و ۸- اگر 

. صحیح است؛ پس  ، عدد چون 

تمرینصفحه ۴۵۱۶

۹- اگر باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد a بر دو عدد ۷ و ۸ به ترتیب ۵ و ۷ باشد، باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد a را بر ۵۶
بیابید.

 و 

با تفریق: 

( است. )بررسی: ۴۷ ، باقی‌ماندهٔ تقسیم a بر ۵۶ برابر چون 

تمرینصفحه ۴۶۱۶

 بر ۸ را در این صورت باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد ۱۰- اگر a عددی صحیح و فرد باشد و 
بیابید.

 فرد است و مقسوم‌علیه آن یعنی b نیز فرد است. مربع هر عدد فرد به شکل a فرد است پس 
. و است )مسئلهٔ ۳(؛ پس 

 است.۵بنابراین باقی‌مانده برابر 

تمرینصفحه ۴۷۱۶

. ۱۱- اگر n عددی صحیح باشد ثابت کنید 
.( و ... در نظر بگیرید و در هر حالت ثابت کنید  و )راهنمایی : برای n سه حالت 

.حالت‌های n را بر ۳ بررسی می‌کنیم. توجه کنید 

. : عامل n مضرب ۳ است، پس اگر 

 مضرب ۳ است. : عامل اگر 
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 مضرب ۳ است. : عامل اگر 

. در هر سه حالت، 

تمرینصفحه ۴۸۱۷

۱۲- اگر در یک تقسیم، مقسوم و مقسوم‌علیه، هر دو بر عدد صحیح n بخش‌پذیر باشند، ثابت کنید باقی‌ماندهٔ
تقسیم نیز همواره بر n بخش‌پذیر است.

 ، و  . چون فرض کنیم مقسوم a ، مقسوم‌علیه b ، خارج‌قسمت q و باقی‌مانده r باشد: 
 ؛ پس باقی‌مانده بر n بخش‌پذیر است. و طبق ویژگی‌ها 

تمرینصفحه ۴۹۱۷

 بر ۳ یا ۱۳- اگر a عددی صحیح و دلخواه باشد ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح a یا 
بخش‌پذیر است.

.  یا  یا a را بر ۳ تقسیم می‌کنیم: 

 : خود a بر ۳ بخش‌پذیر است.اگر 

 بر ۳ بخش‌پذیر است. : اگر 

 بر ۳ بخش‌پذیر است. : اگر 

تمرینصفحه ۵۰۱۷

۱۴- ثابت کنید تفاضل مکعب‌های دو عدد صحیح متوالی عددی فرد است.

 : n+۱ و n دو عدد متوالی

 فرد است. زوج و  زوج است؛ پس حاصل‌ضرب دو عدد متوالی 

تمرینصفحه ۵۱۱۷

۱۵- ثابت کنید حاصل‌ضرب سه عدد صحیح متوالی همواره بر !۳ بخش‌پذیر است.

. از سه عدد متوالی دست‌کم یکی زوج و دقیقاً یکی می‌گیریم و حاصل‌ضرب را 
. و مضرب ۳ است؛ پس 
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. ؛ پس ( و  ، ۳ باید k را عاد کند ) . چون  و اکنون 

تمرینصفحه ۵۲۱۷

(۱۶- حاصل هر یک را به دست آورید : )
الف( 

ب( 
پ( 
ت( 
ث( 

.( )به شرط  و در نتیجه  ؛ سپس  ، چون 

 است. ، طبق کار در کلاس a|b � (a,b)=|a( ۱|( حاصل چون 

 و حاصل ۱ است.. آنگاه فرض کنیم 

.( )چون ( ؛ سپس  )چون ابتدا 

( ؛ پاسخ ۱۲۰. )چون  و 

فعالیتصفحه ۵۳۱۸

در درس قبل دیدیم که باقی‌مانده‌های تقسیم اعداد بر ۴ عبارت‌اند از ۰، ۱، ۲ و ۳. حال اگر هر کدام از این
باقی‌مانده‌ها را نماینده یک مجموعه از اعداد در نظر بگیریم که باقی‌ماندهٔ تقسیم هر عضو آن مجموعه بر عدد

۴، به ترتیب ۰، ۱، ۲ و ۳ باشد، داریم :
 را در نظر بگیرید. آیا تفاضل این دو عدد مضرب ۴ است؟۱- دو عضو دلخواه از مجموعهٔ 

 دو عضو دلخواه را در نظر بگیرید و تفاضل آنها را حساب کنید. آیا عدد حاصل مضرب ۲۴- از مجموعهٔ 
است؟

 اثبات کنید.۳- نتیجه‌ای را که از ۱ و ۲ گرفتید در حالت کلی برای هر دو عضو دلخواه از 
 همگی در تقسیم بر عدد ۴، باقی‌ماندهٔ یکسان دارند؟ در۴- آیا درست است که بگوییم اعضای مجموعهٔ 

 چه می‌توان گفت؟مورد مجموعهٔ 

(. مضرب ۴ است. )در واقع  :  بله. مثلاً دو عضو ۸ و ۲۰ از ۱(

. و یا ۱ و ۲۱ :  :  بله. مثلاً ۵ و ۱۳ از ۲(

 و و  ؛ آنگاه  فرض کنیم ۳(
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 است و باقی‌ماندهٔ تقسیم آن بر ۴ برابر ۲ است. تفاضل هر دو عضو آن به صورت  بله؛ هر عضو ۴(
 هم برقرار است: همهٔ اعضای  مضرب ۴ است. همین استدلال برای 

باقی‌ماندهٔ ۳ دارند و تفاضل هر دو عضو آن بر ۴ بخش‌پذیر است.

تکمیل اثباتصفحه ۵۴۱۹

ویژگی ۱ : به دو طرف یک رابطهٔ هم‌نهشتی می‌توان عددی صحیح را اضافه یا از آن کم کرد. اثبات :
 )جاهای خالی را پر

کنید.(

. مضرب m است؛ پس برای تفاضل نیز به همین ترتیب: 

تکمیل اثباتصفحه ۵۵۱۹

ویژگی ۲ : دو طرف یک رابطهٔ هم‌نهشتی را می‌توان در عددی صحیح ضرب کرد. اثبات :
 )جاهای خالی را پر کنید.(

()در این اثبات از ویژگی ۱ عاد کردن استفاده شده است: 

تکمیل اثباتصفحه ۵۶۲۰

( اثبات : )از اتحادویژگی ۳ : دو طرف یک رابطهٔ هم‌نهشتی را می‌توان به توان n رساند. )
 استفاده می‌کنیم(

 بنابراین نتیجه می‌گیریم که ... ولی تذکر : می‌دانیم 

 )زیرا عامل دوم یک عدد صحیح است(.

. )در اینجا نمی‌توان نتیجه گرفت  عکس ویژگی ۳ برقرار نیست؛ یعنی از نتیجهٔ تذکر:
(. ولی 
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تکمیل اثباتصفحه ۵۷۲۰

ویژگی ۴ : دو طرف دو رابطهٔ هم‌نهشتی را که پیمانهٔ یکسان داشته باشند می‌توان با هم جمع یا از هم منها و یا
�  ، در هم ضرب کرد. اثبات )۱( : 

. اثبات )۲( به عهدهٔ شما.

 و اثبات )۱(:

 و در نتیجه ؛ طبق ویژگی ۳ عاد کردن  و اثبات )۲(:
. و . همچنین 

تکمیل مثالصفحه ۵۸۲۱

نتیجهٔ ۱ : هرگاه بخواهیم کوچک‌ترین عدد نامنفی و هم‌نهشت با عدد a به پیمانهٔ m را مشخص کنیم، کافی
است عدد a را بر m تقسیم کرده و باقی‌مانده را به‌دست آوریم.

مثال : 

 و کوچک‌ترین عدد نامنفی هم‌نهشت با ۲۹۶ به پیمانهٔ ۱۱ عدد ۱۰ است. )می‌توان گفتپس 
 نیز درست است.(

فعالیتصفحه ۵۹۲۲

همان‌طور که در دورهٔ ابتدایی آموختید عددنویسی در مبنای ۱۰ انجام می‌شود ... به عنوان مثال عدد ۱۳۹۷ را
می‌توان به صورت زیر بسط داد : 

۱- هریک از دو عدد زیر را در مبنای ده بسط دهید :

 و بنابر ویژگی‌های رابطهٔ را بر عدد ۹ بیابید. می‌دانیم ۲- باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد 
 ... با جمع طرفین هم‌نهشتی‌ها داریم : و داریم : هم‌نهشتی 

)۱
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 و با ضرب در ارقام: ، پس برای هر n داریم  چون ۲(

 است. )بررسی:۳ ، باقی‌ماندهٔ تقسیم A بر ۹ برابر  و چون یعنی 
)

فعالیتصفحه ۶۰۲۳

اگر دقت کنید سمت راست هم‌نهشتی اخیر مجموع ارقام A است. بنابراین می‌توان گفت »باقی‌ماندهٔ تقسیم
هر عدد بر ۹ برابر است با باقی‌ماندهٔ تقسیم مجموع ارقام آن عدد بر ۹«. عدد n رقمی

 را بسط دهید و در هم‌نهشتی به پیمانهٔ ۹ به جای هر توان ۱۰ عدد ۱ را قرار دهید،
سپس همین نتیجه‌گیری را در حالت کلی بررسی کنید.

 برای هر k ، با ضرب در ارقام و جمع کردن:چون 

یعنی A با مجموع ارقام خود به پیمانهٔ ۹ هم‌نهشت است؛ پس باقی‌ماندهٔ تقسیم هر عدد بر ۹ همان
باقی‌ماندهٔ تقسیم مجموع ارقامش بر ۹ است و یک عدد بر ۹ بخش‌پذیر است اگر و فقط اگر مجموع ارقامش

بر ۹ بخش‌پذیر باشد.

کار در کلاسصفحه ۶۱۲۳

 ، بنابراین، مشابه فعالیت قبل، باقی‌ماندهٔ تقسیم ، نتیجه می‌گیریم ۱- با توجه به اینکه 
 را بر ۳ بیابید و سپس یک قاعدهٔ کلی برای یافتن باقی‌مانده تقسیم و بخش‌پذیری اعداد nعدد 

رقمی بر ۳ بیان کنید.

 است.۱ ، باقی‌ماندهٔ تقسیم A بر ۳ برابر چون 

 باقی‌ماندهٔ تقسیم هر عدد بر ۳ برابر است با باقی‌ماندهٔ تقسیم مجموع ارقام آن بر ۳؛ بنابراینقاعدهٔ کلی:
عددی بر ۳ بخش‌پذیر است اگر و فقط اگر مجموع ارقامش بر ۳ بخش‌پذیر باشد.
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کار در کلاسصفحه ۶۲۲۳

. حال اگر در هم‌نهشتی به و برای هر n فرد  ؛ بنابراین برای هر n زوج ۲- می‌دانیم 
 به جای توان‌های زوجِ عدد ۱۰ ، عدد یک و به جای توان‌های فردِ عدد ۱۰ ،پیمانهٔ ۱۱ و در بسط عدد 

عدد )−۱( قرار دهیم باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد A را بر ۱۱ بیابید.

 است. )قاعده: از رقم یکان شروع می‌کنیم و ارقام را یکی در۶ ، باقی‌ماندهٔ تقسیم A بر ۱۱ برابر چون 
میان با علامت + و − جمع می‌کنیم.(

کار در کلاسصفحه ۶۳۲۳

 و  و  در این صورت :  و  و ۳- می‌دانیم 
 به جای توان‌های عدد ۱۰ )در هم‌نهشتی‌هایبنابراین اگر در بسط هر عدد n رقمی مانند 

. نتیجهٔ حاصل را برای و  و به پیمانهٔ ۲ و ۵ و ۱۰( صفر قرار دهیم خواهیم داشت : ... 
یافتن باقی‌ماندهٔ تقسیم اعداد n رقمی بر ۲ و ۵ و ۱۰ و شرط بخش‌پذیری بر این اعداد را بیان کنید.

.  داریم  در هر یک از این پیمانه‌ها )۱۰ بر ۲، ۵ و ۱۰ بخش‌پذیر است(، برای هر چون 
پس

. و  و یعنی 

باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد بر ۲ و ۵ و ۱۰ برابر باقی‌ماندهٔ تقسیم رقم یکان آن بر همان عدد است.

بر ۲ بخش‌پذیر است اگر و فقط اگر رقم یکان آن زوج باشد )۰، ۲، ۴، ۶، ۸(.

بر ۵ بخش‌پذیر است اگر و فقط اگر رقم یکان آن ۰ یا ۵ باشد.

بر ۱۰ بخش‌پذیر است اگر و فقط اگر رقم یکان آن ۰ باشد.

فعالیتصفحه ۶۴۲۴

۱- اگر در یک سال، اول مهر شنبه باشد در این صورت ۱۲ بهمن در همان سال چه روزی است؟
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۲۹ روز در مهر و ۳۰ روز در آبان، آذر و دی و ۱۲ روز تا ۱۲ بهمن، فاصلهٔ ۱ مهر است تا ۱۲ بهمن؛ یعنی
 و با توجه به جدول فوق روز متناظر با عدد … پنجشنبه است، از طرفی 

یعنی ۱۲ بهمن در آن سال پنجشنبه است.

 روز )باقی‌ماندهٔ مهر ۲۹ روز، آبان و آذر و دی هر کدامفاصلهٔ ۱ مهر تا ۱۲ بهمن: 
۳۰ روز و ۱۲ روز از بهمن(.

 ، با توجه به جدول )شنبه ۰، یکشنبه ۱، دوشنبه ۲، سه‌شنبه ۳، یعنی چون 
 است؛ پس ۱۲ بهمن آن سال پنجشنبهپنجشنبهچهارشنبه ۴، پنجشنبه ۵، جمعه ۶( روز متناظر با عدد ۵ 

است.

فعالیتصفحه ۶۵۲۴

۲- از روی تقویم سال جاری روز جاری هفته را برای هفتم تیر مشخص کنید و با توجه به آن و به روش فوق
مشخص کنید که ۲۲ بهمن در سال جاری چه روزی از هفته خواهد بود. درستی پاسخ خود را از روی تقویم نیز

بررسی کنید.

پاسخ به تقویم همان سالی بستگی دارد که در آن کار می‌کنید؛ روش کار را برای سال ۱۴۰۵ نشان می‌دهیم. در
این سال ۷ تیر یکشنبه است.

 ام سال است وفاصلهٔ ۷ تیر تا ۲۲ بهمن را با شمارش روز سال به دست می‌آوریم: ۷ تیر روز 
 ام )شش ماه ۳۱ روزه، سپس مهر، آبان، آذر و دی ۳۰ روزه و ۲۲ روز از۲۲ بهمن روز 
.بهمن(. پس 

 است. )با تقویمپنجشنبه ، چهار روز بعد از یکشنبه، یعنی  یعنی چون 
هم‌خوان است: ۲۲ بهمن ۱۴۰۵ برابر ۱۱ فوریهٔ ۲۰۲۷ و پنجشنبه است.(

چرا؟صفحه ۶۶۲۵

 دارای جواب است. چرا؟ و معادلهٔ  و  دارای جواب نیست زیرا مثال : معادلهٔ 
این معادله را حل کنید :

 داریم . در معادلهٔ  جواب دارد اگر و فقط اگر طبق قضیه، معادلهٔ 
 بود.( ؛ پس جواب دارد. )در معادلهٔ نخست و 

۳۲

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

 ، . چون  تقسیم می‌کنیم )ویژگی ۷(: حل: دو طرف و پیمانه را بر ب م م 
 حذف ۲ مجاز است:  و چون 

 است(. )که همان  ، جواب عمومی: 

فعالیتصفحه ۶۷۲۶

۱- آیا می‌توانید یک کیسهٔ ۱۹ کیلویی را با وزنه‌های ۳ و ۴ کیلویی وزن کنید؟ )می‌توانید از یکی از دو وزنه یا هر
دو باهم استفاده کنید و از هر وزنه به تعداد کافی در اختیار داریم(

یک جواب مسئله استفاده از ۴ وزنهٔ ۴ کیلویی و یک وزنهٔ ۳ کیلویی است. 
 )در واقع شما به دنبال جواب‌هایآیا برای این مسئله می‌توانید یک جواب دیگر بیابید؟ 

 هستید. )x تعداد وزنه‌های ۴ کیلویی به کار رفته و yحسابی )صحیح و نامنفی( برای معادلهٔ 
تعداد وزنه‌های ۳ کیلویی به کار رفته است(

۲- اگر بخواهیم فقط از وزنه‌های ۲ و ۴ کیلویی استفاده کنیم آیا عمل توزین امکان‌پذیر است؟ باید
 چون مجموع دو عدد زوج همواره ... است پس چنین بیابیم که ... جواب‌هایی چون 

x و y ای در W وجود ندارد.

. بله. جواب اول: ۱(

 )یک وزنهٔ ۴ کیلویی و پنج وزنهٔ ۳ کیلویی(.جواب دیگر: 

 مجموع دو عدد( داشته باشیم. سمت چپ )  باید ۲(
زوج و همواره زوج است، ولی ۱۹ فرد است؛ پس چنین x و y ای در W وجود ندارد و توزین با وزنه‌های ۲ و ۴

کیلویی ممکن نیست.

کار در کلاسصفحه ۶۸۲۷

 به معادلهٔ هم‌نهشتی و حل آن، جواب‌های عمومی این معادلهٔ سیاله را۱- با تبدیل معادلهٔ سیاله 
بیابید.

 ، حذف ۴ مجاز است: چون 

جای‌گذاری: 

جواب عمومی: 
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()بررسی: 

کار در کلاسصفحه ۶۹۲۷

۲- در قسمت ۱ فعالیت قبل مشخص کنید به چند طریق می‌توان عمل وزن کردن را انجام داد. کافی است
 که x و y منفی نباشند تعداد را )برحسب k( بیابیم و به‌ازای هر جواب‌های عمومی معادلهٔ 

حالت‌ها را بشماریم :

:  . پس  یعنی  )برای k صحیح( و شرط  یعنی شرط 

k = ۱ � (x, y) = (۴, ۱) ؛ k = ۰ � (x, y) = (۱, ۵)

 طریق می‌توان وزن کرد )یک وزنهٔ ۴ کیلویی و پنج وزنهٔ ۳ کیلویی، یا چهار وزنهٔ ۴ کیلوییدوبنابراین کیسه را به 
و یک وزنهٔ ۳ کیلویی(.

مثالصفحه ۷۰۲۸

)ادامهٔ مثال صفحهٔ قبل( به چند طریق می‌توان ۱۸۰۰۰ تومان را به اسکناس‌های ۲۰۰۰ و ۵۰۰۰ تومانی تبدیل
کرد؟

جاهای خالی راه‌حل را پر کنید: 

ابتدا طرفین را بر ۱۰۰۰ تقسیم می‌کنیم: 

 و با ساده کردن ۲ )که با ۵ نسبت، پس  و چون در پیمانهٔ ۵: 
به هم اول است(: 

جای‌گذاری: 

برای نامنفی بودن x و y فقط k=۰ (x=۴ , y=۲) و k=۱ (x=۹ , y=۰) قابل قبول است. پس به دو طریق: ۴
اسکناس ۲۰۰۰ تومانی و ۲ اسکناس ۵۰۰۰ تومانی، یا ۹ اسکناس ۲۰۰۰ تومانی.

مثالصفحه ۷۱۲۸

در یک رستوران فقط دو نوع خورش قورمه‌سبزی و قیمه وجود دارد. اگر ۵ نفر وارد این رستوران شوند به چند
طریق می‌توانند سفارش غذا بدهند؟ )هر نفر فقط یک پرس غذا میل می‌کند(
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جاهای خالی راه‌حل را پر کنید: اگر تعداد چلو خورش قورمه‌سبزی و چلو خورش قیمهٔ سفارش داده شده را
به‌ترتیب با x و y نشان دهیم خواهیم داشت:

معادلهٔ x+y=۵ را حل می‌کنیم. در پیمانهٔ ۱ هر دو عدد هم‌نهشت‌اند، پس 

جای‌گذاری: 

 و لذا به ۶ طریق می‌توانند سفارشچون x و y اعدادی نامنفی هستند پس باید 
غذا بدهند.

تمرینصفحه ۷۲۲۹

۱- عدد ۱۳۹۸ به کدام دستهٔ هم‌نهشتی به پیمانهٔ ۹ تعلق دارد؟

 تعلق و عدد ۱۳۹۸ به دستهٔ  ؛ پس  و مجموع ارقام: 
(دارد. )بررسی: 

تمرینصفحه ۷۳۲۹

 )به عبارت دیگر، یا  یا  ، ثابت کنید فقط یکی از سه حالت زیر امکان‌پذیر است ۲- اگر 
.( یا  یا 

 ، و باقی‌مانده r یکتاست. چون طبق قضیهٔ تقسیم، k را بر ۳ تقسیم می‌کنیم: 
پس k با r هم‌نهشت است و r فقط یکی از ۰، ۱ یا ۲ است.

 که ممکن ولی  ، آنگاه  با  و اگر دو حالت همزمان رخ دهد، مثلاً 
 هستند(. ناسازگار و افراز نیست. پس تنها یکی از سه حالت برقرار است )کلاس‌های 

تمرینصفحه ۷۴۲۹

.  ثابت کنید  و ۳- اگر 

. ، یعنی  ؛ طبق خاصیت تعدی  و 
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تمرینصفحه ۷۵۲۹

.  در این صورت ثابت کنید  و  و ۴- فرض کنیم 

. ، پس  و  . همچنین  ،  و چون 

. ، یعنی با جمع: 

تمرینصفحه ۷۶۲۹

. ۵- ثابت کنید : اگر باقی‌مانده‌های تقسیم دو عدد a و b بر m مساوی باشند آن‌گاه 

 ، و در نتیجه  )باقی‌مانده‌ها برابرند(. آنگاه  و فرض کنیم 
.یعنی 

تمرینصفحه ۷۷۲۹

۶- عکس تمرین ۵ را بیان و اثبات کنید.

 آنگاه باقی‌مانده‌های تقسیم a و b بر m مساوی‌اند. اگر عکس:

 و چون. آنگاه  با  و  فرض کنیم اثبات:
 ؛ تنها مضرب m با قدر مطلق کمتر از m عدد صفر است، پس . از طرفی  ، 

.

تمرینصفحه ۷۸۲۹

۷- با استفاده از بسط دو جمله‌ای خیام یعنی،

.  همواره  و ثابت کنید که برای هر 

از بسط دو جمله‌ای:

هر جملهٔ سمت راست دارای عامل a و عامل b است )توان هر دو دست‌کم ۱ است( و ضریب دوجمله‌ای عددی
 ، یعنیصحیح است؛ پس هر جمله مضرب ab است و در نتیجه 

.
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تمرینصفحه ۷۹۲۹

 بر عدد ۱۳۲ بخش‌پذیر است.۸- با توجه به تمرین ۷ ثابت کنید عدد 

 ، پس و  ؛ آنگاه در تمرین ۷ قرار می‌دهیم 
 بر ۱۳۲ بخش‌پذیر است. ، یعنی عدد 

)عدد داده‌شده در کتاب قرینهٔ همین عدد است و بخش‌پذیری بر ۱۳۲ با تغییر علامت حفظ می‌شود.(

تمرینصفحه ۸۰۲۹

 را بر ۲۳ بیابید.۹- باقی‌مانده تقسیم عدد 

 است.۳باقی‌ماندهٔ تقسیم A بر ۲۳ برابر 

تمرینصفحه ۸۱۲۹

 را به‌دست آورید. رقم یکان برابر داشته باشند رقم یکانِ عدد  و ۱۰- اگر دو عدد 

. ، پس رقم یکان برابر یعنی 

 است.۴ برابر  و رقم یکان در نتیجه 

(.)بررسی: a = ۲ � ۵−۶ = −۱ و ۷−۸ = −۱ هم‌رقم یکان‌اند و 

تمرینصفحه ۸۲۲۹

 را بر ۱۰ به‌دست آورید )رقم یکان A را بیابید(.۱۱- باقی‌ماندهٔ تقسیم عدد 

. پس فقط چهار جملهٔ عدد n! شامل عامل‌های ۲ و ۵ است و بر ۱۰ بخش‌پذیر است: برای 
اول مؤثرند:

 است.۳باقی‌مانده )و رقم یکان A( برابر 
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تمرینصفحه ۸۳۲۹

 را بدست آورید.۱۲- جواب‌های عمومی معادلهٔ سیالهٔ خطی 

 :(دو طرف را در ۳ ضرب می‌کنیم )

( . )بررسی: جواب عمومی: 

تمرینصفحه ۸۴۲۹

۱۳- به چند طریق می‌توان ۲۹۰۰۰ تومان را به اسکناس‌های ۲۰۰۰ و ۵۰۰۰ تومانی تبدیل کرد؟

 باx تعداد اسکناس‌های ۲۰۰۰ تومانی و y تعداد ۵۰۰۰ تومانی است: 
.

 و جواب‌ها )x, y( = )۵ ,۲( ، )۳ ,۷( و )۱۲, ۱( هستند. ؛ پس  �  و شرط  � شرط 

 طریق می‌توان این کار را انجام داد.۳به 

تمرینصفحه ۸۵۳۰

۱۴- معادله‌های هم‌نهشتی زیر را در صورت امکان حل کرده و جواب‌های عمومی آنها را به‌دست آورید.
الف( 

ب( 
ج( 

 ، دو طرف را در ۹ ضرب . چون  ؛ پس  و الف(
( و  . )بررسی:  ؛ جواب عمومی می‌کنیم: 

 ؛ جواب عمومی پس جواب دارد. تقسیم بر ۴:  و ب(
.

جواب( معادله  )یا  و  . چون  ؛ معادلهٔ  و ج(
.ندارد

۳۸

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرینصفحه ۸۶۳۰

۱۵- اگر اوّل مهر ماه در یک سال روز یکشنبه باشد، ۷ اسفندماه در همان سال چه روزی از هفته است؟

فاصلهٔ ۱ مهر تا ۷ اسفند: ماه‌های مهر، آبان، آذر، دی و بهمن هر کدام ۳۰ روز و ۶ روز از اسفند:
.

؛ ۷ اسفند در آن سال سه‌شنبه است.سه‌شنبهدو روز بعد از یکشنبه، یعنی 

تمرینصفحه ۸۷۳۰

۱۶- اگر ۱۲ بهمن در یک سال جمعه باشد، ۳۱ مرداد ماه در همان سال چه روزی از هفته است؟

از ۳۱ مرداد تا ۱۲ بهمن: شهریور ۳۱ روز، مهر ۳۰، آبان ۳۰، آذر ۳۰، دی ۳۰ و ۱۲ روز بهمن:
.

 است.چهارشنبهیعنی ۱۲ بهمن دو روز بعد از ۳۱ مرداد است؛ پس ۳۱ مرداد دو روز قبل از جمعه، یعنی 

تمرینصفحه ۸۸۳۰

۱۷- همهٔ اعداد صحیح چون a را بیابید که ۵ برابر آنها به‌علاوهٔ ۹ بر ۱۱ بخش‌پذیر باشد.

(. )بررسی:  ،  ؛ پس  :(ضرب در ۹ )

تمرینصفحه ۸۹۳۰

۱۸- به چند طریق می‌توان یک کیسهٔ ۲۳ کیلویی را با وزنه‌های ۳ و ۵ کیلویی وزن کرد؟

 ؛  با 

 طریق.۲ ؛ جواب‌ها )x, y( = )۴ ,۱( و )۶, ۱( ؛ یعنی  و شرط‌ها: 

۳۹
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تمرینصفحه ۹۰۳۰

۱۹- به چند طریق می‌توان از بین دو نوع گل یک دسته گل شامل ۹ شاخه به دلخواه انتخاب کرد؟

.  ،  ؛  با اگر x و y تعداد شاخه‌های دو نوع گل باشند: 

 طریق می‌توان دسته گل را انتخاب کرد. )اگر دسته‌گل باید از هر دو نوع گل داشته باشد، ۱۰۸بنابراین به 
طریق خواهد بود.(

تمرینصفحه ۹۱۳۰

۲۰- شخصی در یک مسابقهٔ علمی شرکت کرده است. او به سؤالات ۷ امتیازی و ۹ امتیازی پاسخ داده و
مجموعاً ۷۳ امتیاز کسب کرده است. این شخص به چه صورت‌هایی توانسته این امتیاز را به‌دست آورد؟

)پاسخ به هر سؤال یا امتیاز کامل دارد و یا امتیازی ندارد(

. با x تعداد سؤالات ۷ امتیازی و y تعداد سؤالات ۹ امتیازی پاسخ‌داده‌شده: 

 : x = ۴ و y = ۵. ؛ پس تنها  �  و شرط  � شرط 

.( حالت وجود دارد: ۴ سؤال ۷ امتیازی و ۵ سؤال ۹ امتیازی )یکفقط 

۴۰
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گام به گام ریاضیات گسسته دوازدهم - فصل دوم
گراف و مدل‌سازی

فهرست

۴۵صفحه ۳۲ · پرسش — مسئلهٔ پل‌های کونیگسبرگ۹۲

۴۵صفحه ۳۳ · مثال — گراف نتایج بازی‌های فوتبال۹۳

۴۵صفحه ۳۴ · مسئله — طرح سؤال دیگر از نمودار مثال قبل۹۴

۴۵صفحه ۳۴ · کار در کلاس — رسم گراف از روی مجموعهٔ رئوس و یال‌ها۹۵

۴۶صفحه ۳۵ · توجه — نوشتن V(G) و E(G) برای دو شکل۹۶

۴۶صفحه ۳۶ · کار در کلاس — درجهٔ رأس‌های شکل ۹۷۸

۴۷صفحه ۳۸ · مسئله — درجهٔ رأس در G و مکمل آن۹۸

۴۷صفحه ۳۸ · مسئله — گراف کامل۹۹

۴۸صفحه ۳۸ · مسئله — دور به طول ۵ در شکل ۱۰۰۱۷

۴۸صفحه ۳۹ · فعالیت — رسم سه گراف و رابطهٔ مجموع درجات با تعداد یال‌ها۱۰۱

۴۹صفحه ۳۹ · فعالیت — اثبات رابطهٔ مجموع درجات رئوس۱۰۲

۵۰صفحه ۴۰ · اثبات — چرایِ اثبات نتیجه: تعداد رأس‌های فرد زوج است۱۰۳
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۵۰صفحه ۴۰ · فعالیت — دوستی در یک جمع ۷ نفره۱۰۴

۵۱صفحه ۴۰ · فعالیت — وجود مسیری به طول حداقل ۱۰۵۴

۵۱صفحه ۴۰ · کار در کلاس — تعداد یال‌های گراف k-منتظم و گراف کامل۱۰۶

۵۲صفحه ۴۱ · تمرین — تمرین ۱: گراف با V(G) و E(G) مفروض۱۰۷

۵۲صفحه ۴۱ · تمرین — تمرین ۲: شکل ۱۰۸۲۱

۵۳صفحه ۴۱ · تمرین — تمرین ۳: گراف با NG(v۱) پنج‌عضوی۱۰۹

۵۳صفحه ۴۱ · تمرین — تمرین ۴: رسم گراف از مجموعه‌های همسایگی۱۱۰

۵۴صفحه ۴۱ · تمرین — تمرین ۵: مکمل گراف شکل ۱۱۱۲۲

۵۴صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۶: � و � گراف K_p با ۳۶ یال۱۱۲

۵۴صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۷: رسم گراف‌های کامل مرتبهٔ ۱ تا ۱۱۳۵

۱۱۴n ٔمنتظم از مرتبه-r ۵۴صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۸: گراف

۵۶صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۹: گراف ۵ رأسی با رأس‌های تنها۱۱۵

۵۷صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۱۰: هفت نفر و دست‌دادن۱۱۶

۵۷صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۱۱: دوست‌ها در شبکهٔ اجتماعی۱۱۷

۵۷صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۱۲: گراف ۹ رأسی با دورهای مشخص۱۱۸

۱۱۹�(G) ≥ K ۵۸صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۱۳: مسیر در گراف با
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۵۹صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۱۴: گراف ۴ رأسی K-منتظم۱۲۰

۵۹صفحه ۴۲ · تمرین — تمرین ۱۵: گراف ۵ رأسی K-منتظم۱۲۱

۶۰صفحه ۴۴ · پرسش — مدل‌سازی تقاطع‌ها و دستگاه‌های خودپرداز با گراف۱۲۲

۶۰صفحه ۴۵ · پرسش — چرایِ مدل‌سازی ایستگاه‌های رادیویی۱۲۳

۶۰صفحه ۴۶ · کار در کلاس — مجموعه‌های احاطه‌گر در گراف شکل ۱۲۴۵

۶۲صفحه ۴۷ · کار در کلاس — تبدیل مجموعهٔ احاطه‌گر به مینیمال۱۲۵

۶۲صفحه ۴۷ · کار در کلاس — مجموعه‌های احاطه‌گر در شکل ۱۲۶۷

۶۳صفحه ۴۷ · فعالیت — سقف و کف )نماد جزء صحیح( و تاکسی کارمندان۱۲۷

۶۴صفحه ۴۸ · فعالیت — حداقل رأس لازم برای احاطهٔ شکل ۸ )گراف ۱۰ رأسی(۱۲۸

۶۵صفحه ۴۹ · کار در کلاس — مجموعهٔ احاطه‌گر در شبکهٔ ۱۶ رایانه‌ای )شکل ۹(۱۲۹

۶۷صفحه ۵۰ · کار در کلاس — همهٔ �-مجموعه‌های مثال قبل و عدد احاطه‌گری شکل ۱۳۰۱۱

۶۷صفحه ۵۱ · فعالیت — محاسبهٔ � برای شکل ۱۳ )پاسخ چراها(۱۳۱

۶۸صفحه ۵۲ · تمرین — تمرین ۱: ایستگاه‌های رادیویی۱۳۲

۶۸صفحه ۵۲ · تمرین — تمرین ۲: بیمارستان‌های بین روستاها۱۳۳

۶۹صفحه ۵۲ · تمرین — تمرین ۳: عدد احاطه‌گری پنج گراف۱۳۴

۱۳۵�(G) = ۱ :۴ ۷۰صفحه ۵۳ · تمرین — تمرین
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۱۳۶�(Pn) و �(Cn) :۵ ۷۰صفحه ۵۳ · تمرین — تمرین

۷۰صفحه ۵۳ · تمرین — تمرین ۶: کران پایین برای گراف k-منتظم۱۳۷

۷۰صفحه ۵۳ · تمرین — تمرین ۷: گراف ۲-منتظم ۱۲ رأسی با کمترین �۱۳۸

۱۳۹� = k رأسی با n ۷۱صفحه ۵۳ · تمرین — تمرین ۸: گراف ۶ رأسی با � مشخص و روش رسم گراف

۷۱صفحه ۵۳ · تمرین — تمرین ۹: �-مجموعهٔ یکتا و غیریکتا۱۴۰

۱۴۱)n ≥ ۴( ۷۲صفحه ۵۴ · تمرین — تمرین ۱۰: حالت کلی �-مجموعهٔ یکتا و غیریکتا

۱۴۲P۱۲ ۷۲صفحه ۵۴ · تمرین — تمرین ۱۱: گراف
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پرسشصفحه ۹۲۳۲

آیا می‌توان با حرکت از یک نقطه از شهر و دقیقاً یکبار عبور از هر کدام از پل‌ها، به نقطهٔ شروع حرکت بازگشت؟

خیر. اویلر این مسئله را با گراف مدل کرد: هر ناحیهٔ خشکی یک رأس و هر پل یک یال است. درجهٔ رأس‌های
w, x, y, z.به ترتیب ۵، ۳، ۳ و ۳ است؛ یعنی هر چهار رأس درجهٔ فرد دارند 

اگر مسیری بسته وجود داشته باشد که از هر یال دقیقاً یک بار بگذرد، هر بار که از یک رأس وارد می‌شویم باید
از آن خارج شویم؛ پس درجهٔ هر رأس باید زوج باشد. چون رأس‌های این گراف فرد هستند، چنین حرکتی

امکان‌پذیر نیست.

مثالصفحه ۹۳۳۳

 با کدام تیم‌ها بازی نکرده است.aمشخص کنید تیم 
اگر هر برد ۳ امتیاز داشته باشد، در بازی‌هایی که تا اینجا انجام شده است کدام تیم‌ها بیشترین امتیاز را

کسب کرده‌اند؟

تیم بازی کرده است. پس e و b ،c با سه تیم a باخته است؛ یعنی تیم c برده و به e و b از aاز اطلاعات مسئله: 
a با تیم dدر نمودار، بین  بازی نکرده است( a و d.)یالی وجود ندارد 

برد از) b برد = ۶ امتیاز؛ ۲ :(e و bبرد از ) aبرد هر تیم برابر تعداد یال‌هایی است که از آن تیم خارج شده‌اند: 
d): ۱ برد = ۳ امتیاز؛ c ( برد ازa و e): ۲ برد = ۶ امتیاز؛ d: ۰ امتیاز؛ e ( برد ازd): ۳.امتیاز 

 هر کدام با ۶ امتیاز بیشترین امتیاز را کسب کرده‌اند.c و aتیم‌های بنابراین 

مسئلهصفحه ۹۴۳۴

سؤال دیگری مطرح کنید که با دیدن نمودار گرافِ مثال قبل بتوان به آن جواب داد.

نمونه سؤال: »کدام تیم‌ها فقط یک بازی را برده‌اند و کدام تیم هیچ بازی را نبرده است؟«

 هیچd فقط یک یال خارج می‌شود، پس این دو تیم هر کدام یک برد دارند؛ از رأس e و bپاسخ: از رأس‌های 
 هیچ بازی را نبرده است. )سؤال‌های دیگر: کدام تیم‌ها دو بازی انجامdیالی خارج نشده است، پس تیم 

 از چه تیم‌هایی برده است؟(cداده‌اند؟ تیم 

کار در کلاسصفحه ۹۵۳۴

 به صورت زیر داده شده‌اند. با توجه به آنها شکل گراف مورد نظر را بکشید.E(G) و V(G)دو مجموعهٔ 

۴۵
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V(G) = {v1, v2, ..., v6} ، E(G) = {v1v4, v2v5, v6v1, v5v1}الف( 
V(G) = {a, b, c, d} ، E(G) = {(a,b), (b,c), (c,b), (c,d), (d,a)}ب( 

 تنها است(:v3الف( گراف ساده با ۶ رأس و ۴ یال )رأس 

ب( این گراف جهت‌دار است؛ هر یال یک زوج مرتب است و جهت آن از رأس اول به رأس دوم می‌باشد. بین
b و c:دو یال با جهت‌های مخالف وجود دارد 

توجهصفحه ۹۶۳۵

 برای هر یک از شکل‌های زیر، نشان دهید هر دو یک گراف راE(G) و V(G)به‌طور مثال با نوشتن مجموعه‌های 
نمایش می‌دهند.

V(G1) = { ... } ، E(G1) = { ... } ، V(G2) = { ... } ، E(G2) = { ... }

در هر دو شکل ۵ رأس و ۶ یال وجود دارد:

V(G1) = V(G2) = {v1, v2, v3, v4, v5}

E(G1) = E(G2) = {v1v2, v1v3, v1v4, v2v4, v3v4, v4v5}

چون مجموعهٔ رئوس و مجموعهٔ یال‌های دو شکل یکسان است، هر دو شکل یک گراف را نمایش می‌دهند
)فقط روش رسم آنها فرق می‌کند(.

کار در کلاسصفحه ۹۷۳۶

درجهٔ سایر رئوس گرافِ شکل ۸ را بنویسید و مشخص کنید کدام رئوس فرد و کدام رئوس زوج‌اند.

deg(v1) = 3 ,  deg(v2) = 2 ,  deg(v3) = 3 ,  deg(v4) = 2 ,  deg(v5) = 4 ,  deg(v6) = 1 ,  deg(v7) = 1

۴۶
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.v2, v4, v5 ؛ رأس‌های زوج: v1, v3, v6, v7رأس‌های فرد: 

مسئلهصفحه ۹۸۳۸

 در گراف‌هایv به ترتیب درجهٔ رأس dG�(v) و dG(v) یک رأس آن باشد و v رأس و n یک گراف با Gمسئله ۱: اگر 
G و G� باشند، مقدار dG(v) + dG�(v).را به‌دست آورید 

 رأسی حداکثر چند یال می‌تواند داشته باشد؟nمسئله ۲: یک گراف 
 را به‌دست آورید.q(G) + q(G�) رأسی باشد، مقدار n یک گراف Gمسئله ۳: اگر 

مسئله ۱

و در هر دو نیست(.) �G است یا در G یا در vu رأس دیگر مجاور باشد. هر یال n−۱ می‌تواند با هر یک از vرأس 
.پس 

مسئله ۲

 دارد،n−۱حداکثر یال وقتی است که هر دو رأس مجاور باشند؛ یعنی گراف کامل. در این حالت هر رأس درجهٔ 
 است. و تعداد یال‌ها مجموع درجات 

مسئله ۳

. یال دارد؛ پس �G یا Gهر زوج رأس دقیقاً در یکی از 

مسئلهصفحه ۹۹۳۸

 رأسی چند یال دارد؟pمسئله ۱: یک گراف کامل 
 وجود دارد؟Kp و �G ، G رأسی باشد، چه رابطه‌ای بین تعداد یال‌های گراف‌های p یک گراف Gمسئله ۲: اگر 

مسئله ۳: مکمل گراف کامل چه نوع گرافی است؟

مسئله ۱

 است. و تعداد یال‌ها  رأس دیگر مجاور است؛ مجموع درجات p−۱در گراف کامل هر رأس با 

مسئله ۲

 است.K_p و مکمل آن برابر تعداد یال‌های G ؛ یعنی مجموع یال‌های 

مسئله ۳

۴۷
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p) گراف تهی هر دو رأس مجاورند، پس در مکمل آن هیچ دو رأسی مجاور نیست؛ مکمل گراف کامل، K_pدر 
رأس تنها و بدون یال( است.

مسئلهصفحه ۱۰۰۳۸

در گراف شکل ۱۷، دوری به طول ۵ بیابید.

. یک دور به طول uv, uz, uw, vz, vw, zw, zy, yw, yx, wx:۵یالهای گراف: 

u v w y z u یال‌های � uv, vw, wy, yz, zu.همگی در گراف هستند و رأس‌ها دو به دو متمایزند 

فعالیتصفحه ۱۰۱۳۹

۱( سه گراف دلخواه رسم کنید.
۲( مجموع درجات رئوس هر یک از ۳ گرافی را که رسم کرده‌اید محاسبه کنید.

۳( تعداد یال‌های هر یک از ۳ گراف را محاسبه نمایید.
۴( حدس می‌زنید چه رابطه‌ای بین تعداد یال‌ها و مجموع درجات رئوس یک گراف وجود دارد.

۵( پاسخ خود را با دوستانتان مطرح کرده و در این باره بحث کنید.

۱( سه گراف نمونه:

G۱

G۲

G۳

۲ و ۳( مجموع درجات و تعداد یال‌ها:

تعداد یال‌هامجموع درجاتدرجات رئوسگراف

G1۱ , ۲ , ۲ , ۱۶۳

G2۱ , ۳ , ۲ , ۲۸۴

G3۳ , ۳ , ۳ , ۳۱۲۶

۴ و ۵( حدس

۴۸
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 که دردر هر سه گراف مجموع درجات دو برابر تعداد یال‌هاست؛ حدس می‌زنیم برای هر گراف 
 تعداد یال‌هاست. دلیل: هر یال دقیقاً به دو رأس وصل است و در درجهٔ هر یک از آن دو رأس یک بارqآن 

شمرده می‌شود.

فعالیتصفحه ۱۰۲۳۹

 در نظر بگیرید.e1, e2, ..., em یال m و v1, v2, ..., vn رأس n با ۱G( یک گراف دلخواه مانند 
 را حذف کنید.۲G( تمام یال‌های گراف 

۳( مجموع درجات تمام رئوس گراف حاصل چند است؟ تعداد یال‌های گراف حاصل چند است و این دو عدد
چه ارتباطی با هم دارند؟

 قبل از حذف شدن بین آنها قرار داشت( قرار دهید و بهe1 را در جای خود )بین همان دو رأسی که ۴e1( یال 
سه سؤال ۳ جواب دهید.

 برسید و پس از اضافه کردنG را یکی‌یکی در جای خود قرار دهید تا به گراف اولیهٔ ۵e2, ..., em( تمام یال‌های 
هر یال مجدداً برای گراف جدید ساخته شده به سؤال ۳ جواب دهید.
۶( آیا مجموع درجات رئوس یک گراف می‌تواند عددی فرد باشد؟ چرا؟

 استدلال خود را بیان نمایید.۷( برای تساوی 

 رأس تنها به‌دست می‌آید.nپس از حذف تمام یال‌ها گرافی با 

گراف حاصل، گراف تهی است.

مجموع درجات برابر ۰ و تعداد یال‌ها نیز ۰ است؛ مجموع درجات دو برابر تعداد یال‌هاست )۰ = ۲ × ۰(.

 درجهٔ هر یک از دو سر آن یک واحد زیاد می‌شود؛ مجموع درجات برابر ۲ و تعداد یال‌ها e1۱با افزودن 
است؛ باز هم مجموع درجات = ۲ × )تعداد یال‌ها(.

با افزودن هر یال، مجموع درجات دو واحد )یک واحد برای هر سر یال( و تعداد یال‌ها یک واحد زیاد
 یال(mمی‌شود؛ پس همواره مجموع درجات دو برابر تعداد یال‌هاست. در پایان )پس از افزودن 

 است.mمجموع درجات برابر ۲

 است که عددی زوج است.mخیر؛ مجموع درجات برابر ۲

هر یال به دقیقاً دو رأس وصل است؛ پس در جمع درجات رئوس، هر یال دقیقاً دو بار شمرده می‌شود
 است.m)یک بار برای هر سر آن(. بنابراین مجموع درجات برابر ۲

۴۹
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اثباتصفحه ۱۰۳۴۰

 نیز عددیA در v برای deg(v) زوج‌اند. )چرا؟( بنابراین مجموع B در v برای deg(v))اثبات نتیجه( ... مجموع 
 عددی زوج است. )چرا؟(n(A)زوج است و این نتیجه می‌دهد که 

مجموع درجات رئوس زوج: هر جمله زوج است و مجموع اعداد زوج، زوج است. )چرا اول(

زوج( و مجموع درجات رئوس زوج نیز زوج است؛ پس) qمجموع درجات رئوس فرد: مجموع کل درجات برابر ۲
رئوس فرد( زوج است.) Aتفاضل آنها یعنی مجموع درجات رئوس 

 زوج است: مجموع تعدادی عدد فرد فقط وقتی زوج است که تعداد آنها زوج باشد )مجموع تعدادn(A)چرا 
فردی عدد فرد، فرد می‌شود(. پس تعداد رأس‌های فرد زوج است.

فعالیتصفحه ۱۰۴۴۰

یک جمع ۷ نفره از دانش‌آموزان یک کلاس را در نظر بگیرید. فرض کنید دوستی بین اعضای این گروه رابطهٔ
دوطرفه است، یعنی هر دو نفر از آنها یا هر دو با هم دوست‌اند و یا با هم دوست نیستند و هیچ‌یک با دیگری

دوست نیست. اکنون:
 رأسی ۷ را تشکیل دهید به این صورت که به ازای هر دانش‌آموز یک رأس قرار دهید، سپس هرGالف( گرافِ 

دو رأس را به هم وصل کنید اگر و تنها اگر دانش‌آموز متناظر با آن دو رأس با هم دوست باشند.
ب( با استفاده از قضیهٔ قبل نشان دهید که امکان ندارد درجهٔ تمام رئوس گرافِ حاصل برابر با ۳ باشد.

پ( با توجه به مراحل قبل و با استفاده از گراف نشان دهید که اگر تعداد افراد یک جمع عددی فرد باشد امکان
ندارد تمام نفرات آن جمع، دارای تعداد فردی دوست در آن جمع باشند.

الف(

 دارای ۷ رأس است؛ هر دانش‌آموز یک رأس و هر دوستی بین دو نفر یک یال بین دو رأس متناظر.Gگراف 
درجهٔ هر رأس برابر تعداد دوستان آن دانش‌آموز در جمع است.

ب(

 می‌شود که عددی فرد است؛ اما مجموع درجاتاگر درجهٔ هر ۷ رأس برابر ۳ باشد، مجموع درجات 
 و زوج است. تناقض؛ پس چنین گرافی وجود ندارد.qرئوس هر گراف برابر ۲

پ(

 عددی فرد باشد و همهٔ آنها تعداد فردی دوست داشته باشند. آنگاه گرافnفرض کنیم تعداد افراد جمع 
n رأس دارد و همهٔ رأس‌هایش فرد است؛ طبق نتیجه، تعداد رأس‌های فرد هر گراف زوج است، ولی nمتناظر 

فرد است. تناقض؛ پس چنین چیزی ممکن نیست.

۵۰
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فعالیتصفحه ۱۰۵۴۰

 شامل یک مسیر به طولG. می‌خواهیم نشان دهیم که (G)� یک گراف باشد و داشته باشیم G ≤ ۴فرض کنید 
بزرگ‌تر یا مساوی ۴ است.

 به رأس دیگری متصل است. )چرا؟( فرض کنیم آن رأسv1 در نظر می‌گیریم. حتماً G را در ۱v1( رأس دلخواه 
v2.باشد 

 باشد.v3 متصل است. )چرا؟( فرض می‌کنیم آن رأس v1 به رأسی به جز رأس ۲v2( حتماً 
 باشد.v4 وصل است )چرا؟( فرض می‌کنیم آن رأس V(G) − {v1, v2} به رأسی از مجموعهٔ ۳v3( حتماً 
 باشد.v5 وصل است )چرا؟( فرض می‌کنیم که آن رأس V(G) − {v1, v2, v3} به رأسی از مجموعهٔ ۴v4( حتماً 

 است.G یک مسیر به طول ۴ در گراف ۵v1 v2 v3 v4 v5( مسیر 

 دست‌کم ۴ همسایه دارد؛ پس به رأس دیگریv1(، (G)�چون درجهٔ هر رأس دست‌کم ۴ است )۴ ≤ 
متصل است.

 می‌تواند نام برده‌شده باشد؛ پس(v1) دست‌کم ۴ است ولی فقط یکی از همسایه‌هایش v2درجهٔ 
حداقل ۳ همسایهٔ دیگر دارد.

v3 دست‌کم ۴ همسایه دارد و از میان {v1, v2}حداکثر ۲ تا همسایهٔ آن‌اند )خودش همسایهٔ خودش 
نیست(؛ پس رأسی خارج از این مجموعه همسایهٔ آن است.

v4 دست‌کم ۴ همسایه دارد و حداکثر ۳ تا از آنها در {v1, v2, v3}قرار دارند؛ پس همسایه‌ای خارج از 
 می‌نامیم.v5آن مجموعه دارد و آن را 

 دو به دو متمایز و هر دو رأس متوالی مجاورند؛ پس این یک مسیر با ۴ یال، یعنیv1, ..., v5رأس‌های 
به طول ۴ است.

کار در کلاسصفحه ۱۰۶۴۰

 را به‌دست آورید.Gدر هر یک از حالت‌های زیر تعداد یال‌های گراف 
 - منتظم است.k رأسی n یک گراف Gالف( 

(G = Kn) رأسی کامل است. n یک گراف Gب( 

.؛ پس q است و برابر ۲الف( مجموع درجات 

. در قسمت الف: k = n−۱-منتظم است؛ با )n−۱( رأسی nب( گراف کامل 

۵۱
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تمرینصفحه ۱۰۷۴۱

E(G) = {ab,ac,cd,ef,db,cf,be} و مجموعهٔ یال‌های V(G) = {a,b,c,d,e,f} با مجموعهٔ رأس‌های ۱G( گراف 
مفروض است. نمودار آن را رسم کنید و به موارد زیر جواب دهید.

 را بنویسید.Gالف( مرتبه و اندازهٔ گراف 
 را مشخص نمایید.Gب( درجهٔ رأس‌های 

پ( مجموع درجات رئوس این گراف برابر چند است؟
 مجاورند؟f با رأس Gت( کدام رأس‌های گراف 

 ,E(H) = {v1v2, v1v3, v2v3 و مجموعهٔ یال‌های V(H) = {v1, v2, v3, v4} با مجموعهٔ رأس‌های Hث( گراف 
v2v4, v3v4, v4v1} مفروض است. بدون کشیدن نمودار آن به قسمت‌های )الف( تا )پ( در مورد گراف H

پاسخ دهید.

.q = ۷ و اندازه p = ۶الف( مرتبه 

.deg a = ۲ ، deg b = ۳ ، deg c = ۳ ، deg d = ۲ ، deg e = ۲ ، deg f = ۲ب( 

پ( ۲ + ۳ + ۳ + ۲ + ۲ + ۲ = ۱۴ = ۲ × ۷ )برابر دو برابر تعداد یال‌ها(.

.(ef و cfیال‌های ) e و cت( رأس‌های 

Hث( گراف 

الف( مرتبه ۴ و اندازه ۶ )۶ یال داریم(. ب( هر رأس با سه رأس دیگر مجاور است )هر ۶ زوج ممکن یال
 است. پ( مجموع درجات K4.۶ × ۲ = ۱۲ = ۳ × ۴ گراف کامل H همهٔ رأس‌ها ۳ است و degهستند(، پس 

تمرینصفحه ۱۰۸۴۱

شکل ۲۱( را در نظر بگیرید.) ۲G( گراف 
 را بنویسید.E(G) و V(G)الف( مجموعه‌های 

 را مشخص نمایید.(G)� و (G)�ب( 
 را بنویسید.e و g و fپ( مجموعهٔ همسایه‌های رأس‌های 

 کدام رأس است؟x ، آنگاه NG(x) = {a, c}ت( اگر 

.E(G) = {ab, bc, af, ae, ce, cd, de} ؛ V(G) = {a, b, c, d, e, f, g}الف( 
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.۰ = (G)� و ۳ = (G)� ؛ پس a:۳ ، b:۲ ، c:۳ ، d:۲ ، e:۳ ، f:۱ ، g:۰ب( درجه‌ها: 

.N(e) = {a, c, d} ؛ � = N(g) ؛ N(f) = {a}پ( 

.x = b است؛ b باشند، رأس c و aت( رأسی که همسایه‌هایش دقیقاً 

تمرینصفحه ۱۰۹۴۱

 دارای ۵ عضوNG(v1) مفروض است. اگر V(G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} با مجموعهٔ رأس‌های ۳G( گراف 
 را رسم کنید.G تک‌عضوی باشند، گراف i ≥ 2 برای NG(vi) ≥ ۶باشد و مجموعه‌های 

v1 با هر ۵ رأس دیگر مجاور است. هر یک از v2, ..., v6 تنها یک همسایه دارد که باید v1 باشد. پس Gگراف 
 است:v1ستاره‌ای با مرکز 

تمرینصفحه ۱۱۰۴۱

 داریم:V(G) = {a, b, c, d, e, f} با مجموعهٔ رأس‌های ۴G( در گراف 
NG(a) = {b, c, d} ، NG(b) = {a, c} ، NG(c) = {a, b} ، NG(d) = {a, f} ، NG(e) = { } ، NG(f) = {d}

 را رسم و اندازهٔ آن را مشخص کنید.Gگراف 

 رأس تنها است.eبا تقارن همسایگی‌ها کنترل می‌شود(. ) ab, ac, ad, bc, dfیال‌ها: 

.(مجموع درجات q = ۵ )اندازهٔ گراف: 

۵۳
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تمرینصفحه ۱۱۱۴۱

 را مشخص کنید و همچنین درجات�Gشکل ۲۲( رسم شده است. مجموع درجات رأس‌های گراف ) ۵G( گراف 
 را تعیین نمایید.�G در گراف c و aرئوس 

G دارای ۵ رأس و ۶ یال (ab, ac, bc, bd, cd, de) است؛ پس G� یال است و مجموع درجات دارای 
 برابر ۲ × ۴ = ۸ است.�Gرأس‌های 

 وdeg a = ۴ − ۲ = ۲ :(طبق مسئلهٔ ۱: ) �G برابر ۳ است؛ در c برابر ۲ و درجهٔ G در aدرجهٔ 
deg c = ۴ − ۳ = ۱.

تمرینصفحه ۱۱۲۴۲

 را مشخص کنید.(G)� و (G)� دارای ۳۶ یال است. در این گراف ۶Kp( گراف کامل 

.۸ = (G)� = (G)� است و هر رأس درجهٔ ۸ دارد؛ پس K9 ؛ گراف 

تمرینصفحه ۱۱۳۴۲

۷( گراف‌های کامل از مرتبهٔ ۱ تا ۵ را رسم کنید.

K۱K۲K۳K۴K۵

تمرینصفحه ۱۱۴۴۲

 رسم کنید.n - منتظم از مرتبهٔ ۸r( در هر یک از حالت‌های زیر در صورت امکان یک گراف 
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n = 7 , r = 3 ؛ ج( n = 6 , r = 4 ؛ ث( n = 5 , r = 3 ؛ ت( n = 4 , r = 2 ؛ پ( n = 5 , r = 2 ؛ ب( n = 4 , r = 1الف( 

 باید زوج باشد.nrشرط لازم: مجموع درجات 

: دو یال جدا از همn=۴ ، r=۱الف( 

C5: دور n=۵ ، r=۲ب( 

C4: دور n=۴ ، r=۲پ( 

: امکان ندارد، زیرا ۵ × ۳ = ۱۵ فرد است.n=۵ ، r=۳ت( 

: مکمل سه یال جدا از هم )هر رأس به همهٔ رأس‌ها جز »مقابل« خود وصل است(n=۶ ، r=۴ث( 

: امکان ندارد، زیرا ۷ × ۳ = ۲۱ فرد است.n=۷ ، r=۳ج( 

۵۵
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تمرینصفحه ۱۱۵۴۲

۹( برای هر یک از حالت‌های زیر در صورت امکان یک گراف ۵ رأسی رسم کنید به‌طوری که:
الف( یک رأس تنها داشته باشد. ب( دو رأس تنها داشته باشد. پ( سه رأس تنها داشته باشد. ت( چهار رأس

تنها داشته باشد. ث( پنج رأس تنها داشته باشد.

(v5) و یک رأس تنها P4الف( مسیر 

(v5 و v4ب( مثلث و دو رأس تنها )

پ( یک یال و سه رأس تنها

ت( امکان ندارد: اگر ۴ رأس تنها باشند، رأس پنجم هیچ همسایه‌ای ندارد )همهٔ رأس‌های دیگر تنها هستند(،
پس آن هم تنها می‌شود.

ث( گراف تهی با ۵ رأس: هیچ یالی رسم نمی‌کنیم و ۵ نقطه را می‌گذاریم.

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

۵۶
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تمرینصفحه ۱۱۶۴۲

۱۰( هفت نفر در یک اتاق هستند و برخی از آنها با یکدیگر دست می‌دهند. ۶ نفر از آنها هر کدام دقیقاً با ۲ نفر
دست داده‌اند. نشان دهید نفر هفتم نمی‌تواند دقیقاً با ۱ نفر دست داده باشد.

گرافی را در نظر می‌گیریم که رأس‌هایش افراد و یال‌هایش دست‌دادن‌ها هستند. مجموع درجات
d = ۱ زوج است. بنابراین d(، پس q درجهٔ نفر هفتم است. این مجموع باید زوج باشد )d۲ که 

ممکن نیست.

تمرینصفحه ۱۱۷۴۲

۱۱( علی، سامان، محمد، ناصر و مهرداد در یک شبکهٔ اجتماعی عضو هستند و هر کدام از آنها ممکن است در
فهرست دوستان هر کدام از ۴ نفر دیگر باشد یا نباشد.

الف( چند حالت مختلف می‌تواند وجود داشته باشد؟
ب( اگر بودن در فهرست دوستان به این صورت باشد که هر دو نفر، یا هر دو در فهرست دوستان هم هستند

و یا هیچ‌کدام در فهرست دوستان دیگری نیست، در این صورت چند حالت مختلف می‌تواند وجود داشته
باشد؟

الف( برای هر نفر ۴ نفر دیگر هست و هر کدام می‌تواند در فهرست باشد یا نباشد. تعداد زوج‌های مرتب )۵ ×
 حالت.۴ = ۲۰( و برای هر زوج ۲ حالت: 

ب( اکنون رابطه دوطرفه است؛ برای هر زوج نامرتب از ۵ نفر دو حالت )دوست یا نه( داریم. تعداد زوج‌ها
 حالت. و در نتیجه 

تمرینصفحه ۱۱۸۴۲

۱۲( یک گراف ۹ رأسی رسم کنید به‌طوری که:
الف( دورهایی به طول ۵ و ۶ و ۷ و ۹ داشته باشد و هیچ دوری به طول غیر از اعداد مذکور نداشته باشد.

ب( دورهایی به طول ۵ و ۶ و ۸ و ۹ داشته باشد و دوری به طول غیر از اعداد مذکور نداشته باشد.

 می‌گیریم و دو وتر به آن اضافه می‌کنیم )با بررسی همهٔ دورها با رایانه(:v1...v9یک دور ۹ رأسی 

 � طول دورها فقط ۵ و ۶ و ۷ و v3v7۹ و v1v5الف( وترهای 
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 � طول دورها فقط ۵ و ۶ و ۸ و v2v7۹ و v1v5ب( وترهای 

تمرینصفحه ۱۱۹۴۲

 . درستی یا نادرستی هر یک از موارد زیر را ثابت کنید.K ≤ (G)� یک گراف باشد و ۱۳G( فرض کنید 
 است.K لزوماً شامل یک مسیر به طول Gالف( 

 است.K + 1 لزوماً شامل یک مسیر به طول Gب( 

 روی این مسیر هستندv0 بگیرید. همهٔ همسایه‌های v0 v1 ... vm را G بلندترین مسیر در درست است.الف( 
 دارد؛ پسv1, ..., vm همسایه از میان K ، دست‌کم deg(v0) ≥ K)وگرنه می‌شد مسیر را بلندتر کرد(. چون 

m ≥ K و مسیر دست‌کم K.یال دارد 

 یالK ؛ بلندترین مسیر آن K = � رأس است و K+1 دارای K(K+1) مثال نقض: گراف کامل نادرست است.ب( 
 ولی مسیری به طول ۳ ندارد.(۲ = � ندارد. )مثلاً مثلث: K+1دارد و مسیری به طول 

۵۸
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تمرینصفحه ۱۲۰۴۲

 - منتظم بکشید که:۱۴K( یک گراف ۴ رأسی غیرتهی 
 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kالف( 

 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kب( 

:K4 با گراف K = ۳ و بیشترین مقدار K ≤ ۳الف( هر رأس حداکثر با ۳ رأس دیگر مجاور است؛ پس 

 با دو یال جدا از هم ممکن است:K = ۱ ؛ K ≥ ۱ب( غیرتهی یعنی 

تمرینصفحه ۱۲۱۴۲

 - منتظم بکشید که:۱۵K( یک گراف ۵ رأسی غیرتهی 
 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kالف( 

 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kب( 

.K = ۴-منتظم( ممکن است: بیشترین مقدار ۴) K5 و با K ≤ ۴الف( 

.K = ۲ ممکن است: کمترین مقدار C5 با دور K = ۲ ممکن نیست )۵ × ۱ فرد است(. K = ۱ب( 

۵۹
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پرسشصفحه ۱۲۲۴۴

الف( )در این مدل‌سازی( تقاطع‌ها و خیابان‌ها بین آنها هر کدام به چه صورت نمایش داده شده‌اند؟
ب( رأس‌هایی از گراف را مشخص کنید که، با توجه به مدل‌سازی انجام شده، اگر خودپردازها در آن تقاطع‌ها
قرار گیرند، شرط ۱ برآورده گردد. چنین مجموعه‌ای از رئوس را یک مجموعهٔ احاطه‌گر برای گراف می‌نامیم. آیا

می‌توانید یک مجموعهٔ احاطه‌گر ۴ عضوی مثال بزنید؟

الف( هر تقاطع با یک رأس و هر خیابان بین دو تقاطع با یک یال نمایش داده شده است.

{a, c, e, h}ب( شرط ۱ می‌گوید هر تقاطع یا دستگاه دارد یا مجاور تقاطعی است که دستگاه دارد. مثلاً مجموعهٔ 
 مجاور است؛ پس همهٔ رأس‌ها یا در مجموعه‌اند یاg و f با d ، h و b با g ، e و b با d ، c و b با aچنین است: 

 هم احاطه‌گر است.({b, f}همسایهٔ یکی از آن‌ها؛ یک مجموعهٔ احاطه‌گر ۴ عضوی. )مجموعهٔ دو عضوی 

پرسشصفحه ۱۲۳۴۵

در این صورت مجموعهٔ احاطه‌گرِ مینیمم برای گراف مذکور، جواب مسئله را مشخص می‌کند. )چرا؟(

هر شهر که ایستگاهی در آن نیست باید دست‌کم به یک شهر با ایستگاه مستقیماً )کمتر از ۵۰ کیلومتر(
متصل باشد تا تحت پوشش قرار گیرد. این دقیقاً شرط احاطه‌گر بودن مجموعهٔ شهرهای دارای ایستگاه است.
چون می‌خواهیم کمترین تعداد ایستگاه ساخته شود، باید مجموعهٔ احاطه‌گر با کمترین تعداد رأس، یعنی

احاطه‌گر مینیمم، را بیابیم.

کار در کلاسصفحه ۱۲۴۴۶

۱( مشخص کنید کدام یک از مجموعه‌های زیر برای گراف شکل ۵ احاطه‌گر هست و کدام نیست؟
 = F ج( E = {f,g,h,e,d} ث( D = {a,i,h} ت( C = {a,b,j,h,g} پ( B = {f,g,h,i,j} ب( A = {a,b,c,d,e}الف( 

{f,g,h,e} )چ H = {g,h,e}
۲( از مجموعه‌های مطرح شده در سؤال ۱ که احاطه‌گر بودند در کدام یک از آنها رأس یا رأس‌هایی وجود دارد که

با حذف آنها مجموعهٔ باقی‌مانده هنوز احاطه‌گر باشد؟

۶۰

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

۳( مجموعه‌ای احاطه‌گر با کمترین تعداد رأس که می‌توانید، بنویسید و پاسخ خود را با پاسخ هم کلاسی‌های
خود مقایسه کنید.

۴( یک مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.

)۱

 ؛i: d,f,g ؛ h: c,f,j ؛ g: b,i,j ؛ f: a,h,i ؛ e: a,d,j ؛ d: c,e,i ؛ c: b,d,h ؛ b: a,c,g ؛ a: b,e,fرأس‌های مجاور هر رأس: 
j: e,g,h.

A همهٔ رأس‌های بیرونی در( احاطه‌گر است A.)هستند و هر رأس درونی همسایهٔ یک رأس بیرونی است 

B.)احاطه‌گر است )به همین دلیل با جابه‌جایی نقش درون و بیرون 

C احاطه‌گر نیست: رأس d نه در C است و نه با رأسی از C.مجاور است 

D( احاطه‌گر است a: b,e,f ؛ i: d,f,g ؛ h: c,f,j ً؛ مجموعا a,b,c,d,e,f,g,h,i,j).

E.احاطه‌گر است 

F.احاطه‌گر است 

H( احاطه‌گر است g: b,i,j ؛ h: c,f,j ؛ e: a,d,j).

)۲

 مجموعه همچنان احاطه‌گر می‌ماند )مثلاdً یا f ، h ، e با حذف هر یک از رأس‌های E = {f,g,h,e,d}در 
{g,h,e,d} ؛ در)F = {f,g,h,e} با حذف f ٔمجموعه {g,h,e}( احاطه‌گر می‌ماند. در بقیه A ،B ،D ،Hهیچ رأسی را )

نمی‌توان حذف کرد.

)۳

 دارد، پس با کمتر از ��۱۰/۴ = ۳ رأس۳ = � احاطه‌گر است )گراف ۱۰ رأس و {a, c, g}مجموعهٔ سه‌عضوی 
ممکن نیست(.

۶۱
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)۴

 چهار عضوی احاطه‌گر است و با حذف هر رأس دیگر احاطه‌گر نمی‌ماند )مینیمال(، ولی{a, c, i, j}مجموعهٔ 
چون مجموعه‌های ۳ عضوی احاطه‌گر وجود دارند، مینیمم نیست.

کار در کلاسصفحه ۱۲۵۴۷

۵( آیا می‌توان هر مجموعهٔ احاطه‌گر دلخواه غیرمینیمال را با حذف برخی رئوسش به یک مجموعهٔ احاطه‌گر
مینیمال تبدیل کرد؟ )استدلال کنید(

 مینیمال نباشد، رأسی در آن هست که با حذفش مجموعه باز هم احاطه‌گرDبله. اگر مجموعهٔ احاطه‌گر 
 متناهیDمی‌ماند؛ آن را حذف می‌کنیم. این کار را تا جایی که رأسی قابل حذف وجود دارد تکرار می‌کنیم. چون 

است، این فرایند پس از تعداد متناهی گام متوقف می‌شود و مجموعهٔ باقی‌مانده احاطه‌گر است و هیچ رأسی
از آن قابل حذف نیست؛ یعنی احاطه‌گر مینیمال است.

کار در کلاسصفحه ۱۲۶۴۷

در گراف شکل ۷:
۱( مجموعه‌ای از رئوس را مشخص نمایید که احاطه‌گر باشند.

۲( مجموعه‌ای از رئوس را مشخص نمایید که احاطه‌گر مینیمال باشند.
۳( یک مجموعهٔ احاطه‌گر ۳ عضوی مشخص نمایید.

۶۲

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

 را احاطه کند؟g و b ، e وجود دارد که دو رأس از ۳ رأس ۴G( آیا رأسی در گراف 
 چند است؟((G)�۵( حداقل تعداد رأس‌هایی که تمام رئوس گراف را احاطه می‌کنند چندتاست؟ )

.ac, bc, cd, cf, df, ef, fh, fi, hi, ghیال‌های گراف: 

 :f ؛ c: a,b,d هم احاطه‌گر است ){c, f, h}۱( مثلاً همهٔ رأس‌ها یک مجموعهٔ احاطه‌گر است؛ مجموعهٔ کوچک‌تر 
d,e,i ؛ h: g,i).

 )۲{c, f, h} مینیمال است: با حذف c رأس‌های a و b با حذف ، f رأس e و با حذف ، h رأس g.احاطه نمی‌شوند 

 )۳{c, f, h}.

 را احاطه کندb است. رأسی که h و c ، f رأس‌های آویزان هستند و همسایه‌هایشان به ترتیب g و ۴b ، e( خیر. 
 دو به دو{g,h} و {e,f} ، {b,c} باشد. این سه مجموعه h یا g باید g و برای f یا e باید e باشد؛ برای c یا bباید 

جدا هستند، پس هیچ رأسی دو تا از آنها را احاطه نمی‌کند.

 (G)� سه‌عضوی و احاطه‌گر است؛ پس {c, f, h} دست‌کم ۳ رأس لازم است و g و ۵b ، e( از بند ۴: برای احاطهٔ 
۳ =.

فعالیتصفحه ۱۲۷۴۷

حال فرض کنید تعدادی از کارمندان یک شرکت قرار است با چند تاکسی به محلی بروند و هر ۴ نفر یک تاکسی
نیاز دارند.

الف( اگر تعداد کارمندان ۱۲ نفر باشد، چند تاکسی نیاز است؟
ب( اگر تعداد کارمندان ۱۴ نفر باشد چند تاکسی نیاز است؟
پ( اگر تعداد کارمندان ۱۶ نفر باشد چند تاکسی نیاز است؟

ت( آیا با تقسیم تعداد کارمندان به عدد ۴، تعداد تاکسی‌های مورد نیاز به‌دست می‌آید؟ اگر حاصل عدد صحیح
نباشد چه تعداد تاکسی نیاز است؟

سؤال: برای کدام اعداد کف و سقف آنها با هم برابر است؟

الف( ۱۲ ÷ ۴ = ۳ ؛ ۳ تاکسی.

 لازم است.۴ تاکسیب( ۱۴ ÷ ۴ = ۳٫۵ ؛ ۳ تاکسی ظرفیت ۱۲ نفر دارد، پس 

پ( ۱۶ ÷ ۴ = ۴ ؛ ۴ تاکسی.

 است؛ در غیر این صورت باید عدد صحیح بعدی را در بر ۴ بخش‌پذیر باشد، تعداد تاکسی‌ها همان nت( اگر 
 است.نظر گرفت )سقف(: تعداد تاکسی‌ها برابر 

؛ برای اعداد غیرصحیح(� � x)سؤال: کف و سقف یک عدد وقتی برابرند که آن عدد، عددی صحیح باشد 
سقف یک واحد از کف بیشتر است.
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فعالیتصفحه ۱۲۸۴۸

می‌دانیم در هر گراف، هر رأس خودش و تمام رئوس مجاورش را احاطه می‌کند.
 چند است؟�۱( در گراف مقابل 

 دارد؟�۲( هر رأس حداکثر چند رأس را احاطه می‌کند و این تعداد چه ارتباطی با 
 را احاطه کنند؟۳G( آیا ۲ رأس می‌توانند همهٔ رئوس گراف 

۴( حداقل ��۱۰/۴ رأس برای احاطهٔ همهٔ رئوس لازم است. چرا؟
 )۵�(G)چند است؟ 

 ، یک رأس دلخواه حداکثر چند رأس را احاطه می‌کند؟�۶( در یک گراف دلخواه با ماکزیمم درجه 
 رأس یک گراف را احاطه کنند. چرا؟n رأس نمی‌توانند تمام �۷�n/(�+1)( تعداد کمتر از 

گراف شکل ۸ دارای ۱۰ رأس است و هر رأس آن درجهٔ ۳ دارد )۳-منتظم؛ همان گراف پترسن(. در شکل زیر
یک مجموعهٔ احاطه‌گر سه‌عضوی نشان داده شده است.

� = ۳.

 رأس. )تعداد۴ = ۱ + � همسایه‌اش را احاطه می‌کند؛ پس حداکثر �هر رأس خودش و حداکثر 
 است.(۱ + �رأس‌های احاطه‌شده حداکثر 

خیر؛ ۲ رأس حداکثر ۲ × ۴ = ۸ رأس را احاطه می‌کنند و ۸ > ۱۰.

هر رأس حداکثر ۴ رأس را احاطه می‌کند. با ۲ رأس حداکثر ۸ رأس و با ۳ رأس حداکثر ۱۲ رأس احاطه
می‌شود؛ پس برای ۱۰ رأس دست‌کم ��۱۰/۴ = ۳ رأس لازم است.

�(G) ≥ ۳ و مجموعهٔ سه‌عضوی {a, c, g} در شکل بالا احاطه‌گر است؛ پس �(G) = ۳.

 رأس.۱ + �حداکثر 

 ؛k(�+1) ≥ n رأس را احاطه می‌کند، 1+� رأس را احاطه کنند، چون هر رأس حداکثر n رأس همهٔ kاگر 
. پس تعداد کمتر از این مقدار کافی نیست.�k ≥ �n/(�+1) صحیح است k و چون k ≥ n/(�+1)یعنی 
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کار در کلاسصفحه ۱۲۹۴۹

۱( یک شبکهٔ رایانه‌ای متشکل از ۱۶ رایانه را در نظر بگیرید که در آن هر رایانه، مطابق شکل ۹ به چند رایانهٔ دیگر
متصل است. گراف شکل ۹ یک مدل‌سازی از شبکهٔ مورد نظر است که در آن هر رأس نمایشگر یک رایانه است

و یال بین دو رأس نمایانگر آن است که رایانه‌های نظیر به آن دو رأس مستقیماً با هم در ارتباط‌اند. می‌خواهیم
مجموعه‌ای با کمترین تعداد ممکن از رایانه‌ها )رأس‌ها( انتخاب کنیم. به‌طوری که توسط این مجموعه از

رایانه‌ها به تمام رایانه‌های این شبکه وصل باشیم. مجموعهٔ انتخاب شده از رئوس برای گراف مورد نظر چه نوع
مجموعه‌ای است؟

 ، حداقل چند رأس برای احاطه کردن تمام رئوس این گراف لازم است؟۲�n/(�+1)� ≤ �(G)( با توجه به رابطهٔ 
آیا می‌توانید مجموعه‌ای احاطه‌گر با این تعداد رأس مشخص نمایید؟

 را رسم کنید و عدد احاطه‌گری هر یک را مشخص نمایید.C10 و ۳P10 ، P9 ، C9( گراف‌های 
 باشد.�۴�n/(�+1)( گرافی مشخص کنید که برای آن عدد احاطه‌گری برابر 
 نباشد.�۵�n/(�+1)( گرافی مشخص کنید که برای آن عدد احاطه‌گری برابر 

)۱

 برای گراف است و چون کمترین تعداد رایانه را می‌خواهیم، یکمجموعهٔ احاطه‌گرمجموعهٔ انتخاب‌شده یک 

-مجموعه( است.�مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمم )

)۲

. بله؛ ؛ هر رأس با ۴ رایانه ارتباط دارد(. پس ۴ = �گراف ۱۶ رأس دارد و هر رأس درجهٔ ۴ دارد )
.n � l,m,p,f ؛ m � k,n,o,e ؛ b � a,h,d,j ؛ a � b,g,c,i احاطه‌گر چهارعضوی است: {a, b, m, n}مثلاً مجموعهٔ 

.۴ = (G)�این چهار رأس و همسایه‌هایشان هر ۱۶ رأس را می‌پوشانند؛ پس 

)۳
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�یک عدد احاطه‌گریگراف -مجموعه

P10۴{v2, v5, v8, v10}

P9۳{v2, v5, v8}

C9۳{v1, v4, v7}

C10۴{v1, v4, v7, v10}

هر رأس در این گراف‌ها ۳ رأس را می‌پوشاند(. در شکل‌ها رأس‌های مجموعهٔ) ��n/3 = (Cn)� = (Pn)�قاعده: 
احاطه‌گر توپر هستند.

P۱۰P۹

C۹C۱۰

)۴

(؛ برابر است.{v1, v4}مجموعهٔ ۲ = (C6)� ) ، ��۶/۳ = ۲ و C6: n = ۶ ، � = ۲دور 

)۵

 ؛ چون۳ = � و ��۷/۴ = ۲ ، ولی n = ۷ ، � = ۳ و سه مسیر به طول ۲(: cگراف ۷ رأسی شکل زیر )مرکز 
،{y2,x2}، {y1,x1} هر کدام برای احاطه شدن به یک رأس از مجموعه‌های جدای y1, y2, y3رأس‌های آویزان 

{y3,x3} نیاز دارند. پس � ≠ �n/(�+1)�.
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کار در کلاسصفحه ۱۳۰۵۰

 در مثال قبل را بنویسید.G-مجموعه‌های )مجموعه‌های احاطه‌گر مینیمم( گراف �۱( تمام 
۲( عدد احاطه‌گری را برای هر یک از گراف‌های زیر )شکل ۱۱( مشخص کنید.

. مجموعه‌های دوعضوی۲ = (G)� است و ۱ab, ae, ed, bd, bc, cd( گراف شکل ۱۰ دارای ۵ رأس و یال‌های 
احاطه‌گر:

{a,b} , {a,c} , {a,d} , {b,d} , {b,e} , {c,e} , {d,e}

 > ۴(.۳ = �-مجموعه )هیچ رأس تنها نمی‌تواند همهٔ رأس‌ها را احاطه کند چون �یعنی ۷ تا 

 احاطه‌گر{a, c, h}. مجموعهٔ �۱۰/۴� = ۳ ≤ (G)�؛ پس )۳ = �(الف( ۱۰ رأس دارد و ۳-منتظم است ) ۲G( گراف 
.۳ = (G)�(؛ بنابراین h: b,f,j ؛ c: b,d,i ؛ a: b,e,gاست )

.۳ = (H)�. پس �۸/۳� = ۳ = (C8)�؛ (a-f-c-h-e-b-g-d-a)ب( یک دور هشت‌رأسی است ) Hگراف 

فعالیتصفحه ۱۳۱۵۱

می‌خواهیم عدد احاطه‌گری گراف شکل ۱۳ را مشخص نماییم.
.(G)� را بررسی می‌کنیم که عدد ۳ = ��۱۴/۶ را می‌دهد. پس �n/(�+1)� ≤ ۳الف( ابتدا کران پایین 

 باید انتخاب شود. چرا؟d و a ، b ، cب( اما حداقل یکی از رئوس 
 باید انتخاب شود. چرا؟g و fپ( حداقل یکی از رئوس 
 باید انتخاب شود. چرا؟h و iت( حداقل یکی از رئوس 
 باید انتخاب شود. چرا؟n و mث( حداقل یکی از رئوس 

 یک{c,f,h,m} و با توجه به اینکه (G)�ج( بنابراین حداقل ۴ رأس در هر مجموعهٔ احاطه‌گر باید باشد. لذا ۴ ≥ 
.۴ = (G)� ، بنابراین 4 ≥ (G)�مجموعهٔ احاطه‌گر است 

 درd و b ، c یا یکی از a باید خود a مجاور است؛ برای احاطه شدن d و b ، c فقط با رأس‌های aب( رأس 
مجموعه باشد.
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 در مجموعه باشد.f یا g باید g وصل است؛ برای احاطه شدن f تنها به gپ( رأس 

 در مجموعه باشد.h یا i باید i وصل است؛ برای احاطه شدن h تنها به iت( رأس 

 در مجموعه باشد.m یا n باید n وصل است؛ برای احاطه شدن m تنها به nث( رأس 

 دو به دو جدا هستند و از هر کدام دست‌کم یک رأس لازم{m,n}، {h,i}، {f,g}، {a,b,c,d}ج( چهار مجموعهٔ 
 :m ؛ h: e,i,j,k,l ؛ f: e,g ؛ c: a,b,d,e همهٔ رأس‌ها را احاطه می‌کند ){c, f, h, m}. مجموعهٔ ۴ ≤ (G)�است؛ پس 

l,n پس .)�(G) = ۴.

تمرینصفحه ۱۳۲۵۲

۱( در مثال ایستگاه‌های رادیویی )دومین مثال این درس(
الف( تعداد و محل نصب ایستگاه‌ها را مشخص نمایید.

 احداث کنیم حداقل چند ایستگاه دیگر و در چه شهرهاییbب( اگر مجبور باشیم یکی از ایستگاه‌ها را در شهر 
باید احداث کنیم؟

 ,ab, ad, ag, ai, ak, bd, cd, cf, cg, de, dg, dh, ef, eg, eh, fg, fh, ghیال‌های گراف )فاصلهٔ ≥ ۵۰ کیلومتر(: 
ij, ik, jk.

الف( هیچ مجموعهٔ ۲ عضوی همهٔ ۱۱ شهر را احاطه نمی‌کند )بررسی همهٔ حالت‌ها(؛ و یک مجموعهٔ ۳ عضوی
( کهi: a,j,k ؛ f: c,e,g,h ؛ a: b,d,g,i,k) a, f, i لازم است، مثلاً در شهرهای ۳ ایستگاهوجود دارد. پس حداقل 

 هم جواب است.({b, g, i} یا {d, e, j}همهٔ ۱۱ شهر را پوشش می‌دهند. )مثلاً 

 و یکی ازg یا f لازم است: یکی از ۲ ایستگاه دیگر را می‌پوشاند(، حداقل b: a, d باشد )bب( اگر یک ایستگاه در 
i ،j یا k ً؛ مثلا{b, f, i} یا {b, g, k}.

تمرینصفحه ۱۳۳۵۲

۲( نقشهٔ مقابل نقشهٔ یک منطقه شامل چند روستا و جاده‌های بین آن روستاهاست و مسافت جاده‌های بین
روستاها در آن مشخص شده است. قصد داریم چند بیمارستان در برخی روستاها احداث کنیم به‌گونه‌ای که

فاصلهٔ هر روستا تا نزدیک‌ترین بیمارستان به آن روستا از ۱۰ کیلومتر بیشتر نباشد و از طرفی کمترین تعداد
ممکن بیمارستان را احداث کنیم. ابتدا با توجه به نقشهٔ فوق، مسئلهٔ مورد نظر را با یک گراف مناسب

مدل‌سازی کنید و سپس تعداد و محل احداث بیمارستان‌ها را مشخص کنید.

مدل‌سازی: برای هر روستا یک رأس می‌گیریم و دو روستا را وقتی به هم وصل می‌کنیم که کوتاه‌ترین مسیر
جاده‌ای بین آن‌ها حداکثر ۱۰ کیلومتر باشد. روستاهایی که بیمارستان دارند باید یک مجموعهٔ احاطه‌گر این

گراف باشند و چون کمترین تعداد را می‌خواهیم، باید یک مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمم بیابیم.
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.n: h:۵ ، i:۷ ، g:۳ ، o:۳ ، m:۳ ، l:۶ ، k:۱۰ ؛ فاصله‌ها از c: b:۴ ، d:۵ ، e:۷ ، h:۷ ، f:۸ ، a:۹ ، j:۹ ، i:۹فاصله‌ها از 

هیچ روستایی به تنهایی همهٔ روستاها را پوشش نمی‌دهد )کمترین »دورترین فاصله« برابر ۱۶ کیلومتر است(.
 هر ۱۵ روستا حداکثر ۱۰ کیلومتر از نزدیک‌ترین بیمارستان فاصله دارد؛n و cدو بیمارستان در روستاهای با 

(.{c, m} یا {c, l}پس حداقل ۲ بیمارستان لازم و کافی است. )انتخاب‌های دیگر: 

تمرینصفحه ۱۳۴۵۲

۳( عدد احاطه‌گری را برای هر یک از گراف‌های )الف( تا )ث( مشخص نمایید.

.۲ = � احاطه‌گر است؛ پس {a, g} و ۲ = ��۸/۴ ≤ �الف( گراف مکعب )۸ رأس، ۳-منتظم(: 

 ,j � c, d ؛ e � a, g, b, h :{e, j} هر دو(. با g و a می‌کنند )یا e ما را مجبور به انتخاب g و aب( رأس‌های آویزان 
f, i و تنها ۵ رأس را یک رأس می‌پوشاند، با یک رأس ممکن نیست؛۴ = � ؛ همهٔ ۱۰ رأس احاطه می‌شوند. چون 

.۲ = �پس 

یا) j( و c ،dیا ) h(، a ،bیا ) e بخش‌های همسایگی رأس‌های {i,j,k,l} و {c,d,g,h}، {a,b,e,f}پ( مجموعه‌های 
k ،l مجموعه۳ٔ ≤ �( هستند. این سه مجموعه از هم جدا هستند و از هر کدام یک رأس لازم است؛ پس .

{f, g, i} ۳ = � احاطه‌گر است؛ پس.

،{a,f,g}بالای هر مثلث( فقط با دو رأس همان مثلث مجاورند؛ پنج مجموعهٔ ) a ، b ، c ، d ، eت( رأس‌های 
{b,h,i} ،{c,j,k} ،{d,l,m} ،{e,n,o} :مجموعهٔ ۵ ≤ � جدا هستند و از هر کدام یک رأس لازم است .{g, h, j, l, n}

.۵ = �(. پس n � e,o,s ؛ l � d,m,q,r,s ؛ j � c,k,r ؛ h � b,i,p ؛ g � a,f,qاحاطه‌گر است )

ث( در پنج‌ضلعی بالایی، چهار رأس غیر از رأس پایینی به رأس‌های بیرونی راه ندارند و برای احاطهٔ آنها دو رأس
۲ ≤ � + لازم است؛ در هر یک از سه پنج‌ضلعی پایینی هم چهار رأس غیر از رأس بالایی دو رأس لازم دارند. پس 

.۸ = � و مجموعهٔ ۸ عضوی توپر شکل زیر احاطه‌گر است؛ پس ۳ × ۲ = ۸
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تمرینصفحه ۱۳۵۵۳

 می‌توان پی برد؟G ، در این صورت به چه ویژگی‌هایی از گراف ۱ = (G)� داشته باشیم ۴G( اگر برای گراف 
(�(G) و حداقل و حداکثر تعداد یال‌هایی را که گراف G).می‌تواند داشته باشد مشخص کنید 

�(G) = ۱ یعنی رأسی مانند vوجود دارد که همهٔ رأس‌های دیگر را احاطه می‌کند، یعنی به همهٔ رأس‌های دیگر 
 )بزرگ‌ترین مقدار ممکن(.n − ۱ = (G)� . پس deg v = n − ۱وصل است: 

 )گراف کامل(.گراف ستاره(. حداکثر تعداد یال‌ها: n − ۱ )حداقل تعداد یال‌ها: 

تمرینصفحه ۱۳۶۵۳

 )۵�(Cn) و �(Pn) را به ازای هر n � �.مشخص کنید 

. با انتخاب��n/۳ ≤ � هر رأس حداکثر ۳ رأس را )خودش و حداکثر ۲ همسایه( می‌پوشاند؛ پس P_n و C_nدر 
هر سومین رأس( و در صورت لزوم یک رأس آخر، همهٔ رأس‌ها پوشش داده می‌شوند) ... ,v2, v5, v8رأس‌های 

 است. بنابراین:��n/۳و تعداد رأس‌های انتخابی 

.۳ = (C9)� و ۴ = (P10)� ؛ مثلاً 

تمرینصفحه ۱۳۷۵۳

.�n/(k+1)� ≤ �(G) رأسی باشد نشان دهید n - منتظم k یک گراف ۶G( اگر 

 نتیجه می‌شود . از رابطهٔ کلی k = (G)� است؛ پس k-منتظم درجهٔ همهٔ رأس‌ها kدر گراف 
 رأس را احاطه می‌کند.(k+۱ همسایه‌اش، یعنی حداکثر k. )دلیل: هر رأس خودش و 

تمرینصفحه ۱۳۸۵۳

۷( یک گراف ۲-منتظم ۱۲ رأسی رسم کنید که عدد احاطه‌گری آن کمترین مقدار ممکن باشد.

( این کران را می‌رسانند: یکK3. چهار مثلث جدا از هم )هر کدام ۴ = ��۱۲/۳ ≤ � و ۲ = �برای گراف ۲-منتظم 
 دارد.( کمترین مقدار ممکن۴ = � هم C12دور ۴ = �. )رأس از هر مثلث همهٔ آن مثلث را احاطه می‌کند؛ پس 

۴ است.
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تمرینصفحه ۱۳۹۵۳

 - مجموعهٔ آن با اندازهٔ یک باشد رسم کنید.�۸( الف( یک گراف ۶ رأسی که 
 - مجموعهٔ آن با اندازهٔ دو باشد رسم کنید.�ب( یک گراف ۶ رأسی که 

 رأسی که عدد احاطه‌گری آنn. روشی برای رسم یک گراف k ≤ n/2 دو عدد طبیعی باشند و k و nپ( فرض کنید 
k.باشد، ارائه دهید 

 است.{v1}-مجموعه �؛ v1 با مرکز K(1,5)الف( گراف ستاره 

-مجموعه است.� یک {v1, v4} و برای نمونه ۲ = �ب( دو مثلث جدا؛ 

 گروه با دست‌کم ۲ رأس تقسیم کرد. هر گروه را به یک ستاره )یکk رأس را به n ، می‌توان k ≤ n/2پ( چون 
رأس مرکزی وصل به بقیهٔ گروه( تبدیل می‌کنیم و گروه‌ها را از هم جدا نگه می‌داریم. در هر ستاره دست‌کم

.k = ۳ و n = ۹ . شکل: k = �یک رأس باید انتخاب شود و مرکز همهٔ آن ستاره را می‌پوشاند؛ پس 

تمرینصفحه ۱۴۰۵۳

۹( الف( یک گراف ۶ رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که یک مجموعهٔ احاطه‌گر یکتا با اندازهٔ ۲ داشته باشد.
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ب( یک گراف ۶ رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که بیش از یک مجموعهٔ احاطه‌گر با اندازهٔ ۲ داشته باشد.

 بهc باید در هر مجموعهٔ احاطه‌گر باشد و ستاره را فقط z و ۴ برگ: c و یک ستاره با مرکز zالف( یک رأس تنها 
 است.{z, c} و تنها مجموعهٔ احاطه‌گر دوعضوی ۲ = �تنهایی می‌پوشاند؛ 

 و ۲ × ۴ = ۸ مجموعه۲ٔ = �جدا از آن(: از هر بخش یک رأس کافی است؛ ) K4 و گراف کامل abب( یک یال 
احاطه‌گر دوعضوی داریم.

تمرینصفحه ۱۴۱۵۴

 دلخواه توضیح دهید که۱۰n � � (n ≥ ۴)( برای هر 
 رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که یک مجموعه احاطه‌گر یکتا با اندازهٔ n۲الف( چگونه می‌توانید یک گراف 

داشته باشد.
 رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که بیش از یک مجموعه احاطه‌گر با اندازهnٔب( چگونه می‌توانید یک گراف 

۲ داشته باشد.

 باید در مجموعهz رسم می‌کنیم. )n − ۲ ≥ ۲( برگ n−۲ و c و جدا از آن یک ستاره با مرکز zالف( یک رأس تنها 
 به تنهایی می‌پوشاند )چون دست‌کم دو برگ دارد، هیچ برگی همهٔ ستاره را نمی‌پوشاند(.cباشد؛ ستاره را فقط 

-مجموعه است.� تنها {z, c} و ۲ = �پس 

)n − ۲( و ۲۲ = �. از هر بخش یک رأس کافی است؛ K(n−۲) (n − ۲ ≥ ۲) و جدا از آن گراف کامل abب( یک یال 
< ۱ مجموعهٔ احاطه‌گر دوعضوی داریم.

تمرینصفحه ۱۴۲۵۴

 را رسم کنید.۱۱P12( گراف 
 - مجموعه از آن را مشخص نمایید.�الف( یک 
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ب( یک مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمال ۶ عضوی از آن را مشخص نمایید.

-مجموعه است )رأس‌های توپر(:� یک {v2, v5, v8, v11} و �۱۲/۳� = ۴ = (P12)�الف( 

 احاطه‌گر است و مینیمال است: با حذف هر رأس، همان رأس یا یکی از{v1, v3, v5, v7, v9, v11}ب( مجموعهٔ 
.(v2 نه در مجموعه است و نه همسایه‌اش v1 ، رأس v1همسایه‌هایش دیگر احاطه نمی‌شود )مثلاً با حذف 

چون ۶ < ۴ ، مینیمم نیست.
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گام به گام ریاضیات گسسته دوازدهم - فصل سوم
ترکیبیات )شمارش(

فهرست

۸۰صفحه ۵۷ · مثال — توضیح راه‌حل مثال دانش‌آموزان پایهٔ دوازدهم و یازدهم۱۴۳

۸۰صفحه ۵۸ · کار در کلاس — رمزهای چهاررقمی با ارقام ۲، ۱، ۱، ۱۴۴۱

۸۰صفحه ۵۹ · فعالیت — جدول انتخاب سه شاخه گل از سه نوع گل۱۴۵

۸۱صفحه ۶۰ · فعالیت — جابه‌جایی ستاره‌ها و خطوط عمودی۱۴۶

۸۱صفحه ۶۰ · فعالیت — تعداد جایگشت‌های ۳ ستاره و ۲ خط عمودی۱۴۷

۸۲صفحه ۶۰ · فعالیت — حالت کلی انتخاب n شاخه گل از k نوع گل۱۴۸

۸۲صفحه ۶۰ · فعالیت — تعداد انتخاب‌های ۷ شاخه گل از بین سه نوع گل۱۴۹

۸۳صفحه ۶۱ · کار در کلاس — معادلهٔ x۱+x۲+x۳=۷ با جواب مثبت۱۵۰

۱۵۱x۱+…+xk=n ۸۳صفحه ۶۱ · کار در کلاس — تعداد جواب‌های صحیح و مثبت

۱۵۲]]x۳ > ۳[[ و ]]x۱ > ۱[[ با شرط x۱+…+x۵=۱۴ ٔ۸۴صفحه ۶۱ · کار در کلاس — معادله

۸۴صفحه ۶۱ · کار در کلاس — معادلهٔ x۱+…+x۵=۱۱ با جواب مثبت۱۵۳

۱۵۴]]x۵ > ۲[[ و x۲=۴ با x۱+…+x۶=۱۲ ٔ۸۴صفحه ۶۱ · کار در کلاس — معادله
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۸۴صفحه ۶۲ · مثال — جدول تدریس سه مدرس در سه کلاس و سه جلسه۱۵۵

۸۵صفحه ۶۲ · فعالیت — تبدیل جدول مدرس‌ها به جدول ۳×۳ از اعداد۱۵۶

۸۵صفحه ۶۲ · فعالیت — وصل کردن موارد معادل۱۵۷

۸۶صفحه ۶۳ · کار در کلاس — دو مربع لاتین ۵×۱۵۸۵

۸۶صفحه ۶۳ · کار در کلاس — تعویض جای دو سطر )ستون( در مربع لاتین۱۵۹

۸۶صفحه ۶۳ · کار در کلاس — مربع لاتین چرخشی۱۶۰

۸۷صفحه ۶۴ · کار در کلاس — اعمال جایگشت روی مربع‌های لاتین۱۶۱

۸۸صفحه ۶۶ · کار در کلاس — تعداد مربع‌های لاتین ۱×۱۶۲۱

۸۸صفحه ۶۶ · کار در کلاس — مربع‌های لاتین ۲×۲ متعامد۱۶۳

۸۸صفحه ۶۶ · کار در کلاس — بررسی تعامد دو مربع لاتین ۳×۱۶۴۳

۸۸صفحه ۶۷ · کار در کلاس — تعامد دو مربع لاتین ۴×۱۶۵۴

۸۹صفحه ۶۷ · کار در کلاس — ساختن B' از B با یک جایگشت۱۶۶

۸۹صفحه ۶۹ · کار در کلاس — یک‌بار کار کردن هر کارگر با هر دستگاه )مثال برنامه‌ریزی کارگران(۱۶۷

۹۰صفحه ۶۹ · کار در کلاس — یک‌بار کار کردن هر کارگر با هر الیاف۱۶۸

۹۰صفحه ۶۹ · کار در کلاس — یک‌بار به‌کار رفتن هر الیاف در هر ماشین۱۶۹

۹۰صفحه ۶۹ · کار در کلاس — لباس‌های سه برادر۱۷۰
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۹۱صفحه ۷۰ · فعالیت — ساختن دو مربع لاتین متعامد ۵×۵ — مرحلهٔ ۱ و ۲ )چینش اعداد و انتقال(۱۷۱

۹۲صفحه ۷۰ · فعالیت — ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ n فرد۱۷۲

۹۲صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۱: نشاندن ۸ نفر دوبه‌دو برادر روبه‌روی هم۱۷۳

۱۷۴B و سه رقم از A ۹۲صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۲: کدهای ۵ رقمی با دو رقم از

۹۳صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۳: چیدن ۴ کتاب فیزیک و ۵ کتاب ریاضی۱۷۵

۹۳صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۴: طرح مسئله با پاسخ ۷!×۴!۱۷۶

۹۳صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۵: کدهای ۶ رقمی با ارقام ۵، ۶، ۷، ۷، ۵ و ۱۷۷۷

۱۷۸a,a,b,a,c,c,d,d,d ۹۴صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۶: کدگذاری جعبه‌ها با حروف

۹۴صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۷: ۷ نفر در دو اتاق دونفره و یک اتاق سه‌نفره۱۷۹

۹۴صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۸: انتخاب ۱۱ شاخه گل از ۵ نوع با شرط‌های مختلف۱۸۰

۹۵صفحه ۷۱ · تمرین — تمرین ۹: تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی معادلات با شرط۱۸۱

۹۵صفحه ۷۲ · تمرین — تمرین ۱۰: توزیع ۵ توپ یکسان بین ۳ نفر۱۸۲

۹۵صفحه ۷۲ · تمرین — تمرین ۱۱: توزیع ۸ توپ یکسان بین ۴ نفر با حداقل یک توپ۱۸۳

۹۶صفحه ۷۲ · تمرین — تمرین ۱۲: جایگشت روی اعضای مربع لاتین و تعامد با مربع اولیه۱۸۴

۹۶صفحه ۷۲ · تمرین — تمرین ۱۳: جابه‌جایی سطرهای مربع لاتین ۳×۱۸۵۳

۹۷صفحه ۷۲ · تمرین — تمرین ۱۴: برنامه‌ریزی تدریس شش مدرس در شش کلاس۱۸۶
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۹۷صفحه ۷۲ · تمرین — تمرین ۱۵: دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ ۳ و ۱۸۷۷

۹۸صفحه ۷۲ · تمرین — تمرین ۱۶: مسابقهٔ اتومبیل‌رانی با ۷ راننده، ۷ ماشین و ۷ مسیر۱۸۸

۹۹صفحه ۷۳ · مثال — کلاس ۲۵ نفری فوتبال و والیبال۱۸۹

۹۹صفحه ۷۴ · توضیح — اصل شمول برای سه مجموعه۱۹۰

۹۹صفحه ۷۴ · فعالیت — اعداد ۱ تا ۴۰۰ بدون بخش‌پذیری بر ۳، ۴ و ۵ — پرسش ۱ و ۱۹۱۲

۱۰۰صفحه ۷۴ · فعالیت — اعداد ۱ تا ۴۰۰ بدون بخش‌پذیری بر ۳، ۴ و ۵ — پرسش ۳ و ۱۹۲۴

۱۰۰صفحه ۷۴ · فعالیت — اعداد ۱ تا ۴۰۰ بدون بخش‌پذیری بر ۳، ۴ و ۵ — پرسش ۵ )محاسبه(۱۹۳

۱۰۱صفحه ۷۵ · کار در کلاس — اعداد ۱ تا ۳۵۰ بدون بخش‌پذیری بر ۴، ۵ و ۱۹۴۶

۱۰۱صفحه ۷۵ · مثال — قفل رمزدار چهار رقمی۱۹۵

۱۰۱صفحه ۷۶ · کار در کلاس — طراحی جاده بین سه روستا — پرسش ۱۹۶۱

۱۰۲صفحه ۷۶ · کار در کلاس — طراحی جاده بین سه روستا — پرسش ۱۹۷۲

۱۰۲صفحه ۷۶ · کار در کلاس — طراحی جاده بین سه روستا — پرسش ۱۹۸۳

۱۰۳صفحه ۷۶ · کار در کلاس — طراحی جاده بین سه روستا — پرسش ۱۹۹۴

۱۰۴صفحه ۷۷ · فعالیت — تعداد توابع پوشا از مجموعهٔ ۵ عضوی به ۳ عضوی — پرسش ۲۰۰۱

۱۰۴صفحه ۷۷ · فعالیت — تعداد توابع پوشا از مجموعهٔ ۵ عضوی به ۳ عضوی — پرسش ۲۰۱۲

۱۰۵صفحه ۷۸ · فعالیت — تعداد توابع یک‌به‌یک از مجموعهٔ ۴ عضوی به ۶ عضوی — پرسش ۲۰۲۱
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۱۰۵صفحه ۷۸ · فعالیت — تعداد توابع یک‌به‌یک از مجموعهٔ ۴ عضوی به ۶ عضوی — پرسش ۲۰۳۲

۱۰۵صفحه ۷۸ · فعالیت — تعداد توابع یک‌به‌یک از مجموعهٔ ۴ عضوی به ۶ عضوی — پرسش ۲۰۴۳

۱۰۵صفحه ۷۸ · مثال — توزیع ۴ خودکار متفاوت بین ۸ نفر )حداکثر یک خودکار برای هر نفر(۲۰۵

۱۰۶صفحه ۷۹ · پرسش — حداقل تعداد دانش‌آموزان برای هم‌روز تولد بودن دو نفر۲۰۶

۲۰۷n عدد طبیعی و تفاضل بخش‌پذیر بر )n+۱( :۱۰۶صفحه ۸۰ · تمرین — تمرین حالت کلی

۱۰۶صفحه ۸۰ · کار در کلاس — ۱۰ نقطه در مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع ۲۰۸۳

۱۰۷صفحه ۸۰ · کار در کلاس — طرح مسئله از شکل مربع به ضلع ۲۰۹۲

۱۰۷صفحه ۸۰ · کار در کلاس — اعضای خانواده و فصل تولد۲۱۰

۱۰۷صفحه ۸۰ · کار در کلاس — گراف ساده از مرتبهٔ n≥۲ و دو رأس هم‌درجه۲۱۱

۱۰۸صفحه ۸۱ · فعالیت — تعمیم اصل لانهٔ کبوتری )جدول(۲۱۲

۱۰۸صفحه ۸۲ · کار در کلاس — دبیرستان: ۱۰ نفر با ماه و روز هفتهٔ تولد یکسان۲۱۳

۱۰۹صفحه ۸۲ · کار در کلاس — ۵۴ شاخه گل و گلدان‌ها۲۱۴

۱۰۹صفحه ۸۲ · کار در کلاس — همایش: ۳ نفر با دو حرف اول فامیلی یکسان۲۱۵

۱۰۹صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۱: اعداد ۱ تا ۹۰ بخش‌پذیر بر ۲ یا ۲۱۶۳

۱۱۰صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۲: اعداد ۱ تا ۲۰۰ بخش‌پذیر بر ۴ ولی نه بر ۲۱۷۷

۱۱۰صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۳: کلاس ۳۴ نفری و سه رشتهٔ ورزشی۲۱۸

۷۸

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

۱۱۰صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۴: قفل با رمز ۵ رقمی بدون صفر و ارقام ۷، ۲، ۲۱۹۳

۱۱۱صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۵: توابع از مجموعهٔ ۵ عضوی به ۴ عضوی۲۲۰

۱۱۱صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۶: توزیع ۵ کتاب متفاوت بین ۸ نفر۲۲۱

۱۱۱صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۷: تقسیم ۶ فیلم بین سه داور۲۲۲

۱۱۱صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۸: ۳۶۸ نفر و روز تولد۲۲۳

۱۱۲صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۹: ۵۰۵ دانش‌آموز و ماه و روز هفتهٔ تولد۲۲۴

۱۱۲صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۱۰: تماشاگران مسابقهٔ کشتی و روز تولد۲۲۵

۱۱۲صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۱۱: مجموع زوج در بین سه عدد طبیعی۲۲۶

۱۱۲صفحه ۸۳ · تمرین — تمرین ۱۲: زیرمجموعهٔ ۴۳ عضوی از }۱,…,۸۴{ و مجموع ۲۲۷۸۵

۱۱۳صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۱۳: ۱۳ عضو از }۱,۵,۹,…,۸۵{ و مجموع ۲۲۸۹۰

۱۱۳صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۱۴: ۱۳ نقطه درون مستطیل ۸×۲۲۹۶

۱۱۳صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۱۵: ۵ نقطه با مختصات صحیح و نقطهٔ وسط۲۳۰
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مثالصفحه ۱۴۳۵۷

۵ دانش‌آموز پایهٔ دوازدهم و ۴ دانش‌آموز پایهٔ یازدهم به چند طریق می‌توانند کنار هم )در یک ردیف( قرار
بگیرند اگر بخواهیم:

الف( همواره دانش‌آموزان هر پایه کنار هم باشند.
ب( به‌صورت یک‌درمیان قرار بگیرند )هیچ دو دانش‌آموز هم پایه کنار هم نباشند(.

پ( اگر دانش‌آموزان پایهٔ یازدهم نیز ۵ نفر باشند، به چند طریق می‌توان آنها را به‌صورت یک‌درمیان قرار داد؟
)کتاب راه‌حل را بدون توضیح نوشته است؛ خودتان راه‌حل را توضیح دهید.(

الف( هر پایه را یک »دسته« در نظر می‌گیریم. دو دسته به ۲! طریق جابه‌جا می‌شوند، دانش‌آموزان پایهٔ
دوازدهم درون دسته‌شان به ۵! و دانش‌آموزان پایهٔ یازدهم به ۴! طریق جابه‌جا می‌شوند. طبق اصل ضرب:

ب( از ۹ جایگاه، یک‌درمیان بودن یعنی ۵ نفر پایهٔ دوازدهم باید در جایگاه‌های ۱، ۳، ۵، ۷، ۹ و ۴ نفر پایهٔ یازدهم
در جایگاه‌های ۲، ۴، ۶، ۸ بنشینند. برای جایگاه اول ۵ انتخاب، برای جایگاه سوم ۴ انتخاب و … داریم و برای

جایگاه‌های زوج به‌طور مشابه ۴، ۳، ۲، ۱ انتخاب. پس: 

پ( اکنون هر دو پایه ۵ نفرند و یک‌درمیان نشستن به دو صورت ممکن است )ردیف با دانش‌آموز پایهٔ
 طریق داریم؛ پس:دوازدهم شروع شود یا با پایهٔ یازدهم(. در هر حالت 

کار در کلاسصفحه ۱۴۴۵۸

محاسبه کنید با ارقام ۲، ۱، ۱، ۱ چند رمز چهار رقمی می‌توان نوشت؟

اگر ۴ رقم متمایز بودند جواب ۴! بود؛ ولی چون سه رقم ۱ یکسان‌اند و جابه‌جایی آنها با هم حالت جدیدی
نمی‌سازد )۳! حالت برای یک‌ها شمرده شده(، کل حالت‌ها را بر ۳! تقسیم می‌کنیم:

این رمزها عبارت‌اند از: ۱۱۱۲، ۱۱۲۱، ۱۲۱۱ و ۲۱۱۱.

فعالیتصفحه ۱۴۵۵۹

شخصی وارد یک گل‌فروشی می‌شود و می‌خواهد دسته‌گلی شامل سه شاخه گل، از بین سه نوع گل مریم، رُز و
میخک، انتخاب کند. )از هر نوع گل به تعداد فراوان موجود است.(
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۱ هر سطر جدول زیر یک انتخاب را نمایش می‌دهد، شما این جدول را کامل کنید.

میخکرُزمریمدسته‌گل انتخابی

***یک شاخه گل مریم، یک شاخه گل رُز و یک شاخه گل میخک۱

**–*دو شاخه گل میخک و یک شاخه گل مریم۲

–***–سه شاخه گل رُز۳

***–یک شاخه گل میخک و دو شاخه گل رُز۴

––***سه شاخه گل مریم۵

*–**دو شاخه گل مریم و یک شاخه گل میخک۶

–***دو شاخه گل مریم و یک شاخه گل رُز۷

***––سه شاخه گل میخک۸

***–دو شاخه گل میخک و یک شاخه گل رُز۹

–***یک شاخه گل مریم و دو شاخه گل رُز۱۰

این ۱۰ حالت همهٔ انتخاب‌های ممکن‌اند؛ سطر ۱۰ هر حالت دیگری که تکراری نباشد، یعنی »یک مریم و دو رُز«،
است.

فعالیتصفحه ۱۴۶۶۰

۲ آیا در هر یک از حالت‌های ۱ تا ۱۰ جابه‌جایی ستاره‌ها با هم دسته گل جدیدی تولید می‌کند؟ جابه‌جایی دو خط
عمودی با هم چطور؟

خیر. ستاره‌ها همه یکسان‌اند )هر ستاره یک شاخه گل از همان نوع است(، پس جابه‌جایی دو ستاره دسته‌گل
جدیدی نمی‌سازد. دو خط عمودی نیز کاملاً مثل هم‌اند و جابه‌جایی آنها هم چیدمان را عوض نمی‌کند؛ نوع گل

هر بخش فقط با جایگاه آن )قبل از خط اول، بین دو خط، بعد از خط دوم( مشخص می‌شود.

فعالیتصفحه ۱۴۷۶۰

۳ با توجه به قضیهٔ جایگشت با تکرار تعداد کلّ جایگشت‌های این ۵ شیء )۳ ستاره و ۲ خط عمودی( را
به‌دست آورید.

تعداد کل جایگشت‌ها = 
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که با ۱۰ حالت جدول فعالیت قبل هم‌خوانی دارد.

فعالیتصفحه ۱۴۸۶۰

 نوع گل بررسی کنید.k شاخه گل از بین ۴n این مسئله را در حالت کلّی و برای انتخاب دلخواه 
nتعداد ستاره‌ها = تعداد شاخه گل‌های انتخابی = 

 نوع گل = .....kتعداد خطوط عمودی برای جدا کردن 
تعداد کل اشیا )شامل ستاره‌ها و خطوط عمودی( = .....

تعداد کل جایگشت‌ها = 

 است.n+(k−۱) خط عمودی نیاز داریم. پس تعداد کل اشیا برابر k−۱ نوع گل به kبرای جدا کردن 

 و!nجابه‌جایی ستاره‌ها با هم و جابه‌جایی خطوط عمودی با هم، دسته‌گل جدیدی نمی‌سازد؛ پس باید بر 
!)k−۱(:تقسیم کنیم 

فعالیتصفحه ۱۴۹۶۰

x۱می‌خواهیم تعداد انتخاب‌های دلخواه ۷ شاخه گل از بین سه نوع گل را مشخص کنیم. اگر فرض کنیم 
 تعداد ... باشد، در این صورتx۳ تعداد انتخاب‌ها از گل نوع دوم و x۲تعداد انتخاب‌ها از گل نوع اول و 

...؛ با توجه به اینکه هر جوابx۱+x۲+می‌بایست جمع انتخاب‌ها از سه نوع گل، برابر با ۷ باشد یعنی ...=...+
صحیح و نامنفی این معادله نشان‌دهندهٔ یک انتخاب هفت‌تایی از سه نوع گل بوده و برعکس هر انتخاب

هفت‌تایی از این سه نوع گل یک جواب صحیح و نامنفی برای این معادله است، جدول صفحهٔ بعد را کامل
کرده و سپس تعداد جواب‌های معادله را به‌دست آورید.

x۳ تعداد انتخاب‌ها از گل نوع سوم است و معادلهٔ مورد نظر x۱+x۲+x۳=۷است. جدول کامل‌شده )چند 
نمونه از جواب‌ها(:
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x۱+x۲+x۳=۷( x۳)نوع سوم( x۲)نوع دوم( x۱)نوع اول

۷=۱+۰+۶۶۰۱

۷=۱+۱+۵۵۱۱

۷=۴+۲+۱۱۲۴

۷=۰+۷+۰۰۷۰

۷=۱+۴+۲۲۴۱

۷=۲+۳+۲۲۳۲

تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی = تعداد انتخاب‌های دلخواه ۷ شاخه گل از ۳ نوع گل =

کار در کلاسصفحه ۱۵۰۶۱

 چند جواب صحیح و مثبت دارد؟۱x۱+x۲+x۳=۷ معادلهٔ 
)راهنمایی: مثال را ملاحظه کنید، از هر نوع گل حداقل ۱ شاخه انتخاب شود.(

ابتدا از هر نوع گل یک شاخه برمی‌داریم )۳ شاخه(، ۴ شاخهٔ باقی‌مانده را دلخواه از ۳ نوع انتخاب می‌کنیم:

کار در کلاسصفحه ۱۵۱۶۱

. برابر است با ۲x۱+x۲+…+xk=n نشان دهید تعداد جواب‌های صحیح و مثبت معادلهٔ 

 تقلیل می‌یابد و…((n−k))راهنمایی: ابتدا از هر نوع گل ۱ شاخه برداشته و لذا تعداد انتخاب‌های دلخواه به 

 نوع به‌طوری که از هر نوع حداقل یک شاخه باشد.k شاخه گل از nهر جواب صحیح و مثبت یعنی انتخاب 
 نوع انتخاب می‌کنیم کهk شاخه را به‌دلخواه از n−k شاخه(. باقی‌مانده kابتدا از هر نوع یک شاخه برمی‌داریم )

طبق نتیجهٔ فعالیت قبل به

 طریق ممکن است.
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کار در کلاسصفحه ۱۵۲۶۱

 باشد؟x۳ > ۳ و x۱ > ۱ چند جواب صحیح و نامنفی دارد به شرطی آنکه ۳x۱+x۲+…+x۵=۱۴ معادلهٔ 

x۱ > ۱ یعنی x۱≥۲ و x۳ > ۳ یعنی x۳≥۴۶ ابتدا ۲ شاخه از نوع اول و ۴ شاخه از نوع سوم برمی‌داریم )در کل .
شاخه(؛ ۸ شاخهٔ باقی‌مانده را به‌دلخواه از ۵ نوع انتخاب می‌کنیم:

کار در کلاسصفحه ۱۵۳۶۱

)xi ≥ ۱, ۱ ≤ i ≤ ۵( چند جواب صحیح و مثبت دارد؟ ۴x۱+x۲+…+x۵=۱۱ معادلهٔ 

از هر یک از ۵ نوع یک شاخه برمی‌داریم؛ ۶ شاخهٔ باقی‌مانده را دلخواه انتخاب می‌کنیم:

( )یا مستقیم 

کار در کلاسصفحه ۱۵۴۶۱

 باشد؟x۵ > ۲ و x۲=۴ چند جواب صحیح و مثبت دارد به شرطی آنکه ۵x۱+x۲+…+x۶=۱۲ معادلهٔ 

x۲=۴ ثابت است؛ پس x۱+x۳+x۴+x۵+x۶=۸ ،چون جواب‌ها مثبت‌اند .x۱ ،x۳ ،x۴ ،x۶ ≥ ۱ و x۵ > ۲یعنی 
x۵≥۳به ترتیب ۱+۱+۱+۱+۳=۷ واحد را از قبل برمی‌داریم؛ ۱ واحد باقی می‌ماند که باید بین ۵ متغیر پخش .
شود:

مثالصفحه ۱۵۵۶۲

سه مدرس به نام‌های احمدی، کریمی و عباسی قصد دارند در یک روز در سه جلسهٔ ۸–۱۰، ۱۰–۱۲ و ۲–۴ در سه
 تدریس کنند. هر کلاس سه جلسهٔ درسی خواهد داشت و هر مدرس در هریک از کلاس‌هاC و A ،Bکلاس 
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دقیقاً یک‌بار باید تدریس کند. نام مدرس‌ها را در جدول مقابل به گونه‌ای وارد کنید که شرایط خواسته شده
محقق گردد.

۲–۱۰۴–۸۱۲–۱۰کلاس‌ها / جلسات

Aعباسیکریمیاحمدی

Bاحمدیعباسیکریمی

Cکریمیاحمدیعباسی

در هر سطر هر مدرس دقیقاً یک بار آمده )هر مدرس در هر کلاس یک بار( و در هر ستون نیز هر مدرس یک
بار آمده )هیچ مدرسی در یک جلسه دو کلاس ندارد(. جواب‌های دیگر هم ممکن است.

فعالیتصفحه ۱۵۶۶۲

۱ به جای نام سه مدرس مذکور به ترتیب اعداد ۱، ۲ و ۳ را قرار دهید و یک جدول ۳×۳ از اعداد به‌دست آورید.

احمدی = ۱، کریمی = ۲، عباسی = ۳:

فعالیتصفحه ۱۵۷۶۲

۲ موارد معادل در دو ستون چپ و راست را به هم وصل کنید.
الف( در هیچ سطری عدد تکراری نداریم.

ب( در هیچ ستونی عدد تکراری نداریم.
پ( هر یک از اعداد در تمام سطرها آمده است.

ت( هر یک از اعداد در تمام ستون‌ها آمده است.
a.هیچ مدرسی در یک جلسه موظف به تدریس در دو کلاس نشده است )
b.هر یک از مدرسین در تمام کلاس‌ها تدریس داشته است )
c.هیچ مدرسی در یک کلاس دوبار تدریس نکرده است )

۸۵

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

d.هر یک از مدرسین در هر یک از جلسه‌ها تدریس داشته است )

سطرها نمایندهٔ کلاس‌ها و ستون‌ها نمایندهٔ جلسات‌اند:

 : عدد تکراری در یک سطر یعنی مدرسی دو بار در یک کلاس تدریس کرده است؛ چنین چیزیcالف � 
نداریم.

 : عدد تکراری در یک ستون یعنی مدرسی در یک جلسه در دو کلاس باشد؛ چنین چیزی نداریم.aب � 

 : هر عدد در همهٔ سطرها آمده یعنی هر مدرس در همهٔ کلاس‌ها تدریس کرده است.bپ � 

 : هر عدد در همهٔ ستون‌ها آمده یعنی هر مدرس در همهٔ جلسه‌ها تدریس کرده است.dت � 

کار در کلاسصفحه ۱۵۸۶۳

۱ دو مربع لاتین ۵×۵ بنویسید.

دو نمونه از مربع‌های لاتین مرتبهٔ ۵ )در هر سطر و هر ستون هر یک از اعداد ۱ تا ۵ دقیقاً یک بار آمده است(:

مربع دوممربع اول

کار در کلاسصفحه ۱۵۹۶۳

۲ با استدلال کلامی بگویید که چرا با تعویض جای دو سطر )دو ستون( از یک مربع لاتین شکل حاصل باز هم
یک مربع لاتین است؟

با تعویض جای دو سطر، هر سطر همان سطر قبلی است و فقط ترتیب سطرها عوض شده؛ پس همچنان در
هر سطر عدد تکراری نداریم. در هر ستون نیز همان اعداد قبلی )فقط با ترتیب متفاوت( آمده‌اند؛ پس باز هم
در هیچ ستونی عدد تکراری وجود ندارد. بنابراین شکل حاصل یک مربع لاتین است. استدلال برای تعویض

جای دو ستون مشابه است.

کار در کلاسصفحه ۱۶۰۶۳

 است که به آن »مربع لاتین چرخشی« می‌گوییم. مربع لاتین بودن آن را۳n×n شکل زیر یک مربع لاتین 
چگونه توجیه می‌کنید؟
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 ؛ … ؛n−۱ ،n ،… ،۳ ،۲ ،۱ ،n−۲ ؛ سطر سوم: n ،… ،۳ ،۲ ،۱ ،n−۲ ،n−۱ ؛ سطر دوم: n−۱ ،n)سطر اول: ۱، ۲، ۳، …، 
، n)۱سطر آخر: ۲، ۳، ۴، …، 

هر سطر از سطر قبلی با یک چرخش یک‌خانه‌ای به راست به‌دست آمده است. پس هر سطر شامل همهٔ اعداد
 است و در هیچ سطری عدد تکراری نداریم.۱n تا 

در هر ستون هم چون هر بار عددی که در انتهای سطر بود به ابتدای سطر بعد می‌آید، با پایین رفتن در یک
 عدد دقیقاnًبه‌صورت چرخشی( ظاهر می‌شوند؛ یعنی در ستون نیز همهٔ n, n−۱, …, ۱ )ستون اعداد به‌ترتیب 

یک بار آمده‌اند. بنابراین مربع لاتین است.

کار در کلاسصفحه ۱۶۱۶۴

برای هر یک از مربع‌های لاتین زیر یک جایگشت مشخص نمایید. سپس برای هر یک از جایگشت‌ها از روی
مربع لاتین داده شده یک مربع لاتین به‌دست آورید.

)سه مربع: مربع ۳×۳ با سطرهای ۱۲۳، ۲۳۱، ۳۱۲؛ مربع ۴×۴ با سطرهای ۲۱۴۳، ۴۳۲۱، ۳۴۱۲، ۱۲۳۴؛ مربع
۵×۵ با سطرهای ۱۳۵۴۲، ۵۴۲۱۳، ۲۱۳۵۴، ۳۵۴۲۱، ۴۲۱۳۵(

مربع ۳×۳ با جایگشت ۲�۱، ۳�۲، ۱�۳ )هر عدد را با عدد متناظرش جایگزین می‌کنیم(:

مربع جدیدمربع داده‌شده

مربع ۴×۴ با جایگشت ۳�۱، ۴�۲، ۱�۳، ۲�۴:

مربع جدیدمربع داده‌شده

مربع ۵×۵ با جایگشت ۵�۱، ۴�۲، ۳�۳، ۲�۴، ۱�۵:

مربع جدیدمربع داده‌شده
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هر سه مربع جدید لاتین‌اند )در هر سطر و هر ستون همهٔ اعداد دقیقاً یک بار آمده‌اند(. جایگشت‌های دیگر
هم می‌تواند انتخاب شود.

کار در کلاسصفحه ۱۶۲۶۶

۱ چند مربع لاتین ۱×۱ وجود دارد؟

فقط یک مربع لاتین ۱×۱ وجود دارد: ]۱[.

کار در کلاسصفحه ۱۶۳۶۶

۲ آیا دو مربع لاتین ۲×۲ متعامد وجود دارد؟

خیر. تنها دو مربع لاتین ۲×۲ وجود دارد: سطرهای )۱۲ ، ۲۱( و )۲۱ ، ۱۲(. اگر هر مربع را بر خودش یا بر دیگری
منطبق کنیم، درایه‌های دورقمی تکراری می‌شوند: مثلاً )۱۲ ، ۲۱( با )۲۱ ، ۱۲( درایه‌های ۱۲، ۲۱، ۲۱، ۱۲ را می‌دهد و

)۱۲ ، ۲۱( با خودش ۱۱، ۲۲، ۲۲، ۱۱ را می‌دهد. پس دو مربع لاتین ۲×۲ متعامد وجود ندارد.

کار در کلاسصفحه ۱۶۴۶۶

۳ بررسی کنید که آیا دو مربع لاتین ۳×۳ روبه‌رو متعامدند؟
)مربع‌ها: سطرهای ۱۲۳، ۳۱۲، ۲۳۱ و سطرهای ۱۲۳، ۲۳۱، ۳۱۲(

درایه‌های نظیر را کنار هم می‌گذاریم:

هر ۹ عدد دورقمی )۱۱، ۱۲، ۱۳، ۲۱، ۲۲، ۲۳، ۳۱، ۳۲، ۳۳( متفاوت‌اند و تکراری ندارند؛ پس دو مربع متعامدند.

کار در کلاسصفحه ۱۶۵۶۷

۴ آیا دو مربع لاتین ۴×۴ زیر متعامدند؟
(A — ۲۱۴۳ ،۱۲۳۴ ،۴۳۲۱ ،۳۴۱۲ سطرها :B)۴۳۲۱ ،۲۱۴۳ ،۱۲۳۴ ،۳۴۱۲ سطرها :

درایه‌های نظیر را کنار هم می‌گذاریم:
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 متعامدند.B و Aهر ۱۶ عدد دورقمی متمایزند )هیچ‌کدام تکرار نشده(؛ پس 

کار در کلاسصفحه ۱۶۶۶۷

 بنامید. بررسی′B، مربع لاتین جدیدی به‌دست آورید و آن را ۵B با انجام یک جایگشت دلخواه برای اعضای 
 متعامدند؟′B و Aکنید که آیا 

 اعمال می‌کنیم:Bجایگشت ۲�۱، ۱�۲، ۴�۳، ۳�۴ را روی اعضای 

B′روی هم ′B و A

 متعامدند. این نتیجه طبق مثال همین درس همیشه برقرار است:′B و Aهمهٔ ۱۶ عدد دورقمی متمایزند؛ پس 
 متعامد است.A نیز با B متعامد باشند، مربع حاصل از جایگشت روی اعضای B و Aاگر 

کار در کلاسصفحه ۱۶۷۶۹

۱ در قسمت )الف( از مثال قبل، چرا می‌توان مطمئن بود که هر کارگر در طول هفته با هر دستگاه دقیقاً یک‌بار
کار کرده است؟

چون جدول مربوط به ماشین‌ها یک مربع لاتین ۵×۵ است. هر ستون نمایندهٔ یک کارگر است و در هر ستون
)چون مربع لاتین است( هر یک از اعداد ۱ تا ۵ یعنی هر یک از ماشین‌های ریسندگی دقیقاً یک بار آمده است.

همچنین در هر سطر عدد تکراری نیست، یعنی در هر روز هیچ دو کارگری با یک ماشین کار نمی‌کنند.
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کار در کلاسصفحه ۱۶۸۶۹

۲ در قسمت )ب( از مثال قبل، چرا می‌توان مطمئن بود که هر کارگر با هر یک از الیاف‌ها دقیقاً یک‌بار کار
می‌کند؟

چون جدول الیاف نیز یک مربع لاتین ۵×۵ است؛ در هر ستون )هر کارگر( هر یک از اعداد ۱ تا ۵ یعنی هر نوع
الیاف دقیقاً یک بار آمده است.

کار در کلاسصفحه ۱۶۹۶۹

۳ در قسمت )پ( از مثال قبل، چرا می‌توان مطمئن بود که هر یک از الیاف‌ها در هر یک از ماشین‌های
ریسندگی دقیقاً یک‌بار به کار گرفته شده است؟

 متعامدند؛ یعنی وقتی درایه‌های نظیر را کنار هم می‌گذاریم، هر ۲۵ عدد دورقمی )شمارهBٔ و Aچون دو مربع 
ماشین، شمارهٔ الیاف( متفاوت است. چون ۲۵ حالت ممکن برای این زوج‌ها داریم و ۲۵ خانه داریم و هیچ
زوجی تکرار نشده است، هر زوج )ماشین، الیاف( دقیقاً یک بار ظاهر شده است. یعنی هر الیاف در هر ماشین

دقیقاً یک بار به کار رفته است.

کار در کلاسصفحه ۱۷۰۶۹

۴ اگر سه برادرِ تقریباً هم‌سن‌وسال در خانه سه کت و سه پیراهن داشته باشند و بخواهند در سه روز اول
هفته از این لباس‌ها به‌گونه‌ای استفاده کنند که هر فرد هر یک از کت‌ها و هر یک از پیراهن‌ها را دقیقاً یک‌بار
استفاده کرده باشد و هر کت با هر پیراهن نیز دقیقاً یک‌بار مورد استفاده قرار بگیرد، چگونه می‌توانند این کار

را انجام دهند؟

از دو مربع لاتین متعامد ۳×۳ استفاده می‌کنیم. سطرها روزها )شنبه، یکشنبه، دوشنبه( و ستون‌ها سه برادر
باشند. مربع اول شمارهٔ کت و مربع دوم شمارهٔ پیراهن را نشان می‌دهد:

)کت، پیراهن(پیراهنکت

مثلاً برادر اول: روز اول کت ۱ با پیراهن ۱، روز دوم کت ۲ با پیراهن ۳، روز سوم کت ۳ با پیراهن ۲. هر برادر هر
کت و هر پیراهن را یک بار می‌پوشد )لاتین بودن( و چون ۹ زوج )کت، پیراهن( همه متفاوت‌اند، هر کت با هر
پیراهن دقیقاً یک بار پوشیده می‌شود )تعامد(. در هر روز هم هر سه کت و هر سه پیراهن استفاده می‌شوند.
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فعالیتصفحه ۱۷۱۷۰

۱ اعداد ۱، ۲، … و ۵ با نظمی خاص )به نحوهٔ چینش اعداد دقت کنید( در دو شکل )الف( و )ب( چیده شده‌اند.
۲ حال مربع‌های پررنگِ ۵×۵ وسط را در نظر بگیرید و با انتقال اعداد خارج از این مربع‌ها به داخل آنها با روش

زیر، مربع‌ها را پر کرده، دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ ۵ به‌دست آورید.
الف( در هر کدام از مربع‌ها، هر عدد که در سمت چپ آن واقع است را ۵ خانه به سمت راست انتقال دهید.

ب( در هر کدام از مربع‌ها، هر عدد که در سمت راست آن واقع است را ۵ خانه به سمت چپ انتقال دهید.
پ( در هر کدام از مربع‌ها، هر عدد که در بالای مربع واقع است را ۵ خانه به پایین انتقال دهید.

ت( در هر کدام از مربع‌ها، هر عدد که در پایین مربع واقع است را ۵ خانه به بالا انتقال دهید.

در هر دو شکل اعداد ۱ تا ۵ روی یک شبکهٔ لوزی‌شکل طوری چیده شده‌اند که با هر قدم مورب یک واحد زیاد
می‌شوند )در شکل )الف( در جهت بالا‌راست و در شکل )ب( در جهت پایین‌راست(. در مربع ۵×۵ وسط فقط
۱۳ خانه )خانه‌های یک‌درمیان( پر است و ۱۲ عدد بیرون از مربع داریم. این ۱۲ عدد را طبق دستورهای )الف تا

ت( ۵ خانه به داخل می‌بریم تا ۱۲ خانهٔ خالی هم پر شود.

حالت اولیهٔ مربع وسط )خانه‌های پر( برای شکل )الف( و )ب(:

شکل )ب( — قبل از انتقالشکل )الف( — قبل از انتقال

پس از انتقال‌ها دو مربع زیر به‌دست می‌آید:

مربع حاصل از شکل )ب(مربع حاصل از شکل )الف(

هر دو مربع لاتین‌اند )در هر سطر و هر ستون هر عدد دقیقاً یک بار آمده است( و با بررسی ۲۵ زوج متناظر،
هیچ زوج تکراری ندارند؛ پس متعامدند.
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فعالیتصفحه ۱۷۲۷۰

 به‌دست آورید.n فرد می‌توانید دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ ۳n با روشی کاملاً مشابه آنچه دیدید برای هر 

n فرد را در نظر می‌گیریم و به‌جای ۵ از n استفاده می‌کنیم: اعداد ۱ تا n۲( را روی شبکهٔ لوزی‌شکل n−۱)سطر 
 خانه به سمت داخل منتقل می‌کنیم.n وسط را n×nمانند بالا می‌چینیم و سپس اعداد بیرون از مربع 

، دو مربع حاصلn−۱ و استفاده از نمادهای ۰ تا n−۱در عمل، با شماره‌گذاری سطرها و ستون‌ها از ۰ تا 
چنین‌اند:

 همهٔ باقی‌مانده‌ها را دقیقاً یک بار می‌گیرند و در هرB و A هر یک از j ثابت( با تغییر iلاتین بودن: در هر سطر )
 هم یکسانB یکسان و مقدار A مقدار (′i′, j) و (i, j) ثابت( نیز همین‌طور. تعامد: اگر برای دو خانهٔ jستون )

باشد، آنگاه:

 � i و سپس ′j � j وارون‌پذیر است؛ پس n فرد است، ۲ در پیمانهٔ n و چون با جمع دو رابطه 
i′ یعنی هر زوج .(A, B).فقط یک بار ظاهر می‌شود و دو مربع متعامدند 

 همین دو مربع، با تغییر نام اعداد، همان دو مربع به‌دست‌آمده در شکل بالا هستند.n=۵برای 

تمرینصفحه ۱۷۳۷۱

۱( می‌خواهیم ۸ نفر را که دوبه‌دو برادر یکدیگرند در دو طرفِ طولِ یک میز مستطیل شکل بنشانیم. اگر
بخواهیم هر نفر روبه‌روی برادرش بنشیند، به چند طریق می‌توان این کار را انجام داد؟

میز ۴ جایگاه رو‌به‌روی هم دارد. ۴ جفت برادر را به ۴! طریق در این ۴ جایگاه )زوج‌های روبه‌رو( قرار می‌دهیم و
در هر جفت، دو برادر به ۲ طریق در دو طرف می‌نشینند:

تمرینصفحه ۱۷۴۷۱

، در این‌صورت چند رمز یا کد ۵ رقمی می‌توان نوشت کهB={۵,۶,۷,۸,۹} و ۲A={۱,۲,۳,۴}( اگر داشته باشیم 
 باشد؟B و سه رقم از Aهر یک شامل دو رقم از 

 را انتخاب می‌کنیم و سپس ۵ رقم انتخابی را در ۵ جایگاه مرتب می‌کنیم:B و ۳ رقم از Aابتدا ۲ رقم از 
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تمرینصفحه ۱۷۵۷۱

۳( ۴ کتاب فیزیک متفاوت و ۵ کتاب ریاضی متفاوت را می‌توانیم به چند طریق در قفسه‌ای و در یک ردیف
بچینیم. به نظر شما، این عمل به چند روش امکان‌پذیر است؟ اگر:

الف( هیچ محدودیتی نباشد؛
ب( همواره کتاب‌های فیزیک کنار هم باشند؛

پ( هیچ دو کتاب ریاضی کنار هم نباشند؛
ت( یک کتاب ریاضیِ خاص و دو کتاب فیزیک خاص همواره کنار هم باشند.

الف( ۹ کتاب متمایز: 

ب( کتاب‌های فیزیک را یک دسته )با ۴! جایگشت درونی( می‌گیریم. با ۵ کتاب ریاضی ۶ شیء داریم:

پ( ابتدا ۴ کتاب فیزیک را می‌چینیم )۴! طریق(. بین و کنار آنها ۵ جا ایجاد می‌شود و ۵ کتاب ریاضی باید در ۵
جای متفاوت بنشینند: 

ت( آن ۳ کتاب را یک دسته می‌گیریم )۳! جایگشت درونی(. با ۶ کتاب دیگر ۷ شیء داریم:

تمرینصفحه ۱۷۶۷۱

۴( برای کنار هم قرار گرفتن ۴ دانش‌آموز پایهٔ دوازدهم و ۶ دانش‌آموز پایهٔ یازدهم مسئله‌ای طرح کنید که
پاسخ آن ۷!×۴! باشد.

مسئله: »۴ دانش‌آموز پایهٔ دوازدهم و ۶ دانش‌آموز پایهٔ یازدهم به چند طریق می‌توانند در یک ردیف کنار هم
بنشینند به‌طوری‌که دانش‌آموزان پایهٔ دوازدهم همواره کنار هم باشند؟«

حل: ۴ دانش‌آموز پایهٔ دوازدهم را یک دسته می‌گیریم؛ با ۶ نفر دیگر ۷ شیء داریم که به ۷! طریق می‌چینند و
دسته نیز درون خود ۴! جایگشت دارد: 

تمرینصفحه ۱۷۷۷۱

۵( با ارقام ۵، ۶، ۷، ۷، ۵ و ۷ چه تعداد کد ۶ رقمی می‌توان نوشت؟

رقم ۵ دو بار، رقم ۶ یک بار و رقم ۷ سه بار تکرار شده است؛ طبق قضیهٔ جایگشت با تکرار:
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تمرینصفحه ۱۷۸۷۱

۶( می‌خواهیم روی تعدادی جعبهٔ حاوی اجناس تولید شدهٔ خاصی را کدگذاری و هر جعبه را با یک کد، شامل ۹
، از بقیه مجزا کنیم. حداکثر چند جعبه را می‌توانیم با این کدها از بقیه مجزا کنیم؟d,d,d,c,c,a,b,a,aحرفِ 

 سه بار( برابر است با:d دو بار و c یک بار، b سه بار، aتعداد کدهای ۹ حرفی ممکن )حرف 

پس حداکثر ۵۰۴۰ جعبه را می‌توان مجزا کرد.

تمرینصفحه ۱۷۹۷۱

۷( ۷ نفر به چند طریق می‌توانند در دو اتاق دونفره و یک اتاق سه‌نفره قرار بگیرند؟

اتاق‌ها از هم متمایزند. طبق قضیه )یا با ترکیب(:

تمرینصفحه ۱۸۰۷۱

۸( به چند طریق می‌توان از بین ۵ نوع گل ۱۱ شاخه گل انتخاب کرد اگر بخواهیم:
الف( به دلخواه انتخاب کنیم؛

ب( از هر نوع گل حداقل ۱ شاخه انتخاب کنیم؛
پ( از گل نوع دوم حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم بیش از سه شاخه انتخاب کنیم؛

ت( از گل نوع سوم انتخاب نکرده و از گل نوع چهارم حداقل ۵ شاخه انتخاب کنیم.

الف( 

ب( ابتدا از هر نوع یک شاخه؛ ۶ شاخهٔ باقی‌مانده دلخواه: 

پ( نوع دوم حداقل ۲ و نوع پنجم حداقل ۴ شاخه )بیش از سه(. ۲+۴=۶ شاخه برداشته می‌شود و ۵ شاخهٔ

باقی‌مانده دلخواه است: 

ت( نوع سوم حذف می‌شود، پس ۴ نوع باقی می‌ماند. از نوع چهارم ۵ شاخه برمی‌داریم و ۶ شاخهٔ باقی‌مانده را

از ۴ نوع دلخواه انتخاب می‌کنیم: 

۹۴

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرینصفحه ۱۸۱۷۱

۹( مطلوب است تعداد جواب‌های صحیح و نامنفی هریک از معادلات زیر با شرط‌های داده شده:
x۱+x۲+…+x۵=۱۰ ، xi > ۰≤۲ , i≤۵الف( 

x۱+x۲+…+x۶=۱۲ ، x۱ > ۲ , x۵≥۴ب( 
x۱+x۲+…+x۵=۱۱ ، xi≥۱ , ۱≤i≤۵پ( 
x۱+۳x۲+x۳+x۴=۷ ، xi≥۰ , ۱≤i≤۴ت( 
x۱+√x۲+x۳+x۴=۳ ، xi≥۰ , ۱≤i≤۴ث( 

 باید دست‌کم ۱ باشند: ۴ واحد کم می‌کنیم و ۶ واحد بین ۵ متغیر پخش می‌شود:x۵ تا x۲الف( 

؛ ۷ واحد کم می‌کنیم و ۵ واحد بین ۶ متغیر پخش می‌شود: x۵≥۴ و x۱≥۳ب( 

پ( 

 مجموع ۴ و x۲=۱ � جواب؛  و x۲=۰ � x۱+x۳+x۴=۷ را ثابت می‌گیریم: x۲ت( مقدار 

 ممکن نیست(. جمع: x۲≥۳.۵۴=۳+۱۵+۳۶ جواب؛ ) مجموع ۱ و x۲=۲ �جواب؛ 

 یکتا تعیینx۲=y² باشد )y باید عدد صحیح نامنفی مثل  عددی صحیح است، x۱+x۳+x۴ث( چون 

 را حل کنیم: x۱+y+x۳+x۴=۳می‌شود(. پس باید 

تمرینصفحه ۱۸۲۷۲

۱۰( به چند طریق می‌توان ۵ توپ یکسان را بین ۳ نفر و به دلخواه توزیع کرد؟

تمرینصفحه ۱۸۳۷۲

۱۱( به چند طریق می‌توان ۸ توپ یکسان را بین ۴ نفر توزیع کرد هرگاه بخواهیم هر نفر حداقل یک توپ داشته
باشد؟

ابتدا به هر نفر یک توپ می‌دهیم؛ ۴ توپ باقی‌مانده را دلخواه توزیع می‌کنیم: 

۹۵
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تمرینصفحه ۱۸۴۷۲

۱۲( آیا مربع لاتینِ حاصل از اِعمال یک جایگشت روی اعضای یک مربع لاتین دلخواه می‌تواند با مربع اولیه
متعامد باشد؟

(. فرض کنید مربع جدید با جایگشت � روی اعضای مربع اولیه به‌دست آمده باشد. درn ≥ ۲خیر )برای مرتبهٔ 
 سطر(. در دو خانه‌ای که مربعn ≥ ۲ دست‌کم دو بار ظاهر می‌شود )در هر سطر یک بار و aمربع اولیه هر عدد 

 دو بار ظاهر می‌شود و مربع‌ها(a, �(a)) را دارد. پس زوج (a) دارد، مربع جدید هر دو بار عدد �aاولیه عدد 
متعامد نیستند.

تمرینصفحه ۱۸۵۷۲

سطرها: ۱۳A = ()۲۳۱ ، ۱۲۳ ، ۳۱۲( مربع لاتین ۳×۳ مقابل را در نظر بگیرید. 
 متعامدند؟�A و A بنامید. آیا �A را جابه‌جا کنید و مربع حاصل را Aالف( سطر دوم و سوم مربع 

 را جابه‌جا کنید. سپس در مربع حاصل، سطر دوم و سوم را جابه‌جاAب( ابتدا سطرِ اول و سطرِ سوم مربع 
 متعامدند؟�A و A بنامید. آیا �Aکنید و مربع حاصل را 

پ( با توجه به قسمت‌های )الف( و )ب( به سؤالات زیر جواب دهید.
۱ـ آیا می‌توان گفت با تعویض جای سطرهای یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی متعامد با مربع لاتین اول به

دست می‌آید؟
۲ـ آیا می‌توان گفت با تعویض جای سطرهای یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی غیرمتعامد با مربع لاتین

اول به دست می‌آید؟

 با تعویض سطر دوم و سوم:�Aالف( 

AAروی هم� A� و A

 متعامدند.�A و ۹A زوج دورقمی متمایزند؛ پس 

ب( ابتدا سطر اول و سوم عوض می‌شود، سپس در مربع حاصل سطر دوم و سوم:

Aروی هم� A� و A

۹۶
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 متعامد نیستند.�A و Aزوج‌های ۳۲، ۱۳ و ۲۱ دوبار تکرار شده‌اند؛ پس 

پ( ۱ـ خیر؛ مثال )ب( نشان می‌دهد با تعویض سطرها ممکن است مربع غیرمتعامد به‌دست آید. ۲ـ خیر؛
مثال )الف( نشان می‌دهد ممکن است مربع متعامد به‌دست آید. پس هیچ‌یک از دو حکم همواره درست

نیست.

تمرینصفحه ۱۸۶۷۲

 بهC۶ و … و C۱ ، C۲ در شش جلسهٔ متوالی در شش کلاسِ T۶ و … و ۱۴T۱ ، T۲( قرار است شش مدرس 
گونه‌ای تدریس کنند که هر مدرس در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس کند. برای این منظور برنامه‌ریزی

نمایید.

C۶ تا C۱از یک مربع لاتین چرخشی ۶×۶ استفاده می‌کنیم. سطرها جلسه‌ها )۱ تا ۶( و ستون‌ها کلاس‌های 
هستند و عدد هر خانه، شمارهٔ مدرسی است که در آن جلسه در آن کلاس تدریس می‌کند:

 و …C۲ در T۳ و C۱ در T۲ و … تدریس می‌کنند و در جلسهٔ دوم C۲ در C۱ ،T۲ در T۱مثلاً در جلسهٔ اول مدرس 
(. چون هر سطر شامل همهٔ شماره‌هاست، در هر جلسه هر مدرس فقط در یک کلاس است وC۶ در T۱)و 

چون هر ستون شامل همهٔ شماره‌هاست، هر مدرس در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس می‌کند.

تمرینصفحه ۱۸۷۷۲

۱۵( دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ ۳ و دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ ۷ بنویسید.

مرتبهٔ ۳:

روی هممربع دوممربع اول

( به‌پیمانهٔ ۷( را )باi + j به‌پیمانهٔ ۷( و برای مربع دوم ))۲(i + j) برای مربع اول )j و ستون iمرتبهٔ ۷: درایهٔ سطر 
نمادهای ۱ تا ۷( می‌نویسیم:

۹۷
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مربع دوممربع اول

هر دو لاتین‌اند و وقتی روی هم می‌گذاریم ۴۹ زوج دورقمی متمایز می‌شوند:

تمرینصفحه ۱۸۸۷۲

۱۶( در یک مسابقهٔ اتومبیل‌رانی قرار است ۷ راننده در هفت روزِ هفته با هفت ماشین مختلف در هفت مسیر
مختلف مسابقه دهند به‌طوری که شرایط زیر برقرار باشد:

الف( هر راننده هر روز با یک ماشین در یک مسیر رانندگی کند؛
ب( هر راننده با هر ماشین دقیقاً یک روز رانندگی کند؛
پ( هر راننده هر روز دقیقاً در یک مسیر رانندگی کند؛

ت( هر ماشین در هر مسیر دقیقاً یک‌بار به‌کار گرفته شود.
ـ برای این منظور یک برنامه‌ریزی انجام دهید.

از دو مربع لاتین متعامد ۷×۷ استفاده می‌کنیم؛ سطرها روزهای هفته، ستون‌ها راننده‌ها. مربع اول
 i)(: ماشین شمارهٔ j، راننده i)ماشین( و مربع دوم )مسیر( همان دو مربع مرتبهٔ ۷ تمرین قبل‌اند: درایهٔ )روز 

+ j)۲( ٔو مسیر شماره i + j.)۷ ( به‌پیمانهٔ ۷ )با نمادهای ۱ تا

مسیرماشین

۹۸
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هر ستون )راننده( در مربع ماشین همهٔ ماشین‌ها را یک بار دارد )ب(؛ هر ستون در مربع مسیر همهٔ مسیرها
را یک بار دارد، پس هر راننده هر مسیر را فقط یک بار می‌پیماید؛ هر سطر )روز( هر ماشین و هر مسیر را فقط

برای یک راننده دارد؛ و چون دو مربع متعامدند، هر زوج )ماشین، مسیر( دقیقاً یک بار ظاهر می‌شود )ت(.

تفسیر شرط )پ( در متن کتاب مبهم است؛ در حل بالا آن را به‌صورت »هر راننده هر مسیر را دقیقاً یک بار می‌پیماید«
گرفته‌ایم.

مثالصفحه ۱۸۹۷۳

در یک کلاس ۲۵ نفری ۱۵ نفر فوتبال و ۱۴ نفر والیبال بازی می‌کنند. مشخص کنید چند نفر نه فوتبال بازی
می‌کنند و نه والیبال، به شرط آنکه بدانیم ۹ نفر هم فوتبال و هم والیبال بازی می‌کنند.

)کتاب راه‌حل را با جاهای خالی داده است؛ آنها را کامل کنید.(

 می‌نامیم. طبق اصل شمول:V و Fمجموعهٔ افرادی که فوتبال و والیبال بازی می‌کنند را 

 هستند: V و نه در Fتعداد افرادی که نه در 

پس ۵ نفر نه فوتبال بازی می‌کنند و نه والیبال.

توضیحصفحه ۱۹۰۷۴

)توضیح دهید چرا اشتراک‌های دوتایی کم و اشتراک سه‌تایی اضافه شده است؟(

 هر عضوِ مشترک بین دو مجموعه دو بار شمرده شده است؛ پس باید یک بار از اشتراک‌های|A|+|B|+|Cدر |
 سه بار شمرده می‌شوند و در سه|A|+|B|+|Cدوتایی کم شود. اما عضوهایی که در هر سه مجموعه‌اند در |

اشتراک دوتایی هم سه بار کم می‌شوند )۳−۳=۰(؛ یعنی ناخواسته به‌کلی حذف شده‌اند. برای آنکه این
عضوها دقیقاً یک بار شمرده شوند باید اشتراک سه‌تایی یک بار اضافه شود.

فعالیتصفحه ۱۹۱۷۴

، وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد ۳، ۴ و ۵ بخش‌پذیر نباشند؟n≤۴۰۰، به‌طوری که n≤۱چند عدد طبیعی مانند 
)بر ۳ بخش‌پذیر نباشند، بر ۴ بخش‌پذیر نبوده و بر ۵ نیز بخش‌پذیر نباشند(.

۱ در بین اعداد ۱۲، ۲۵، ۱۰ و ۱۳ کدام یک مورد نظر می‌باشند؟

۹۹

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

۲ آیا عدد ۶۰ جزء اعداد مورد نظر است؟

۱( عدد ۱۲ بر ۳ و ۴، عدد ۲۵ بر ۵ و عدد ۱۰ بر ۵ بخش‌پذیر است؛ اما ۱۳ بر هیچ‌یک از ۳، ۴ و ۵ بخش‌پذیر
نیست. پس فقط ۱۳ مورد نظر است.

۲( خیر؛ ۶۰ بر ۳، ۴ و ۵ بخش‌پذیر است.

فعالیتصفحه ۱۹۲۷۴

C و اعداد بخش‌پذیر بر ۵ را B و اعداد بخش‌پذیر بر ۴ را ۳A اگر مجموعهٔ اعدادی را که بر ۳ بخش‌پذیرند 
 ، Ā ،بنامیمB� و C��Ā( ٔرا تعریف کنید. آیا مجموعه B��Cهمه اعداد مورد نظر را شامل می‌شود؟� )

�Ā( ۴ آیا تساویB��C�) = (A�B�C)برقرار است؟� 

 است. S={۱,۲,…,۴۰۰}مجموعهٔ مرجع 

�C که بر ۴ بخش‌پذیر نیستند و S مجموعهٔ اعداد �B که بر ۳ بخش‌پذیر نیستند، Sمتمم‌ها: Ā مجموعهٔ اعداد 
 که بر ۵ بخش‌پذیر نیستند.Sمجموعهٔ اعداد 

 ،Ā ٔ۳( بله؛ عدد مورد نظر باید هم بر ۳، هم بر ۴ و هم بر ۵ بخش‌پذیر نباشد، یعنی در هر سه مجموعهB� و C�
�Ā باشد؛ پس اعداد مورد نظر دقیقاً اعضایB��C�.هستند 

 هست و�C و �B نیست در هر سه مجموعهٔ C ،Ā و ۴A ،B( بله؛ طبق قوانین دمورگان: عضوی که در هیچ‌یک از 
برعکس.

فعالیتصفحه ۱۹۳۷۴

۵ با توجه به تساوی اخیر و اصل شمول و نتیجهٔ اصل شمول جاهای خالی را پر کرده و تعداد اعداد خواسته
شده را محاسبه کنید. )منظور از ] [ جزء صحیح است(.

۱۰۰
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پس ۱۶۰ عدد طبیعی بین ۱ تا ۴۰۰ وجود دارد که بر هیچ‌یک از ۳، ۴ و ۵ بخش‌پذیر نیستند.

کار در کلاسصفحه ۱۹۴۷۵

، وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد ۴، ۵ و ۶ بخش‌پذیرn≤۳۵۰، به‌طوری که n≤۱چند عدد طبیعی مانند 
نباشند؟ )توجه داشته باشید که ]۵,۶[=۳۰ ، ]۴,۶[=۱۲ ، ]۵,۴,۶[=۶۰(

 را اعداد بخش‌پذیر بر ۴، ۵ و ۶ می‌گیریم:A, B, Cمجموعه‌های 

مثالصفحه ۱۹۵۷۵

اگر یک قفل رمزدار شامل ۴ رقم از صفر تا ۹ باشد و بدانیم که رمز بسته شده روی قفل حداقل یک رقم ۷ و
یک رقم ۸ را شامل می‌شود و امتحان کردن هر رمز ۴ رقمی ۵ ثانیه طول بکشد حداکثر چه زمانی لازم است تا

این قفل باز شود؟ )در رمز، قرار گرفتن رقم صفر در سمت چپ اشکالی ندارد(. )این مسئله معادل است با
شمارش تعداد ۴ رقمی‌هایی که در هریک از آنها هر یک از ارقام ۷ و ۸ وجود داشته باشد.(

)کتاب راه‌حل را با جاهای خالی داده است؛ آنها را کامل کنید.(

A ،رمزهایی که رقم ۷ ندارند :B .رمزهایی که رقم ۸ ندارند :

 است. تعداد رمزهایی که هم ۷ و هم ۸ دارند:کل رمزها 

 ثانیه.زمان لازم )حداکثر(: 

کار در کلاسصفحه ۱۹۶۷۶

در استان مرکزی، در نزدیکی شهر محلات، سه روستای خورهه، آبگرم و حاجی‌آباد وجود دارد. اگر بخواهیم
جاده‌هایی بین این سه روستا طراحی کنیم، به‌طوری که پس از تکمیل راه‌ها، هیچ روستایی تنها نماند

)حداقل به یک روستای دیگر وصل باشد( به چند طریق می‌توان چنین راه‌هایی را طراحی کرد؟

۱۰۱
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 بنامیم، در این صورت یافتن تعداد چنین راه‌هایی معادل است با پیدا کردن تعدادیH و K ، Aاگر روستاها را 
 می‌توان تعریف کرد به‌طوری که در آنها هیچ رأسی تنها نباشد.H و K ، Aگراف‌های ساده که با سه رأس 

۱ از چهار گراف سادهٔ زیر کدام‌ها مورد نظرند و کدام‌ها را نباید شمرد؟
 تنها(A و KH ت: فقط یال — KHA تنها — پ: مثلث H و KA ب: فقط یال — HA و KH)الف: یال‌های 

گرافی مورد نظر است که هیچ رأس ایزوله )تنها( نداشته باشد: گراف‌های »الف« و »پ« مورد نظرند. در گراف
 تنها است؛ پس آنها را نباید شمرد.A و در گراف »ت« رأس H»ب« رأس 

ت � )A تنها(پ �ب � )H تنها(الف �

کار در کلاسصفحه ۱۹۷۷۶

۲ کل جاده‌های بین سه روستا یعنی کل گراف‌های ممکن که با سه رأس می‌توان تعریف کرد برابر است با:

)بین هر دو روستا از این سه روستا می‌توان یک جاده درنظر گرفت که هر جاده می‌تواند در طراحیِ ما، باشد یا
نباشد(.

بین سه روستا ۳ جادهٔ ممکن وجود دارد و هر جاده یا ساخته می‌شود یا نمی‌شود:

کار در کلاسصفحه ۱۹۸۷۶

 تنها بماند تعریف کنیم، به همین صورت K را مجموعهٔ راه‌های طراحی شده‌ای که در آنها روستای ۳ اگر 
 را تعریف کنید و با استفاده از نتیجهٔ اصل شمول جواب را بیابید و گراف‌های متناظر با آنها را رسم کنید.و 

( در آنها تنها است. هر کدام ۲ عضو دارند:Hیا ) A مجموعهٔ گراف‌هایی‌اند که روستای  و 

K تنها: فقط جادهٔ KAH تنها: بدون جاده
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A تنها: فقط جادهٔ AKH تنها: بدون جاده

H تنها: فقط جادهٔ HKA تنها: بدون جاده

گراف‌های مورد نظر )بدون رأس تنها(: 

H مسیر با مرکزK مسیر با مرکزA مثلثمسیر با مرکز

پس ۴ طریق وجود دارد.

کار در کلاسصفحه ۱۹۹۷۶

۴ توضیح دهید که چرا تساوی‌های زیر برقرارند؟
الف( 

ب( 
پ( 

 می‌تواند باشد یا نباشد؛AH نیستند( و فقط جادهٔ KH و KA نمی‌گذرد )K تنها باشد، هیچ جاده‌ای از Kالف( اگر 
 نیز مشابه است.H و Aپس ۲ حالت. برای 

 دارد؛ پس هیچ جاده‌ایA یا K( تنها باشند، هر ۳ جادهٔ ممکن حداقل یک سر در A و Kب( اگر دو روستا )مثلاً 
نیست و فقط ۱ حالت )گراف بدون یال( داریم.

پ( اگر هر سه روستا تنها باشند، هیچ جاده‌ای نیست؛ پس ۱ حالت.
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فعالیتصفحه ۲۰۰۷۷

 که ، در این صورت برای هر  و  باشد و B به مجموعهٔ A تابعی از مجموعهٔ fاگر 
( و لذا طبق اصل ضرب تعداد یا … یا  یا  را تعریف کرد ) طریق nمی‌توان به 

، در این صورت می‌خواهیم تعداد و . حال اگر  برابر است با B به Aکل توابع از 
، پیکانی رسم شده باشد، بهB. )روی تمام اعضای  را تعیین کنیم به‌طوری که B به A از fتوابعی چون 

چنین توابعی، تابع پوشا گفته می‌شود.(
 و تعریف کنیم، و ۱ اگر فرض کنیم 

 می‌آیند. است که حداقل یکی از پیکان‌ها روی B به A مجموعه‌ای شامل همهٔ توابعی از در این صورت 

 توابعی است که حداقل یک پیکان به  نمی‌رسد؛ پس  مجموعهٔ توابعی است که هیچ پیکانی به 
می‌رسد.

فعالیتصفحه ۲۰۱۷۷

 را تعریف کنید و با استفاده از نتیجهٔ اصل شمول، پاسخ را بیابید.۲ مجموعهٔ 

 حداقل یک پیکان رسیده است، یعنیb_1, b_2, b_3 مجموعهٔ توابعی است که به هر سه عضو 
توابع پوشا.

پس ۱۵۰ تابع پوشا از یک مجموعهٔ ۵ عضوی به یک مجموعهٔ ۳ عضوی وجود دارد.
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فعالیتصفحه ۲۰۲۷۸

می‌خواهیم تعداد توابع یک‌به‌یک از یک مجموعهٔ ۴ عضوی به یک مجموعهٔ ۶ عضوی را بشماریم.
،f(a_1) مثلاً A روی هر عضو f برای تعریف B={b_1,b_2,…,b_6} و ۱A={a_1,a_2,a_3,a_4} اگر فرض کنیم 

چند راه انتخاب داریم؟

f(a_1)( را می‌توان به ۶ طریق تعریف کرد f(a_1)=b_1 یا … یا b_6.پس ۶ راه انتخاب داریم .)

فعالیتصفحه ۲۰۳۷۸

 رویf، برای تعریف f(a_1) باید یک‌به‌یک باشد و تعریف یک‌به‌یکی در توابع، پس از تعریف ۲f با توجه به اینکه 
a_2چند راه انتخاب داریم؟ 

f(a_3) را به ۵ طریق می‌توان تعریف کرد. به همین ترتیب f(a_2)؛ پس f(a_2)≠f(a_1) یک‌به‌یک است، fچون 
 به ۳ طریق.f(a_4)به ۴ طریق و 

فعالیتصفحه ۲۰۴۷۸

r می‌توان تعریف کرد؟ پاسخ خود را توسط تبدیل B به ۳A با توجه به اصل ضرب، در کل، چند تابع یک‌به‌یک از 
 شیء بنویسید.nشیء از 

طبق اصل ضرب: 

 است. برابر B به A، تعداد توابع یک‌به‌یک از m≤k با شرط B|=k و |A|=mدر حالت کلی اگر |

مثالصفحه ۲۰۵۷۸

به چند طریق می‌توان ۴ خودکار متفاوت را بین ۸ نفر توزیع کرد به شرط آنکه هیچ‌کس بیشتر از یک خودکار
نداشته باشد؟ )به هر نفر حداکثر یک خودکار داده باشیم(

)کتاب حل را ناتمام داده است: »تعداد حالت‌های ممکن … معادل است با پیدا کردن تعداد توابع یک‌به‌یک از
مجموعه‌ای ۴ عضوی به مجموعه‌ای … عضوی یعنی …= )۸(� = …«(

توزیع معادل تابعی یک‌به‌یک از مجموعهٔ ۴ خودکار به مجموعهٔ ۸ نفر است؛ یعنی:

۱۰۵
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پرسشصفحه ۲۰۶۷۹

حال با توجه به مطالب فوق به نظر شما حداقل چند دانش‌آموز در یک مدرسه باید حضور داشته باشند تا
اطمینان داشته باشیم، حداقل ۲ نفر از آنها روز تولدشان یکی است؟

در سال حداکثر ۳۶۶ روز )سال کبیسه( وجود دارد؛ این روزها لانه‌ها و دانش‌آموزان کبوترها هستند. طبق
 دانش‌آموز داشته باشیم. )با ۳۶۶ نفر ممکن است همه در روزهایاصل لانهٔ کبوتری باید 

مختلف متولد شده باشند.(

تمرینصفحه ۲۰۷۸۰

 یافتb و a عدد طبیعی دلخواه و بیشتر، همواره حداقل ۲ عدد مانند )n+۱(در حالت کلّی ثابت کنید در بین هر 
 هم‌نهشت‌اند(.n بخش‌پذیر است. )به پیمانهٔ nمی‌شوند به قسمی که تفاضل آنها بر 

 عدد را کبوتر می‌گیریم و هر عدد راn+۱ لانه(. n است )n−۱ یکی از اعداد n ,… ,۱ ,۰باقی‌ماندهٔ تقسیم هر عدد بر 
در لانه‌ای قرار می‌دهیم که برابر باقی‌ماندهٔ آن است. طبق اصل لانهٔ کبوتری لانه‌ای وجود دارد که دست‌کم دو

 a � b) بخش‌پذیر است n بر a−b دارند. پس n باقی‌ماندهٔ یکسانی بر b و a در آن قرار دارند؛ یعنی b و aعدد 
(mod n)).

کار در کلاسصفحه ۲۰۸۸۰

۱ یک مثلث متساوی‌الاضلاع به طول ضلع ۳ واحد را تقسیم‌بندی کرده‌ایم. نشان دهید اگر ۱۰ نقطه دلخواه از
داخل این مثلث اختیار کنیم حداقل ۲ نقطه بین این نقاط وجود خواهد داشت به قسمی که فاصلهٔ آنها از

یکدیگر کمتر از ۱ باشد.

مثلث را مانند شکل با خطوط موازی اضلاع به ۹ مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع ۱ تقسیم می‌کنیم:

۱۰ نقطه کبوتر و ۹ مثلث کوچک لانه‌اند. طبق اصل لانهٔ کبوتری یکی از مثلث‌ها حداقل دو نقطه دارد. فاصلهٔ دو
نقطهٔ درون مثلثی به ضلع ۱ از ۱ کمتر است )بزرگ‌ترین فاصله در مثلث برابر ضلع آن است و فقط بین دو رأس

رخ می‌دهد(. پس حداقل دو نقطه با فاصلهٔ کمتر از ۱ وجود دارد.
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کار در کلاسصفحه ۲۰۹۸۰

۲ با توجه به ۱ برای شکل مقابل یک مسئله طرح کنید و با استفاده از اصل لانه کبوتری به آن پاسخ دهید.
)شکل ۱۰: مربعی به ضلع ۲ که با دو خط به ۴ مربع به ضلع ۱ تقسیم شده و یک قطر یکی از مربع‌ها رسم شده

است.(

مسئله: »نشان دهید اگر ۵ نقطه دلخواه از داخل مربعی به ضلع ۲ اختیار کنیم، حداقل دو نقطه وجود دارد که
فاصلهٔ آنها از √۲ کمتر است.«

حل: مربع را به ۴ مربع به ضلع ۱ تقسیم می‌کنیم )لانه‌ها(. ۵ نقطه )کبوتر( در ۴ مربع قرار دارند؛ پس یکی از
مربع‌ها دست‌کم ۲ نقطه دارد. قطر مربع واحد برابر √۲ است و فاصلهٔ دو نقطهٔ درون آن از √۲ کمتر می‌باشد.

کار در کلاسصفحه ۲۱۰۸۰

۳ نشان دهید در یک خانوادهٔ حداقل ۵ نفری، دست‌کم دو نفر فصل تولدشان یکی است.

۴ فصل سال را لانه و ۵ نفر را کبوتر می‌گیریم. چون ۵ < ۴، طبق اصل لانهٔ کبوتری حداقل دو نفر در یک فصل
متولد شده‌اند.

کار در کلاسصفحه ۲۱۱۸۰

 حداقل دو رأس هم‌درجه وجود دارد. )راهنمایی: مسئله را در دو۴P≥۲ نشان دهید در هر گراف ساده از مرتبهٔ 
n−۱حالت بررسی کنید. )۱( حالتی که رأس ایزوله یا تنها نداشته باشیم که در این‌صورت درجات رئوس از ۱ تا 

 تغییرn−۲تغییر می‌کند. )۲( حالتی که یک رأس تنها داشته باشیم که در این صورت درجات بقیهٔ رئوس از ۱ تا 
می‌کند( آیا نیازی هست حالتی را درنظر بگیریم که دو رأس یا بیشتر تنها باشند؟

.)n≥۲( رأس دارد nفرض کنید گراف 

n مقدار ممکن )لانه( برای n−۱ است، یعنی n−۱حالت )۱(: هیچ رأس تنهایی نداریم. درجه هر رأس عددی از ۱ تا 
رأس )کبوتر(. طبق اصل لانهٔ کبوتری دو رأس هم‌درجه‌اند.
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 رأس دیگر درجه‌هایی از n−۱۱حالت )۲(: دقیقاً یک رأس تنها داریم. این رأس به هیچ رأسی وصل نیست، پس 
 رأس‌اند؛ پس دو رأس از آنها هم‌درجه‌اند.n−۱ مقدار ممکن( و آنها n−۲ دارند )n−۲تا 

اگر دو رأس یا بیشتر تنها باشند، همین دو رأس هر دو درجهٔ ۰ دارند و هم‌درجه‌اند؛ پس نیازی به بررسی
جداگانهٔ آن نیست.

فعالیتصفحه ۲۱۲۸۱

 لانه در هر مرحله( کامل کنید و نتیجه‌گیری خود را با نتیجهnٔ کبوتر در nجدول زیر را )با توجه به قراردادن 
داخل کادر )تعمیم اصل لانه کبوتری( مقایسه کنید.

 و »تعداد)kn+۱(« کبوتر«، »تعداد کبوترها )k+۱()جدول سه ستون دارد: »اطمینان از وجود لانه‌ای با حداقل 
؛ سطرها به‌ترتیب برای حداقل ۲ کبوتر، حداقل … کبوتر، حداقل ۴ کبوتر و … و حداقل …… کبوتر«(n)لانه‌ها 

است و بعضی خانه‌ها خالی است.(

(n)تعداد لانه‌ها )kn+۱(تعداد کبوترها  کبوتر)k+۱(اطمینان از وجود لانه‌ای با حداقل 

۱n+۱n×اطمینان از وجود لانه‌ای با حداقل ۲ کبوتر

۲n+۱n×اطمینان از وجود لانه‌ای با حداقل ۳ کبوتر

۳n+۱n×اطمینان از وجود لانه‌ای با حداقل ۴ کبوتر

���

k×n+۱n کبوتر)k+۱(اطمینان از وجود لانه‌ای با حداقل 

 کبوتر دارد؛k+۱ لانه قرار بگیرند، لانه‌ای وجود دارد که حداقل n یا بیشتر باشند و در kn+۱نتیجه: اگر کبوترها 
kn کبوتر داشت، کل کبوترها حداکثر kاین همان تعمیم اصل لانهٔ کبوتری است )چون اگر هر لانه حداکثر 

می‌شد(.

کار در کلاسصفحه ۲۱۳۸۲

۱ در یک دبیرستان حداقل چند دانش‌آموز وجود داشته باشند تا مطمئن باشیم حداقل ۱۰ نفر از آنها ماه و روز
هفتهٔ تولدشان یکی است؟

:k=۹ پس k+۱=۱۰ لانه(. برای ۱۰ نفر: n=۸۴ حالت دارد )ترکیب )ماه، روز هفته( 

حداقل ۷۵۷ دانش‌آموز لازم است.

۱۰۸
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کار در کلاسصفحه ۲۱۴۸۲

۲ ۵۴ شاخه گل را حداکثر در چند گلدان قرار دهیم تا اطمینان داشته باشیم گلدانی هست که در آن حداقل
۵ شاخه گل قرار گرفته است؟

k+۱=۵ � k=۴.

پس حداکثر ۱۳ گلدان. )بررسی: با ۱۳ گلدان چون ۵۴ < ۴×۱۳ = ۵۲ گلدانی با حداقل ۵ شاخه داریم؛ با ۱۴
گلدان می‌توان ۴ شاخه در هر گلدان گذاشت و هیچ گلدانی ۵ شاخه نداشته باشد.(

کار در کلاسصفحه ۲۱۵۸۲

۳ حداقل چند نفر در یک سالن همایش حضور داشته باشند تا مطمئن باشیم حداقل ۳ نفر از آنها دو حرف
اول و دوم فامیلشان غیرتکراری و مثل هم است؟

)فامیل‌هایی مثل اشتری و اشراقی مورد نظر است(.

 حالت )لانه(.تعداد حالت‌های دو حرف اول و دوم غیرتکراری: الفبای فارسی ۳۲ حرف دارد، پس 
:k+۱=۳ � k=۲برای ۳ نفر: 

پاسخ به فرض ۳۲ حرفی بودن الفبای فارسی نوشته شده است.

تمرینصفحه ۲۱۶۸۳

( چند عدد وجود دارد که بر ۲ یا ۳ بخش‌پذیر باشند؟۱n≤۹۰( در بین اعداد طبیعی ۱ تا ۹۰ )۱≥
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تمرینصفحه ۲۱۷۸۳

( چند عدد وجود دارد که بر ۴ بخش‌پذیر باشند ولی بر ۷ بخش‌پذیر۲n≤۲۰۰( در بین اعداد طبیعی ۱ تا ۲۰۰ )۱≥
نباشند؟

. پس: بخش‌پذیر بر ۴: ۵۰ عدد؛ بخش‌پذیر بر ۴ و ۷ )یعنی بر ۲۸(: 

تمرینصفحه ۲۱۸۸۳

۳( در یک کلاس ۳۴ نفری، ۱۵ نفر فوتبال بازی می‌کنند، ۱۱ نفر والیبال و ۹ نفر بسکتبال بازی می‌کنند. اگر
بدانیم ۱۰ نفر عضو هیچ‌یک از این سه تیم نبوده و ۵ نفر فوتبال و والیبال، ۶ نفر والیبال و بسکتبال و ۳ نفر

فوتبال و بسکتبال بازی می‌کنند مشخص کنید:
الف( چند نفر هر سه رشتهٔ ورزشی را بازی می‌کنند؟

ب( چند نفر فقط فوتبال بازی می‌کنند؟
پ( چند نفر والیبال بازی می‌کنند ولی بسکتبال بازی نمی‌کنند؟

ت( چند نفر فقط در یک رشته بازی می‌کنند؟

 بسکتبال(:B والیبال، V فوتبال، Fالف( ۲۴ = ۳۴−۱۰ نفر حداقل در یک رشته بازی می‌کنند. طبق اصل شمول )

پس ۳ نفر هر سه رشته را بازی می‌کنند.

ب( فقط فوتبال: 

 )از ۱۱ والیبالی، ۶ نفر بسکتبال هم بازی می‌کنند(.پ( والیبال ولی نه بسکتبال: 

. پس فقط در یک رشته: ، فقط بسکتبال: ت( فقط والیبال: 
نفر.

تمرینصفحه ۲۱۹۸۳

۴( اگر بخواهیم یک قفل دارای رمز ۵ رقمی و فاقد صفر را که سه رقم آن ۷ و ۲ و ۳ هستند باز کنیم و تمام
اعداد ۵ رقمی را که شامل حداقل یک رقم ۷ و یک رقم ۲ و یک رقم ۳ هستند در اختیار داریم و بستن و

امتحان کردن هریک از این اعداد ۵ رقمی، ۶ ثانیه طول بکشد، برای باز کردن این قفل حداکثر چقدر زمان نیاز
داریم؟

A ،B و C:)۹ رمزهایی که به‌ترتیب رقم ۷، ۲ و ۳ ندارند )ارقام ۱ تا :

۱۱۰
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تعداد رمزهایی که هر سه رقم را دارند: 

 ثانیه.زمان: 

تمرینصفحه ۲۲۰۸۳

 است؟ چه تعداد از این توابعB|=۴ و |A|=۵ می‌توان تعریف کرد اگر بدانیم |۵f:A�B( چه تعداد تابع چون 
یک‌به‌یک هستند؟

 است هیچ تابع یک‌به‌یکی وجود ندارد )طبق لانهٔ کبوتری دو|A|>|B. توابع یک‌به‌یک: چون |کل توابع: 
 می‌روند(: B به یک عضو Aعضو 

تمرینصفحه ۲۲۱۸۳

۶( به چند طریق می‌توان ۵ کتاب مختلف را بین ۸ نفر توزیع کرد، اگر بخواهیم به هر نفر حداکثر یک کتاب
بدهیم؟

معادل تعداد توابع یک‌به‌یک از ۵ کتاب به ۸ نفر: 

تمرینصفحه ۲۲۲۸۳

۷( به چند طریق می‌توان ۶ فیلم سینمایی را بین سه داور برای داوری تقسیم کرد، به‌طوری‌که هر داور حداقل
یک فیلم را داوری کند؟

تعداد توابع پوشا از ۶ فیلم به ۳ داور: 

تمرینصفحه ۲۲۳۸۳

۸( ثابت کنید، در بین هر ۳۶۸ نفر حداقل دو نفر هستند که در یک روز متولد شده‌اند.

سال حداکثر ۳۶۶ روز دارد )لانه‌ها( و ۳۶۸ نفر کبوتر هستند. چون ۳۶۸ < ۳۶۶، طبق اصل لانهٔ کبوتری دو نفر
در یک روز متولد شده‌اند.

۱۱۱
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تمرینصفحه ۲۲۴۸۳

۹( ثابت کنید، اگر در یک دبیرستان حداقل ۵۰۵ دانش‌آموز مشغول تحصیل باشند لااقل ۷ نفر از آنها روزِ
هفته و ماه تولدشان یکسان است.

 لانه. اگر در هر لانه حداکثر ۶ نفر بودند، تعداد کل حداکثر ترکیب )ماه، روز هفته(: 
می‌شد. چون ۵۰۵ < ۵۰۴، لانه‌ای با حداقل ۷ نفر وجود دارد.

تمرینصفحه ۲۲۵۸۳

۱۰( حداقل چند نفر در یک سالن ورزشی مشغول تماشای مسابقهٔ کشتی باشند لااقل ۲۰ نفر از آنها روز
تولدشان یکی است؟

n=۳۶۶ لانه و k+۱=۲۰ � k=۱۹: 

 می‌شود.()اگر سال را ۳۶۵ روزه بگیریم 

تمرینصفحه ۲۲۶۸۳

۱۱( ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموعشان عددی زوج باشد.

هر عدد یا زوج است یا فرد )۲ لانه( و ۳ عدد کبوتر داریم. پس دو عدد هم‌زوجیت‌اند. مجموع دو عدد زوج یا دو
عدد فرد، زوج است.

تمرینصفحه ۲۲۷۸۳

 دارایA را در نظر می‌گیریم. نشان دهید هر زیرمجموعهٔ ۴۳ عضوی از ۱۲A={۱,۲,…,۸۴}( مجموعهٔ اعداد 
حداقل ۲ عضو است که مجموعشان برابر با ۸۵ باشد.

 را در ۴۲ دستهٔ دوتایی }۱,۸۴{, }۲,۸۳{, …, }۴۲,۴۳{ )مجموع هر دسته ۸۵( افراز می‌کنیم. ۴۳ عضوAاعضای 
انتخابی کبوتر و ۴۲ دسته لانه‌اند؛ پس دو عضو در یک دسته‌اند و مجموعشان ۸۵ است.

۱۱۲
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تمرینصفحه ۲۲۸۸۴

 را که به‌صورت یک تصاعد عددی مرتب شده‌اند، در نظر۱۳A( مجموعهٔ اعداد }۱, ۵, ۹, ۱۳, …, ۷۷, ۸۱, ۸۵{=
می‌گیریم. اگر از این مجموعه ۱۳ عضو انتخاب کنیم، نشان دهید که حداقل ۲ عدد در این ۱۳ عدد وجود دارد

که مجموعشان برابر با ۹۰ باشد.

A دارای ۲۲ عضو است. دسته‌های زیر را می‌سازیم: }۱{ و }۴۵{ )تک‌عضوی؛ چون ۸۹ در Aنیست و ۴۵+۴۵ دو 
عضو متمایز نیست( و ۱۰ دستهٔ دوتایی }۵,۸۵{, }۹,۸۱{, }۱۳,۷۷{, …, }۴۱,۴۹{ که مجموع هر دسته ۹۰ است.
جمعاً ۱۲ دسته )لانه( و ۱۳ عدد انتخابی )کبوتر( داریم؛ پس دو عدد در یک دسته‌اند. دسته‌های تک‌عضوی فقط

یک عدد دارند، پس این دو عدد در یکی از دسته‌های دوتایی‌اند و مجموعشان ۹۰ است.

تمرینصفحه ۲۲۹۸۴

۱۴( ۱۳ نقطه درون یک مستطیل ۸×۶ قرار دارند. نشان دهید حداقل ۲ نقطه از این ۱۳ نقطه وجود دارد که
فاصلهٔ آنها از هم، کمتر از √۸ باشد.

 مربع ۲×۲ تقسیم می‌کنیم )۱۲ لانه(. ۱۳ نقطه کبوتر است؛ پس یک مربع دومستطیل ۸×۶ را به 
 کمتر است. است و فاصلهٔ دو نقطهٔ درون آن از نقطه دارد. قطر مربع ۲×۲ برابر 

تمرینصفحه ۲۳۰۸۴

۱۵( ۵ نقطه در صفحه با مختصات صحیح در نظر می‌گیریم. ثابت کنید حداقل دو نقطه از این ۵ نقطه وجود
دارد، طوری‌که مختصات نقطهٔ وسط این دو نقطه نیز صحیح می‌باشد.

 هر نقطه یکی از ۴ حالت )زوج، زوج(، )زوج، فرد(، )فرد، زوج(، )فرد، فرد( است )۴ لانه(.(x, y)زوجیت مختصات 
 زوج‌اند وy۱+y۲ و x۱+x۲ هم‌زوجیت‌اند. در این صورت )x۲, y۲( و )x۱, y۱(۵ نقطه کبوتر است؛ پس دو نقطه 

 مختصات صحیح دارد.نقطهٔ وسط 

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
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