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پرسشصفحه ۱۳۲

آیا می‌توان با حرکت از یک نقطه از شهر و دقیقاً یکبار عبور از هر کدام از پل‌ها، به نقطهٔ شروع حرکت بازگشت؟

خیر. اویلر این مسئله را با گراف مدل کرد: هر ناحیهٔ خشکی یک رأس و هر پل یک یال است. درجهٔ رأس‌های
w, x, y, z.به ترتیب ۵، ۳، ۳ و ۳ است؛ یعنی هر چهار رأس درجهٔ فرد دارند 

اگر مسیری بسته وجود داشته باشد که از هر یال دقیقاً یک بار بگذرد، هر بار که از یک رأس وارد می‌شویم باید
از آن خارج شویم؛ پس درجهٔ هر رأس باید زوج باشد. چون رأس‌های این گراف فرد هستند، چنین حرکتی

امکان‌پذیر نیست.

مثالصفحه ۲۳۳

 با کدام تیم‌ها بازی نکرده است.aمشخص کنید تیم 
اگر هر برد ۳ امتیاز داشته باشد، در بازی‌هایی که تا اینجا انجام شده است کدام تیم‌ها بیشترین امتیاز را

کسب کرده‌اند؟

تیم بازی کرده است. پس e و b ،c با سه تیم a باخته است؛ یعنی تیم c برده و به e و b از aاز اطلاعات مسئله: 
a با تیم dدر نمودار، بین  بازی نکرده است( a و d.)یالی وجود ندارد 

برد از) b برد = ۶ امتیاز؛ ۲ :(e و bبرد از ) aبرد هر تیم برابر تعداد یال‌هایی است که از آن تیم خارج شده‌اند: 
d): ۱ برد = ۳ امتیاز؛ c ( برد ازa و e): ۲ برد = ۶ امتیاز؛ d: ۰ امتیاز؛ e ( برد ازd): ۳.امتیاز 

 هر کدام با ۶ امتیاز بیشترین امتیاز را کسب کرده‌اند.c و aتیم‌های بنابراین 

مسئلهصفحه ۳۳۴

سؤال دیگری مطرح کنید که با دیدن نمودار گرافِ مثال قبل بتوان به آن جواب داد.

نمونه سؤال: »کدام تیم‌ها فقط یک بازی را برده‌اند و کدام تیم هیچ بازی را نبرده است؟«

 هیچd فقط یک یال خارج می‌شود، پس این دو تیم هر کدام یک برد دارند؛ از رأس e و bپاسخ: از رأس‌های 
 هیچ بازی را نبرده است. )سؤال‌های دیگر: کدام تیم‌ها دو بازی انجامdیالی خارج نشده است، پس تیم 

 از چه تیم‌هایی برده است؟(cداده‌اند؟ تیم 

کار در کلاسصفحه ۴۳۴

 به صورت زیر داده شده‌اند. با توجه به آنها شکل گراف مورد نظر را بکشید.E(G) و V(G)دو مجموعهٔ 

۷
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V(G) = {v1, v2, ..., v6} ، E(G) = {v1v4, v2v5, v6v1, v5v1}الف( 
V(G) = {a, b, c, d} ، E(G) = {(a,b), (b,c), (c,b), (c,d), (d,a)}ب( 

 تنها است(:v3الف( گراف ساده با ۶ رأس و ۴ یال )رأس 

ب( این گراف جهت‌دار است؛ هر یال یک زوج مرتب است و جهت آن از رأس اول به رأس دوم می‌باشد. بین
b و c:دو یال با جهت‌های مخالف وجود دارد 

توجهصفحه ۵۳۵

 برای هر یک از شکل‌های زیر، نشان دهید هر دو یک گراف راE(G) و V(G)به‌طور مثال با نوشتن مجموعه‌های 
نمایش می‌دهند.

V(G1) = { ... } ، E(G1) = { ... } ، V(G2) = { ... } ، E(G2) = { ... }

در هر دو شکل ۵ رأس و ۶ یال وجود دارد:

V(G1) = V(G2) = {v1, v2, v3, v4, v5}

E(G1) = E(G2) = {v1v2, v1v3, v1v4, v2v4, v3v4, v4v5}

چون مجموعهٔ رئوس و مجموعهٔ یال‌های دو شکل یکسان است، هر دو شکل یک گراف را نمایش می‌دهند
)فقط روش رسم آنها فرق می‌کند(.

کار در کلاسصفحه ۶۳۶

درجهٔ سایر رئوس گرافِ شکل ۸ را بنویسید و مشخص کنید کدام رئوس فرد و کدام رئوس زوج‌اند.

deg(v1) = 3 ,  deg(v2) = 2 ,  deg(v3) = 3 ,  deg(v4) = 2 ,  deg(v5) = 4 ,  deg(v6) = 1 ,  deg(v7) = 1

۸
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.v2, v4, v5 ؛ رأس‌های زوج: v1, v3, v6, v7رأس‌های فرد: 

مسئلهصفحه ۷۳۸

 در گراف‌هایv به ترتیب درجهٔ رأس dG�(v) و dG(v) یک رأس آن باشد و v رأس و n یک گراف با Gمسئله ۱: اگر 
G و G� باشند، مقدار dG(v) + dG�(v).را به‌دست آورید 

 رأسی حداکثر چند یال می‌تواند داشته باشد؟nمسئله ۲: یک گراف 
 را به‌دست آورید.q(G) + q(G�) رأسی باشد، مقدار n یک گراف Gمسئله ۳: اگر 

مسئله ۱

و در هر دو نیست(.) �G است یا در G یا در vu رأس دیگر مجاور باشد. هر یال n−۱ می‌تواند با هر یک از vرأس 
.پس 

مسئله ۲

 دارد،n−۱حداکثر یال وقتی است که هر دو رأس مجاور باشند؛ یعنی گراف کامل. در این حالت هر رأس درجهٔ 
 است. و تعداد یال‌ها مجموع درجات 

مسئله ۳

. یال دارد؛ پس �G یا Gهر زوج رأس دقیقاً در یکی از 

مسئلهصفحه ۸۳۸

 رأسی چند یال دارد؟pمسئله ۱: یک گراف کامل 
 وجود دارد؟Kp و �G ، G رأسی باشد، چه رابطه‌ای بین تعداد یال‌های گراف‌های p یک گراف Gمسئله ۲: اگر 

مسئله ۳: مکمل گراف کامل چه نوع گرافی است؟

مسئله ۱

 است. و تعداد یال‌ها  رأس دیگر مجاور است؛ مجموع درجات p−۱در گراف کامل هر رأس با 

مسئله ۲

 است.K_p و مکمل آن برابر تعداد یال‌های G ؛ یعنی مجموع یال‌های 

مسئله ۳

۹
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p) گراف تهی هر دو رأس مجاورند، پس در مکمل آن هیچ دو رأسی مجاور نیست؛ مکمل گراف کامل، K_pدر 
رأس تنها و بدون یال( است.

مسئلهصفحه ۹۳۸

در گراف شکل ۱۷، دوری به طول ۵ بیابید.

. یک دور به طول uv, uz, uw, vz, vw, zw, zy, yw, yx, wx:۵یالهای گراف: 

u v w y z u یال‌های � uv, vw, wy, yz, zu.همگی در گراف هستند و رأس‌ها دو به دو متمایزند 

فعالیتصفحه ۱۰۳۹

۱( سه گراف دلخواه رسم کنید.
۲( مجموع درجات رئوس هر یک از ۳ گرافی را که رسم کرده‌اید محاسبه کنید.

۳( تعداد یال‌های هر یک از ۳ گراف را محاسبه نمایید.
۴( حدس می‌زنید چه رابطه‌ای بین تعداد یال‌ها و مجموع درجات رئوس یک گراف وجود دارد.

۵( پاسخ خود را با دوستانتان مطرح کرده و در این باره بحث کنید.

۱( سه گراف نمونه:

G۱

G۲

G۳

۲ و ۳( مجموع درجات و تعداد یال‌ها:

تعداد یال‌هامجموع درجاتدرجات رئوسگراف

G1۱ , ۲ , ۲ , ۱۶۳

G2۱ , ۳ , ۲ , ۲۸۴

G3۳ , ۳ , ۳ , ۳۱۲۶

۴ و ۵( حدس

۱۰
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 که دردر هر سه گراف مجموع درجات دو برابر تعداد یال‌هاست؛ حدس می‌زنیم برای هر گراف 
 تعداد یال‌هاست. دلیل: هر یال دقیقاً به دو رأس وصل است و در درجهٔ هر یک از آن دو رأس یک بارqآن 

شمرده می‌شود.

فعالیتصفحه ۱۱۳۹

 در نظر بگیرید.e1, e2, ..., em یال m و v1, v2, ..., vn رأس n با ۱G( یک گراف دلخواه مانند 
 را حذف کنید.۲G( تمام یال‌های گراف 

۳( مجموع درجات تمام رئوس گراف حاصل چند است؟ تعداد یال‌های گراف حاصل چند است و این دو عدد
چه ارتباطی با هم دارند؟

 قبل از حذف شدن بین آنها قرار داشت( قرار دهید و بهe1 را در جای خود )بین همان دو رأسی که ۴e1( یال 
سه سؤال ۳ جواب دهید.

 برسید و پس از اضافه کردنG را یکی‌یکی در جای خود قرار دهید تا به گراف اولیهٔ ۵e2, ..., em( تمام یال‌های 
هر یال مجدداً برای گراف جدید ساخته شده به سؤال ۳ جواب دهید.
۶( آیا مجموع درجات رئوس یک گراف می‌تواند عددی فرد باشد؟ چرا؟

 استدلال خود را بیان نمایید.۷( برای تساوی 

 رأس تنها به‌دست می‌آید.nپس از حذف تمام یال‌ها گرافی با 

گراف حاصل، گراف تهی است.

مجموع درجات برابر ۰ و تعداد یال‌ها نیز ۰ است؛ مجموع درجات دو برابر تعداد یال‌هاست )۰ = ۲ × ۰(.

 درجهٔ هر یک از دو سر آن یک واحد زیاد می‌شود؛ مجموع درجات برابر ۲ و تعداد یال‌ها e1۱با افزودن 
است؛ باز هم مجموع درجات = ۲ × )تعداد یال‌ها(.

با افزودن هر یال، مجموع درجات دو واحد )یک واحد برای هر سر یال( و تعداد یال‌ها یک واحد زیاد
 یال(mمی‌شود؛ پس همواره مجموع درجات دو برابر تعداد یال‌هاست. در پایان )پس از افزودن 

 است.mمجموع درجات برابر ۲

 است که عددی زوج است.mخیر؛ مجموع درجات برابر ۲

هر یال به دقیقاً دو رأس وصل است؛ پس در جمع درجات رئوس، هر یال دقیقاً دو بار شمرده می‌شود
 است.m)یک بار برای هر سر آن(. بنابراین مجموع درجات برابر ۲

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir
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اثباتصفحه ۱۲۴۰

 نیز عددیA در v برای deg(v) زوج‌اند. )چرا؟( بنابراین مجموع B در v برای deg(v))اثبات نتیجه( ... مجموع 
 عددی زوج است. )چرا؟(n(A)زوج است و این نتیجه می‌دهد که 

مجموع درجات رئوس زوج: هر جمله زوج است و مجموع اعداد زوج، زوج است. )چرا اول(

زوج( و مجموع درجات رئوس زوج نیز زوج است؛ پس) qمجموع درجات رئوس فرد: مجموع کل درجات برابر ۲
رئوس فرد( زوج است.) Aتفاضل آنها یعنی مجموع درجات رئوس 

 زوج است: مجموع تعدادی عدد فرد فقط وقتی زوج است که تعداد آنها زوج باشد )مجموع تعدادn(A)چرا 
فردی عدد فرد، فرد می‌شود(. پس تعداد رأس‌های فرد زوج است.

فعالیتصفحه ۱۳۴۰

یک جمع ۷ نفره از دانش‌آموزان یک کلاس را در نظر بگیرید. فرض کنید دوستی بین اعضای این گروه رابطهٔ
دوطرفه است، یعنی هر دو نفر از آنها یا هر دو با هم دوست‌اند و یا با هم دوست نیستند و هیچ‌یک با دیگری

دوست نیست. اکنون:
 رأسی ۷ را تشکیل دهید به این صورت که به ازای هر دانش‌آموز یک رأس قرار دهید، سپس هرGالف( گرافِ 

دو رأس را به هم وصل کنید اگر و تنها اگر دانش‌آموز متناظر با آن دو رأس با هم دوست باشند.
ب( با استفاده از قضیهٔ قبل نشان دهید که امکان ندارد درجهٔ تمام رئوس گرافِ حاصل برابر با ۳ باشد.

پ( با توجه به مراحل قبل و با استفاده از گراف نشان دهید که اگر تعداد افراد یک جمع عددی فرد باشد امکان
ندارد تمام نفرات آن جمع، دارای تعداد فردی دوست در آن جمع باشند.

الف(

 دارای ۷ رأس است؛ هر دانش‌آموز یک رأس و هر دوستی بین دو نفر یک یال بین دو رأس متناظر.Gگراف 
درجهٔ هر رأس برابر تعداد دوستان آن دانش‌آموز در جمع است.

ب(

 می‌شود که عددی فرد است؛ اما مجموع درجاتاگر درجهٔ هر ۷ رأس برابر ۳ باشد، مجموع درجات 
 و زوج است. تناقض؛ پس چنین گرافی وجود ندارد.qرئوس هر گراف برابر ۲

پ(

 عددی فرد باشد و همهٔ آنها تعداد فردی دوست داشته باشند. آنگاه گرافnفرض کنیم تعداد افراد جمع 
n رأس دارد و همهٔ رأس‌هایش فرد است؛ طبق نتیجه، تعداد رأس‌های فرد هر گراف زوج است، ولی nمتناظر 

فرد است. تناقض؛ پس چنین چیزی ممکن نیست.
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فعالیتصفحه ۱۴۴۰

 شامل یک مسیر به طولG. می‌خواهیم نشان دهیم که (G)� یک گراف باشد و داشته باشیم G ≤ ۴فرض کنید 
بزرگ‌تر یا مساوی ۴ است.

 به رأس دیگری متصل است. )چرا؟( فرض کنیم آن رأسv1 در نظر می‌گیریم. حتماً G را در ۱v1( رأس دلخواه 
v2.باشد 

 باشد.v3 متصل است. )چرا؟( فرض می‌کنیم آن رأس v1 به رأسی به جز رأس ۲v2( حتماً 
 باشد.v4 وصل است )چرا؟( فرض می‌کنیم آن رأس V(G) − {v1, v2} به رأسی از مجموعهٔ ۳v3( حتماً 
 باشد.v5 وصل است )چرا؟( فرض می‌کنیم که آن رأس V(G) − {v1, v2, v3} به رأسی از مجموعهٔ ۴v4( حتماً 

 است.G یک مسیر به طول ۴ در گراف ۵v1 v2 v3 v4 v5( مسیر 

 دست‌کم ۴ همسایه دارد؛ پس به رأس دیگریv1(، (G)�چون درجهٔ هر رأس دست‌کم ۴ است )۴ ≤ 
متصل است.

 می‌تواند نام برده‌شده باشد؛ پس(v1) دست‌کم ۴ است ولی فقط یکی از همسایه‌هایش v2درجهٔ 
حداقل ۳ همسایهٔ دیگر دارد.

v3 دست‌کم ۴ همسایه دارد و از میان {v1, v2}حداکثر ۲ تا همسایهٔ آن‌اند )خودش همسایهٔ خودش 
نیست(؛ پس رأسی خارج از این مجموعه همسایهٔ آن است.

v4 دست‌کم ۴ همسایه دارد و حداکثر ۳ تا از آنها در {v1, v2, v3}قرار دارند؛ پس همسایه‌ای خارج از 
 می‌نامیم.v5آن مجموعه دارد و آن را 

 دو به دو متمایز و هر دو رأس متوالی مجاورند؛ پس این یک مسیر با ۴ یال، یعنیv1, ..., v5رأس‌های 
به طول ۴ است.

کار در کلاسصفحه ۱۵۴۰

 را به‌دست آورید.Gدر هر یک از حالت‌های زیر تعداد یال‌های گراف 
 - منتظم است.k رأسی n یک گراف Gالف( 

(G = Kn) رأسی کامل است. n یک گراف Gب( 

.؛ پس q است و برابر ۲الف( مجموع درجات 

. در قسمت الف: k = n−۱-منتظم است؛ با )n−۱( رأسی nب( گراف کامل 
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تمرینصفحه ۱۶۴۱

E(G) = {ab,ac,cd,ef,db,cf,be} و مجموعهٔ یال‌های V(G) = {a,b,c,d,e,f} با مجموعهٔ رأس‌های ۱G( گراف 
مفروض است. نمودار آن را رسم کنید و به موارد زیر جواب دهید.

 را بنویسید.Gالف( مرتبه و اندازهٔ گراف 
 را مشخص نمایید.Gب( درجهٔ رأس‌های 

پ( مجموع درجات رئوس این گراف برابر چند است؟
 مجاورند؟f با رأس Gت( کدام رأس‌های گراف 

 ,E(H) = {v1v2, v1v3, v2v3 و مجموعهٔ یال‌های V(H) = {v1, v2, v3, v4} با مجموعهٔ رأس‌های Hث( گراف 
v2v4, v3v4, v4v1} مفروض است. بدون کشیدن نمودار آن به قسمت‌های )الف( تا )پ( در مورد گراف H

پاسخ دهید.

.q = ۷ و اندازه p = ۶الف( مرتبه 

.deg a = ۲ ، deg b = ۳ ، deg c = ۳ ، deg d = ۲ ، deg e = ۲ ، deg f = ۲ب( 

پ( ۲ + ۳ + ۳ + ۲ + ۲ + ۲ = ۱۴ = ۲ × ۷ )برابر دو برابر تعداد یال‌ها(.

.(ef و cfیال‌های ) e و cت( رأس‌های 

Hث( گراف 

الف( مرتبه ۴ و اندازه ۶ )۶ یال داریم(. ب( هر رأس با سه رأس دیگر مجاور است )هر ۶ زوج ممکن یال
 است. پ( مجموع درجات K4.۶ × ۲ = ۱۲ = ۳ × ۴ گراف کامل H همهٔ رأس‌ها ۳ است و degهستند(، پس 

تمرینصفحه ۱۷۴۱

شکل ۲۱( را در نظر بگیرید.) ۲G( گراف 
 را بنویسید.E(G) و V(G)الف( مجموعه‌های 

 را مشخص نمایید.(G)� و (G)�ب( 
 را بنویسید.e و g و fپ( مجموعهٔ همسایه‌های رأس‌های 

 کدام رأس است؟x ، آنگاه NG(x) = {a, c}ت( اگر 

.E(G) = {ab, bc, af, ae, ce, cd, de} ؛ V(G) = {a, b, c, d, e, f, g}الف( 
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.۰ = (G)� و ۳ = (G)� ؛ پس a:۳ ، b:۲ ، c:۳ ، d:۲ ، e:۳ ، f:۱ ، g:۰ب( درجه‌ها: 

.N(e) = {a, c, d} ؛ � = N(g) ؛ N(f) = {a}پ( 

.x = b است؛ b باشند، رأس c و aت( رأسی که همسایه‌هایش دقیقاً 

تمرینصفحه ۱۸۴۱

 دارای ۵ عضوNG(v1) مفروض است. اگر V(G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} با مجموعهٔ رأس‌های ۳G( گراف 
 را رسم کنید.G تک‌عضوی باشند، گراف i ≥ 2 برای NG(vi) ≥ ۶باشد و مجموعه‌های 

v1 با هر ۵ رأس دیگر مجاور است. هر یک از v2, ..., v6 تنها یک همسایه دارد که باید v1 باشد. پس Gگراف 
 است:v1ستاره‌ای با مرکز 

تمرینصفحه ۱۹۴۱

 داریم:V(G) = {a, b, c, d, e, f} با مجموعهٔ رأس‌های ۴G( در گراف 
NG(a) = {b, c, d} ، NG(b) = {a, c} ، NG(c) = {a, b} ، NG(d) = {a, f} ، NG(e) = { } ، NG(f) = {d}

 را رسم و اندازهٔ آن را مشخص کنید.Gگراف 

 رأس تنها است.eبا تقارن همسایگی‌ها کنترل می‌شود(. ) ab, ac, ad, bc, dfیال‌ها: 

.(مجموع درجات q = ۵ )اندازهٔ گراف: 

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir
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تمرینصفحه ۲۰۴۱

 را مشخص کنید و همچنین درجات�Gشکل ۲۲( رسم شده است. مجموع درجات رأس‌های گراف ) ۵G( گراف 
 را تعیین نمایید.�G در گراف c و aرئوس 

G دارای ۵ رأس و ۶ یال (ab, ac, bc, bd, cd, de) است؛ پس G� یال است و مجموع درجات دارای 
 برابر ۲ × ۴ = ۸ است.�Gرأس‌های 

 وdeg a = ۴ − ۲ = ۲ :(طبق مسئلهٔ ۱: ) �G برابر ۳ است؛ در c برابر ۲ و درجهٔ G در aدرجهٔ 
deg c = ۴ − ۳ = ۱.

تمرینصفحه ۲۱۴۲

 را مشخص کنید.(G)� و (G)� دارای ۳۶ یال است. در این گراف ۶Kp( گراف کامل 

.۸ = (G)� = (G)� است و هر رأس درجهٔ ۸ دارد؛ پس K9 ؛ گراف 

تمرینصفحه ۲۲۴۲

۷( گراف‌های کامل از مرتبهٔ ۱ تا ۵ را رسم کنید.

K۱K۲K۳K۴K۵

تمرینصفحه ۲۳۴۲

 رسم کنید.n - منتظم از مرتبهٔ ۸r( در هر یک از حالت‌های زیر در صورت امکان یک گراف 
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n = 7 , r = 3 ؛ ج( n = 6 , r = 4 ؛ ث( n = 5 , r = 3 ؛ ت( n = 4 , r = 2 ؛ پ( n = 5 , r = 2 ؛ ب( n = 4 , r = 1الف( 

 باید زوج باشد.nrشرط لازم: مجموع درجات 

: دو یال جدا از همn=۴ ، r=۱الف( 

C5: دور n=۵ ، r=۲ب( 

C4: دور n=۴ ، r=۲پ( 

: امکان ندارد، زیرا ۵ × ۳ = ۱۵ فرد است.n=۵ ، r=۳ت( 

: مکمل سه یال جدا از هم )هر رأس به همهٔ رأس‌ها جز »مقابل« خود وصل است(n=۶ ، r=۴ث( 

: امکان ندارد، زیرا ۷ × ۳ = ۲۱ فرد است.n=۷ ، r=۳ج( 

۱۷
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تمرینصفحه ۲۴۴۲

۹( برای هر یک از حالت‌های زیر در صورت امکان یک گراف ۵ رأسی رسم کنید به‌طوری که:
الف( یک رأس تنها داشته باشد. ب( دو رأس تنها داشته باشد. پ( سه رأس تنها داشته باشد. ت( چهار رأس

تنها داشته باشد. ث( پنج رأس تنها داشته باشد.

(v5) و یک رأس تنها P4الف( مسیر 

(v5 و v4ب( مثلث و دو رأس تنها )

پ( یک یال و سه رأس تنها

ت( امکان ندارد: اگر ۴ رأس تنها باشند، رأس پنجم هیچ همسایه‌ای ندارد )همهٔ رأس‌های دیگر تنها هستند(،
پس آن هم تنها می‌شود.

ث( گراف تهی با ۵ رأس: هیچ یالی رسم نمی‌کنیم و ۵ نقطه را می‌گذاریم.

تمرینصفحه ۲۵۴۲

۱۰( هفت نفر در یک اتاق هستند و برخی از آنها با یکدیگر دست می‌دهند. ۶ نفر از آنها هر کدام دقیقاً با ۲ نفر
دست داده‌اند. نشان دهید نفر هفتم نمی‌تواند دقیقاً با ۱ نفر دست داده باشد.

گرافی را در نظر می‌گیریم که رأس‌هایش افراد و یال‌هایش دست‌دادن‌ها هستند. مجموع درجات
d = ۱ زوج است. بنابراین d(، پس q درجهٔ نفر هفتم است. این مجموع باید زوج باشد )d۲ که 

ممکن نیست.
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تمرینصفحه ۲۶۴۲

۱۱( علی، سامان، محمد، ناصر و مهرداد در یک شبکهٔ اجتماعی عضو هستند و هر کدام از آنها ممکن است در
فهرست دوستان هر کدام از ۴ نفر دیگر باشد یا نباشد.

الف( چند حالت مختلف می‌تواند وجود داشته باشد؟
ب( اگر بودن در فهرست دوستان به این صورت باشد که هر دو نفر، یا هر دو در فهرست دوستان هم هستند

و یا هیچ‌کدام در فهرست دوستان دیگری نیست، در این صورت چند حالت مختلف می‌تواند وجود داشته
باشد؟

الف( برای هر نفر ۴ نفر دیگر هست و هر کدام می‌تواند در فهرست باشد یا نباشد. تعداد زوج‌های مرتب )۵ ×
 حالت.۴ = ۲۰( و برای هر زوج ۲ حالت: 

ب( اکنون رابطه دوطرفه است؛ برای هر زوج نامرتب از ۵ نفر دو حالت )دوست یا نه( داریم. تعداد زوج‌ها
 حالت. و در نتیجه 

تمرینصفحه ۲۷۴۲

۱۲( یک گراف ۹ رأسی رسم کنید به‌طوری که:
الف( دورهایی به طول ۵ و ۶ و ۷ و ۹ داشته باشد و هیچ دوری به طول غیر از اعداد مذکور نداشته باشد.

ب( دورهایی به طول ۵ و ۶ و ۸ و ۹ داشته باشد و دوری به طول غیر از اعداد مذکور نداشته باشد.

 می‌گیریم و دو وتر به آن اضافه می‌کنیم )با بررسی همهٔ دورها با رایانه(:v1...v9یک دور ۹ رأسی 

 � طول دورها فقط ۵ و ۶ و ۷ و v3v7۹ و v1v5الف( وترهای 

 � طول دورها فقط ۵ و ۶ و ۸ و v2v7۹ و v1v5ب( وترهای 
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تمرینصفحه ۲۸۴۲

 . درستی یا نادرستی هر یک از موارد زیر را ثابت کنید.K ≤ (G)� یک گراف باشد و ۱۳G( فرض کنید 
 است.K لزوماً شامل یک مسیر به طول Gالف( 

 است.K + 1 لزوماً شامل یک مسیر به طول Gب( 

 روی این مسیر هستندv0 بگیرید. همهٔ همسایه‌های v0 v1 ... vm را G بلندترین مسیر در درست است.الف( 
 دارد؛ پسv1, ..., vm همسایه از میان K ، دست‌کم deg(v0) ≥ K)وگرنه می‌شد مسیر را بلندتر کرد(. چون 

m ≥ K و مسیر دست‌کم K.یال دارد 

 یالK ؛ بلندترین مسیر آن K = � رأس است و K+1 دارای K(K+1) مثال نقض: گراف کامل نادرست است.ب( 
 ولی مسیری به طول ۳ ندارد.(۲ = � ندارد. )مثلاً مثلث: K+1دارد و مسیری به طول 

تمرینصفحه ۲۹۴۲

 - منتظم بکشید که:۱۴K( یک گراف ۴ رأسی غیرتهی 
 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kالف( 

 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kب( 

:K4 با گراف K = ۳ و بیشترین مقدار K ≤ ۳الف( هر رأس حداکثر با ۳ رأس دیگر مجاور است؛ پس 

۲۰
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 با دو یال جدا از هم ممکن است:K = ۱ ؛ K ≥ ۱ب( غیرتهی یعنی 

تمرینصفحه ۳۰۴۲

 - منتظم بکشید که:۱۵K( یک گراف ۵ رأسی غیرتهی 
 بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kالف( 

 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.Kب( 

.K = ۴-منتظم( ممکن است: بیشترین مقدار ۴) K5 و با K ≤ ۴الف( 

.K = ۲ ممکن است: کمترین مقدار C5 با دور K = ۲ ممکن نیست )۵ × ۱ فرد است(. K = ۱ب( 

پرسشصفحه ۳۱۴۴

الف( )در این مدل‌سازی( تقاطع‌ها و خیابان‌ها بین آنها هر کدام به چه صورت نمایش داده شده‌اند؟
ب( رأس‌هایی از گراف را مشخص کنید که، با توجه به مدل‌سازی انجام شده، اگر خودپردازها در آن تقاطع‌ها
قرار گیرند، شرط ۱ برآورده گردد. چنین مجموعه‌ای از رئوس را یک مجموعهٔ احاطه‌گر برای گراف می‌نامیم. آیا

می‌توانید یک مجموعهٔ احاطه‌گر ۴ عضوی مثال بزنید؟

الف( هر تقاطع با یک رأس و هر خیابان بین دو تقاطع با یک یال نمایش داده شده است.

۲۱
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{a, c, e, h}ب( شرط ۱ می‌گوید هر تقاطع یا دستگاه دارد یا مجاور تقاطعی است که دستگاه دارد. مثلاً مجموعهٔ 
 مجاور است؛ پس همهٔ رأس‌ها یا در مجموعه‌اند یاg و f با d ، h و b با g ، e و b با d ، c و b با aچنین است: 

 هم احاطه‌گر است.({b, f}همسایهٔ یکی از آن‌ها؛ یک مجموعهٔ احاطه‌گر ۴ عضوی. )مجموعهٔ دو عضوی 

پرسشصفحه ۳۲۴۵

در این صورت مجموعهٔ احاطه‌گرِ مینیمم برای گراف مذکور، جواب مسئله را مشخص می‌کند. )چرا؟(

هر شهر که ایستگاهی در آن نیست باید دست‌کم به یک شهر با ایستگاه مستقیماً )کمتر از ۵۰ کیلومتر(
متصل باشد تا تحت پوشش قرار گیرد. این دقیقاً شرط احاطه‌گر بودن مجموعهٔ شهرهای دارای ایستگاه است.
چون می‌خواهیم کمترین تعداد ایستگاه ساخته شود، باید مجموعهٔ احاطه‌گر با کمترین تعداد رأس، یعنی

احاطه‌گر مینیمم، را بیابیم.

کار در کلاسصفحه ۳۳۴۶

۱( مشخص کنید کدام یک از مجموعه‌های زیر برای گراف شکل ۵ احاطه‌گر هست و کدام نیست؟
 = F ج( E = {f,g,h,e,d} ث( D = {a,i,h} ت( C = {a,b,j,h,g} پ( B = {f,g,h,i,j} ب( A = {a,b,c,d,e}الف( 

{f,g,h,e} )چ H = {g,h,e}
۲( از مجموعه‌های مطرح شده در سؤال ۱ که احاطه‌گر بودند در کدام یک از آنها رأس یا رأس‌هایی وجود دارد که

با حذف آنها مجموعهٔ باقی‌مانده هنوز احاطه‌گر باشد؟
۳( مجموعه‌ای احاطه‌گر با کمترین تعداد رأس که می‌توانید، بنویسید و پاسخ خود را با پاسخ هم کلاسی‌های

خود مقایسه کنید.
۴( یک مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.

)۱

۲۲
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 ؛i: d,f,g ؛ h: c,f,j ؛ g: b,i,j ؛ f: a,h,i ؛ e: a,d,j ؛ d: c,e,i ؛ c: b,d,h ؛ b: a,c,g ؛ a: b,e,fرأس‌های مجاور هر رأس: 
j: e,g,h.

A همهٔ رأس‌های بیرونی در( احاطه‌گر است A.)هستند و هر رأس درونی همسایهٔ یک رأس بیرونی است 

B.)احاطه‌گر است )به همین دلیل با جابه‌جایی نقش درون و بیرون 

C احاطه‌گر نیست: رأس d نه در C است و نه با رأسی از C.مجاور است 

D( احاطه‌گر است a: b,e,f ؛ i: d,f,g ؛ h: c,f,j ً؛ مجموعا a,b,c,d,e,f,g,h,i,j).

E.احاطه‌گر است 

F.احاطه‌گر است 

H( احاطه‌گر است g: b,i,j ؛ h: c,f,j ؛ e: a,d,j).

)۲

 مجموعه همچنان احاطه‌گر می‌ماند )مثلاdً یا f ، h ، e با حذف هر یک از رأس‌های E = {f,g,h,e,d}در 
{g,h,e,d} ؛ در)F = {f,g,h,e} با حذف f ٔمجموعه {g,h,e}( احاطه‌گر می‌ماند. در بقیه A ،B ،D ،Hهیچ رأسی را )

نمی‌توان حذف کرد.

)۳

 دارد، پس با کمتر از ��۱۰/۴ = ۳ رأس۳ = � احاطه‌گر است )گراف ۱۰ رأس و {a, c, g}مجموعهٔ سه‌عضوی 
ممکن نیست(.

)۴

 چهار عضوی احاطه‌گر است و با حذف هر رأس دیگر احاطه‌گر نمی‌ماند )مینیمال(، ولی{a, c, i, j}مجموعهٔ 
چون مجموعه‌های ۳ عضوی احاطه‌گر وجود دارند، مینیمم نیست.

۲۳
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کار در کلاسصفحه ۳۴۴۷

۵( آیا می‌توان هر مجموعهٔ احاطه‌گر دلخواه غیرمینیمال را با حذف برخی رئوسش به یک مجموعهٔ احاطه‌گر
مینیمال تبدیل کرد؟ )استدلال کنید(

 مینیمال نباشد، رأسی در آن هست که با حذفش مجموعه باز هم احاطه‌گرDبله. اگر مجموعهٔ احاطه‌گر 
 متناهیDمی‌ماند؛ آن را حذف می‌کنیم. این کار را تا جایی که رأسی قابل حذف وجود دارد تکرار می‌کنیم. چون 

است، این فرایند پس از تعداد متناهی گام متوقف می‌شود و مجموعهٔ باقی‌مانده احاطه‌گر است و هیچ رأسی
از آن قابل حذف نیست؛ یعنی احاطه‌گر مینیمال است.

کار در کلاسصفحه ۳۵۴۷

در گراف شکل ۷:
۱( مجموعه‌ای از رئوس را مشخص نمایید که احاطه‌گر باشند.

۲( مجموعه‌ای از رئوس را مشخص نمایید که احاطه‌گر مینیمال باشند.
۳( یک مجموعهٔ احاطه‌گر ۳ عضوی مشخص نمایید.

 را احاطه کند؟g و b ، e وجود دارد که دو رأس از ۳ رأس ۴G( آیا رأسی در گراف 
 چند است؟((G)�۵( حداقل تعداد رأس‌هایی که تمام رئوس گراف را احاطه می‌کنند چندتاست؟ )

.ac, bc, cd, cf, df, ef, fh, fi, hi, ghیال‌های گراف: 

 :f ؛ c: a,b,d هم احاطه‌گر است ){c, f, h}۱( مثلاً همهٔ رأس‌ها یک مجموعهٔ احاطه‌گر است؛ مجموعهٔ کوچک‌تر 
d,e,i ؛ h: g,i).

 )۲{c, f, h} مینیمال است: با حذف c رأس‌های a و b با حذف ، f رأس e و با حذف ، h رأس g.احاطه نمی‌شوند 

 )۳{c, f, h}.

۲۴
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 را احاطه کندb است. رأسی که h و c ، f رأس‌های آویزان هستند و همسایه‌هایشان به ترتیب g و ۴b ، e( خیر. 
 دو به دو{g,h} و {e,f} ، {b,c} باشد. این سه مجموعه h یا g باید g و برای f یا e باید e باشد؛ برای c یا bباید 

جدا هستند، پس هیچ رأسی دو تا از آنها را احاطه نمی‌کند.

 (G)� سه‌عضوی و احاطه‌گر است؛ پس {c, f, h} دست‌کم ۳ رأس لازم است و g و ۵b ، e( از بند ۴: برای احاطهٔ 
۳ =.

فعالیتصفحه ۳۶۴۷

حال فرض کنید تعدادی از کارمندان یک شرکت قرار است با چند تاکسی به محلی بروند و هر ۴ نفر یک تاکسی
نیاز دارند.

الف( اگر تعداد کارمندان ۱۲ نفر باشد، چند تاکسی نیاز است؟
ب( اگر تعداد کارمندان ۱۴ نفر باشد چند تاکسی نیاز است؟
پ( اگر تعداد کارمندان ۱۶ نفر باشد چند تاکسی نیاز است؟

ت( آیا با تقسیم تعداد کارمندان به عدد ۴، تعداد تاکسی‌های مورد نیاز به‌دست می‌آید؟ اگر حاصل عدد صحیح
نباشد چه تعداد تاکسی نیاز است؟

سؤال: برای کدام اعداد کف و سقف آنها با هم برابر است؟

الف( ۱۲ ÷ ۴ = ۳ ؛ ۳ تاکسی.

 لازم است.۴ تاکسیب( ۱۴ ÷ ۴ = ۳٫۵ ؛ ۳ تاکسی ظرفیت ۱۲ نفر دارد، پس 

پ( ۱۶ ÷ ۴ = ۴ ؛ ۴ تاکسی.

 است؛ در غیر این صورت باید عدد صحیح بعدی را در بر ۴ بخش‌پذیر باشد، تعداد تاکسی‌ها همان nت( اگر 
 است.نظر گرفت )سقف(: تعداد تاکسی‌ها برابر 

؛ برای اعداد غیرصحیح(� � x)سؤال: کف و سقف یک عدد وقتی برابرند که آن عدد، عددی صحیح باشد 
سقف یک واحد از کف بیشتر است.

فعالیتصفحه ۳۷۴۸

می‌دانیم در هر گراف، هر رأس خودش و تمام رئوس مجاورش را احاطه می‌کند.
 چند است؟�۱( در گراف مقابل 

 دارد؟�۲( هر رأس حداکثر چند رأس را احاطه می‌کند و این تعداد چه ارتباطی با 
 را احاطه کنند؟۳G( آیا ۲ رأس می‌توانند همهٔ رئوس گراف 

۴( حداقل ��۱۰/۴ رأس برای احاطهٔ همهٔ رئوس لازم است. چرا؟
 )۵�(G)چند است؟ 

۲۵
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 ، یک رأس دلخواه حداکثر چند رأس را احاطه می‌کند؟�۶( در یک گراف دلخواه با ماکزیمم درجه 
 رأس یک گراف را احاطه کنند. چرا؟n رأس نمی‌توانند تمام �۷�n/(�+1)( تعداد کمتر از 

گراف شکل ۸ دارای ۱۰ رأس است و هر رأس آن درجهٔ ۳ دارد )۳-منتظم؛ همان گراف پترسن(. در شکل زیر
یک مجموعهٔ احاطه‌گر سه‌عضوی نشان داده شده است.

� = ۳.

 رأس. )تعداد۴ = ۱ + � همسایه‌اش را احاطه می‌کند؛ پس حداکثر �هر رأس خودش و حداکثر 
 است.(۱ + �رأس‌های احاطه‌شده حداکثر 

خیر؛ ۲ رأس حداکثر ۲ × ۴ = ۸ رأس را احاطه می‌کنند و ۸ > ۱۰.

هر رأس حداکثر ۴ رأس را احاطه می‌کند. با ۲ رأس حداکثر ۸ رأس و با ۳ رأس حداکثر ۱۲ رأس احاطه
می‌شود؛ پس برای ۱۰ رأس دست‌کم ��۱۰/۴ = ۳ رأس لازم است.

�(G) ≥ ۳ و مجموعهٔ سه‌عضوی {a, c, g} در شکل بالا احاطه‌گر است؛ پس �(G) = ۳.

 رأس.۱ + �حداکثر 

 ؛k(�+1) ≥ n رأس را احاطه می‌کند، 1+� رأس را احاطه کنند، چون هر رأس حداکثر n رأس همهٔ kاگر 
. پس تعداد کمتر از این مقدار کافی نیست.�k ≥ �n/(�+1) صحیح است k و چون k ≥ n/(�+1)یعنی 

کار در کلاسصفحه ۳۸۴۹

۱( یک شبکهٔ رایانه‌ای متشکل از ۱۶ رایانه را در نظر بگیرید که در آن هر رایانه، مطابق شکل ۹ به چند رایانهٔ دیگر
متصل است. گراف شکل ۹ یک مدل‌سازی از شبکهٔ مورد نظر است که در آن هر رأس نمایشگر یک رایانه است

و یال بین دو رأس نمایانگر آن است که رایانه‌های نظیر به آن دو رأس مستقیماً با هم در ارتباط‌اند. می‌خواهیم
مجموعه‌ای با کمترین تعداد ممکن از رایانه‌ها )رأس‌ها( انتخاب کنیم. به‌طوری که توسط این مجموعه از

رایانه‌ها به تمام رایانه‌های این شبکه وصل باشیم. مجموعهٔ انتخاب شده از رئوس برای گراف مورد نظر چه نوع
مجموعه‌ای است؟

 ، حداقل چند رأس برای احاطه کردن تمام رئوس این گراف لازم است؟۲�n/(�+1)� ≤ �(G)( با توجه به رابطهٔ 
آیا می‌توانید مجموعه‌ای احاطه‌گر با این تعداد رأس مشخص نمایید؟

 را رسم کنید و عدد احاطه‌گری هر یک را مشخص نمایید.C10 و ۳P10 ، P9 ، C9( گراف‌های 

۲۶
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 باشد.�۴�n/(�+1)( گرافی مشخص کنید که برای آن عدد احاطه‌گری برابر 
 نباشد.�۵�n/(�+1)( گرافی مشخص کنید که برای آن عدد احاطه‌گری برابر 

)۱

 برای گراف است و چون کمترین تعداد رایانه را می‌خواهیم، یکمجموعهٔ احاطه‌گرمجموعهٔ انتخاب‌شده یک 

-مجموعه( است.�مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمم )

)۲

. بله؛ ؛ هر رأس با ۴ رایانه ارتباط دارد(. پس ۴ = �گراف ۱۶ رأس دارد و هر رأس درجهٔ ۴ دارد )
.n � l,m,p,f ؛ m � k,n,o,e ؛ b � a,h,d,j ؛ a � b,g,c,i احاطه‌گر چهارعضوی است: {a, b, m, n}مثلاً مجموعهٔ 

.۴ = (G)�این چهار رأس و همسایه‌هایشان هر ۱۶ رأس را می‌پوشانند؛ پس 

)۳

�یک عدد احاطه‌گریگراف -مجموعه

P10۴{v2, v5, v8, v10}

P9۳{v2, v5, v8}

C9۳{v1, v4, v7}

C10۴{v1, v4, v7, v10}

هر رأس در این گراف‌ها ۳ رأس را می‌پوشاند(. در شکل‌ها رأس‌های مجموعهٔ) ��n/3 = (Cn)� = (Pn)�قاعده: 
احاطه‌گر توپر هستند.

P۱۰P۹

۲۷
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C۹C۱۰

)۴

(؛ برابر است.{v1, v4}مجموعهٔ ۲ = (C6)� ) ، ��۶/۳ = ۲ و C6: n = ۶ ، � = ۲دور 

)۵

 ؛ چون۳ = � و ��۷/۴ = ۲ ، ولی n = ۷ ، � = ۳ و سه مسیر به طول ۲(: cگراف ۷ رأسی شکل زیر )مرکز 
،{y2,x2}، {y1,x1} هر کدام برای احاطه شدن به یک رأس از مجموعه‌های جدای y1, y2, y3رأس‌های آویزان 

{y3,x3} نیاز دارند. پس � ≠ �n/(�+1)�.

کار در کلاسصفحه ۳۹۵۰

 در مثال قبل را بنویسید.G-مجموعه‌های )مجموعه‌های احاطه‌گر مینیمم( گراف �۱( تمام 

۲۸
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۲( عدد احاطه‌گری را برای هر یک از گراف‌های زیر )شکل ۱۱( مشخص کنید.

. مجموعه‌های دوعضوی۲ = (G)� است و ۱ab, ae, ed, bd, bc, cd( گراف شکل ۱۰ دارای ۵ رأس و یال‌های 
احاطه‌گر:

{a,b} , {a,c} , {a,d} , {b,d} , {b,e} , {c,e} , {d,e}

 > ۴(.۳ = �-مجموعه )هیچ رأس تنها نمی‌تواند همهٔ رأس‌ها را احاطه کند چون �یعنی ۷ تا 

 احاطه‌گر{a, c, h}. مجموعهٔ �۱۰/۴� = ۳ ≤ (G)�؛ پس )۳ = �(الف( ۱۰ رأس دارد و ۳-منتظم است ) ۲G( گراف 
.۳ = (G)�(؛ بنابراین h: b,f,j ؛ c: b,d,i ؛ a: b,e,gاست )

.۳ = (H)�. پس �۸/۳� = ۳ = (C8)�؛ (a-f-c-h-e-b-g-d-a)ب( یک دور هشت‌رأسی است ) Hگراف 

فعالیتصفحه ۴۰۵۱

می‌خواهیم عدد احاطه‌گری گراف شکل ۱۳ را مشخص نماییم.
.(G)� را بررسی می‌کنیم که عدد ۳ = ��۱۴/۶ را می‌دهد. پس �n/(�+1)� ≤ ۳الف( ابتدا کران پایین 

 باید انتخاب شود. چرا؟d و a ، b ، cب( اما حداقل یکی از رئوس 
 باید انتخاب شود. چرا؟g و fپ( حداقل یکی از رئوس 
 باید انتخاب شود. چرا؟h و iت( حداقل یکی از رئوس 
 باید انتخاب شود. چرا؟n و mث( حداقل یکی از رئوس 

 یک{c,f,h,m} و با توجه به اینکه (G)�ج( بنابراین حداقل ۴ رأس در هر مجموعهٔ احاطه‌گر باید باشد. لذا ۴ ≥ 
.۴ = (G)� ، بنابراین 4 ≥ (G)�مجموعهٔ احاطه‌گر است 

 درd و b ، c یا یکی از a باید خود a مجاور است؛ برای احاطه شدن d و b ، c فقط با رأس‌های aب( رأس 
مجموعه باشد.

 در مجموعه باشد.f یا g باید g وصل است؛ برای احاطه شدن f تنها به gپ( رأس 

 در مجموعه باشد.h یا i باید i وصل است؛ برای احاطه شدن h تنها به iت( رأس 

 در مجموعه باشد.m یا n باید n وصل است؛ برای احاطه شدن m تنها به nث( رأس 

 دو به دو جدا هستند و از هر کدام دست‌کم یک رأس لازم{m,n}، {h,i}، {f,g}، {a,b,c,d}ج( چهار مجموعهٔ 
 :m ؛ h: e,i,j,k,l ؛ f: e,g ؛ c: a,b,d,e همهٔ رأس‌ها را احاطه می‌کند ){c, f, h, m}. مجموعهٔ ۴ ≤ (G)�است؛ پس 

l,n پس .)�(G) = ۴.

تمرینصفحه ۴۱۵۲

۱( در مثال ایستگاه‌های رادیویی )دومین مثال این درس(

۲۹
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الف( تعداد و محل نصب ایستگاه‌ها را مشخص نمایید.
 احداث کنیم حداقل چند ایستگاه دیگر و در چه شهرهاییbب( اگر مجبور باشیم یکی از ایستگاه‌ها را در شهر 

باید احداث کنیم؟

 ,ab, ad, ag, ai, ak, bd, cd, cf, cg, de, dg, dh, ef, eg, eh, fg, fh, ghیال‌های گراف )فاصلهٔ ≥ ۵۰ کیلومتر(: 
ij, ik, jk.

الف( هیچ مجموعهٔ ۲ عضوی همهٔ ۱۱ شهر را احاطه نمی‌کند )بررسی همهٔ حالت‌ها(؛ و یک مجموعهٔ ۳ عضوی
( کهi: a,j,k ؛ f: c,e,g,h ؛ a: b,d,g,i,k) a, f, i لازم است، مثلاً در شهرهای ۳ ایستگاهوجود دارد. پس حداقل 

 هم جواب است.({b, g, i} یا {d, e, j}همهٔ ۱۱ شهر را پوشش می‌دهند. )مثلاً 

 و یکی ازg یا f لازم است: یکی از ۲ ایستگاه دیگر را می‌پوشاند(، حداقل b: a, d باشد )bب( اگر یک ایستگاه در 
i ،j یا k ً؛ مثلا{b, f, i} یا {b, g, k}.

تمرینصفحه ۴۲۵۲

۲( نقشهٔ مقابل نقشهٔ یک منطقه شامل چند روستا و جاده‌های بین آن روستاهاست و مسافت جاده‌های بین
روستاها در آن مشخص شده است. قصد داریم چند بیمارستان در برخی روستاها احداث کنیم به‌گونه‌ای که

فاصلهٔ هر روستا تا نزدیک‌ترین بیمارستان به آن روستا از ۱۰ کیلومتر بیشتر نباشد و از طرفی کمترین تعداد
ممکن بیمارستان را احداث کنیم. ابتدا با توجه به نقشهٔ فوق، مسئلهٔ مورد نظر را با یک گراف مناسب

مدل‌سازی کنید و سپس تعداد و محل احداث بیمارستان‌ها را مشخص کنید.

مدل‌سازی: برای هر روستا یک رأس می‌گیریم و دو روستا را وقتی به هم وصل می‌کنیم که کوتاه‌ترین مسیر
جاده‌ای بین آن‌ها حداکثر ۱۰ کیلومتر باشد. روستاهایی که بیمارستان دارند باید یک مجموعهٔ احاطه‌گر این

گراف باشند و چون کمترین تعداد را می‌خواهیم، باید یک مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمم بیابیم.

.n: h:۵ ، i:۷ ، g:۳ ، o:۳ ، m:۳ ، l:۶ ، k:۱۰ ؛ فاصله‌ها از c: b:۴ ، d:۵ ، e:۷ ، h:۷ ، f:۸ ، a:۹ ، j:۹ ، i:۹فاصله‌ها از 

هیچ روستایی به تنهایی همهٔ روستاها را پوشش نمی‌دهد )کمترین »دورترین فاصله« برابر ۱۶ کیلومتر است(.
 هر ۱۵ روستا حداکثر ۱۰ کیلومتر از نزدیک‌ترین بیمارستان فاصله دارد؛n و cدو بیمارستان در روستاهای با 

(.{c, m} یا {c, l}پس حداقل ۲ بیمارستان لازم و کافی است. )انتخاب‌های دیگر: 

تمرینصفحه ۴۳۵۲

۳( عدد احاطه‌گری را برای هر یک از گراف‌های )الف( تا )ث( مشخص نمایید.

.۲ = � احاطه‌گر است؛ پس {a, g} و ۲ = ��۸/۴ ≤ �الف( گراف مکعب )۸ رأس، ۳-منتظم(: 

۳۰
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 ,j � c, d ؛ e � a, g, b, h :{e, j} هر دو(. با g و a می‌کنند )یا e ما را مجبور به انتخاب g و aب( رأس‌های آویزان 
f, i و تنها ۵ رأس را یک رأس می‌پوشاند، با یک رأس ممکن نیست؛۴ = � ؛ همهٔ ۱۰ رأس احاطه می‌شوند. چون 

.۲ = �پس 

یا) j( و c ،dیا ) h(، a ،bیا ) e بخش‌های همسایگی رأس‌های {i,j,k,l} و {c,d,g,h}، {a,b,e,f}پ( مجموعه‌های 
k ،l مجموعه۳ٔ ≤ �( هستند. این سه مجموعه از هم جدا هستند و از هر کدام یک رأس لازم است؛ پس .

{f, g, i} ۳ = � احاطه‌گر است؛ پس.

،{a,f,g}بالای هر مثلث( فقط با دو رأس همان مثلث مجاورند؛ پنج مجموعهٔ ) a ، b ، c ، d ، eت( رأس‌های 
{b,h,i} ،{c,j,k} ،{d,l,m} ،{e,n,o} :مجموعهٔ ۵ ≤ � جدا هستند و از هر کدام یک رأس لازم است .{g, h, j, l, n}

.۵ = �(. پس n � e,o,s ؛ l � d,m,q,r,s ؛ j � c,k,r ؛ h � b,i,p ؛ g � a,f,qاحاطه‌گر است )

ث( در پنج‌ضلعی بالایی، چهار رأس غیر از رأس پایینی به رأس‌های بیرونی راه ندارند و برای احاطهٔ آنها دو رأس
۲ ≤ � + لازم است؛ در هر یک از سه پنج‌ضلعی پایینی هم چهار رأس غیر از رأس بالایی دو رأس لازم دارند. پس 

.۸ = � و مجموعهٔ ۸ عضوی توپر شکل زیر احاطه‌گر است؛ پس ۳ × ۲ = ۸

تمرینصفحه ۴۴۵۳

 می‌توان پی برد؟G ، در این صورت به چه ویژگی‌هایی از گراف ۱ = (G)� داشته باشیم ۴G( اگر برای گراف 
(�(G) و حداقل و حداکثر تعداد یال‌هایی را که گراف G).می‌تواند داشته باشد مشخص کنید 

�(G) = ۱ یعنی رأسی مانند vوجود دارد که همهٔ رأس‌های دیگر را احاطه می‌کند، یعنی به همهٔ رأس‌های دیگر 
 )بزرگ‌ترین مقدار ممکن(.n − ۱ = (G)� . پس deg v = n − ۱وصل است: 

 )گراف کامل(.گراف ستاره(. حداکثر تعداد یال‌ها: n − ۱ )حداقل تعداد یال‌ها: 

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir
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تمرینصفحه ۴۵۵۳

 )۵�(Cn) و �(Pn) را به ازای هر n � �.مشخص کنید 

. با انتخاب��n/۳ ≤ � هر رأس حداکثر ۳ رأس را )خودش و حداکثر ۲ همسایه( می‌پوشاند؛ پس P_n و C_nدر 
هر سومین رأس( و در صورت لزوم یک رأس آخر، همهٔ رأس‌ها پوشش داده می‌شوند) ... ,v2, v5, v8رأس‌های 

 است. بنابراین:��n/۳و تعداد رأس‌های انتخابی 

.۳ = (C9)� و ۴ = (P10)� ؛ مثلاً 

تمرینصفحه ۴۶۵۳

.�n/(k+1)� ≤ �(G) رأسی باشد نشان دهید n - منتظم k یک گراف ۶G( اگر 

 نتیجه می‌شود . از رابطهٔ کلی k = (G)� است؛ پس k-منتظم درجهٔ همهٔ رأس‌ها kدر گراف 
 رأس را احاطه می‌کند.(k+۱ همسایه‌اش، یعنی حداکثر k. )دلیل: هر رأس خودش و 

تمرینصفحه ۴۷۵۳

۷( یک گراف ۲-منتظم ۱۲ رأسی رسم کنید که عدد احاطه‌گری آن کمترین مقدار ممکن باشد.

( این کران را می‌رسانند: یکK3. چهار مثلث جدا از هم )هر کدام ۴ = ��۱۲/۳ ≤ � و ۲ = �برای گراف ۲-منتظم 
 دارد.( کمترین مقدار ممکن۴ = � هم C12دور ۴ = �. )رأس از هر مثلث همهٔ آن مثلث را احاطه می‌کند؛ پس 

۴ است.

تمرینصفحه ۴۸۵۳

 - مجموعهٔ آن با اندازهٔ یک باشد رسم کنید.�۸( الف( یک گراف ۶ رأسی که 
 - مجموعهٔ آن با اندازهٔ دو باشد رسم کنید.�ب( یک گراف ۶ رأسی که 

 رأسی که عدد احاطه‌گری آنn. روشی برای رسم یک گراف k ≤ n/2 دو عدد طبیعی باشند و k و nپ( فرض کنید 
k.باشد، ارائه دهید 

 است.{v1}-مجموعه �؛ v1 با مرکز K(1,5)الف( گراف ستاره 

۳۲
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-مجموعه است.� یک {v1, v4} و برای نمونه ۲ = �ب( دو مثلث جدا؛ 

 گروه با دست‌کم ۲ رأس تقسیم کرد. هر گروه را به یک ستاره )یکk رأس را به n ، می‌توان k ≤ n/2پ( چون 
رأس مرکزی وصل به بقیهٔ گروه( تبدیل می‌کنیم و گروه‌ها را از هم جدا نگه می‌داریم. در هر ستاره دست‌کم

.k = ۳ و n = ۹ . شکل: k = �یک رأس باید انتخاب شود و مرکز همهٔ آن ستاره را می‌پوشاند؛ پس 

تمرینصفحه ۴۹۵۳

۹( الف( یک گراف ۶ رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که یک مجموعهٔ احاطه‌گر یکتا با اندازهٔ ۲ داشته باشد.
ب( یک گراف ۶ رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که بیش از یک مجموعهٔ احاطه‌گر با اندازهٔ ۲ داشته باشد.

 بهc باید در هر مجموعهٔ احاطه‌گر باشد و ستاره را فقط z و ۴ برگ: c و یک ستاره با مرکز zالف( یک رأس تنها 
 است.{z, c} و تنها مجموعهٔ احاطه‌گر دوعضوی ۲ = �تنهایی می‌پوشاند؛ 

 و ۲ × ۴ = ۸ مجموعه۲ٔ = �جدا از آن(: از هر بخش یک رأس کافی است؛ ) K4 و گراف کامل abب( یک یال 
احاطه‌گر دوعضوی داریم.

۳۳
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تمرینصفحه ۵۰۵۴

 دلخواه توضیح دهید که۱۰n � � (n ≥ ۴)( برای هر 
 رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که یک مجموعه احاطه‌گر یکتا با اندازهٔ n۲الف( چگونه می‌توانید یک گراف 

داشته باشد.
 رأسی با عدد احاطه‌گری ۲ رسم کنید که بیش از یک مجموعه احاطه‌گر با اندازهnٔب( چگونه می‌توانید یک گراف 

۲ داشته باشد.

 باید در مجموعهz رسم می‌کنیم. )n − ۲ ≥ ۲( برگ n−۲ و c و جدا از آن یک ستاره با مرکز zالف( یک رأس تنها 
 به تنهایی می‌پوشاند )چون دست‌کم دو برگ دارد، هیچ برگی همهٔ ستاره را نمی‌پوشاند(.cباشد؛ ستاره را فقط 

-مجموعه است.� تنها {z, c} و ۲ = �پس 

)n − ۲( و ۲۲ = �. از هر بخش یک رأس کافی است؛ K(n−۲) (n − ۲ ≥ ۲) و جدا از آن گراف کامل abب( یک یال 
< ۱ مجموعهٔ احاطه‌گر دوعضوی داریم.

تمرینصفحه ۵۱۵۴

 را رسم کنید.۱۱P12( گراف 
 - مجموعه از آن را مشخص نمایید.�الف( یک 

ب( یک مجموعهٔ احاطه‌گر مینیمال ۶ عضوی از آن را مشخص نمایید.

-مجموعه است )رأس‌های توپر(:� یک {v2, v5, v8, v11} و �۱۲/۳� = ۴ = (P12)�الف( 

 احاطه‌گر است و مینیمال است: با حذف هر رأس، همان رأس یا یکی از{v1, v3, v5, v7, v9, v11}ب( مجموعهٔ 
.(v2 نه در مجموعه است و نه همسایه‌اش v1 ، رأس v1همسایه‌هایش دیگر احاطه نمی‌شود )مثلاً با حذف 

چون ۶ < ۴ ، مینیمم نیست.

۳۴
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