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کار در کلاسصفحه ۱۲

۱( می‌دانیم از هر دو نقطهٔ متمایز، تنها یک خط عبور می‌کند؛ بنابراین: الف( با داشتن مختصات .... نقطه از یک
خط باید بتوان معادلهٔ آن را به دست آورد. ب( با داشتن معادلهٔ یک خط می‌توان با مشخص کردن .... نقطه از

خط، نمودار آن را در دستگاه مختصات رسم کرد.
 ب(۲L�: y = 2x + 1( نمودار خطوط با معادلات زیر را در دستگاه مختصات مشخص شده، رسم کنید: الف( 

L�: y = 2x − 3 )پ L�: y = 1 )ت L�: x = −2 )ث L�: x + 2y = 2

دو نقطه از یک خط می‌توان معادلهٔ آن را به دست آورد. ب( با مشخص کردن دو الف( با داشتن مختصات ۱(
نقطه از خط )مثلاً با یافتن نقطهٔ برخورد با محورها یا جدول مقدار( می‌توان نمودار آن را رسم کرد.

 برای هر خط دو نقطه از آن به دست می‌آوریم و آنها را به هم وصل می‌کنیم:۲(

توضیحدو نقطهٔ نمونهخط

L�: y = 2x + 1(0 , 1) شیب ۲(1− , 1−) و

L�: y = 2x − 3(0 , −3) موازی (1− , 1) وL�

L�: y = 1(0 , 1) موازی محور (1 , 3) و( افقیx)ها

L�: x = −2(−2 , 0) موازی محور (3 , 2−) و( عمودیy)ها

L�: x + 2y = 2(0 , 1) 1/2−شیب (0 , 2) و

۶
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کار در کلاسصفحه ۲۲

۳( معادلهٔ هریک از خطوط نمایش داده شده روی شکل را بنویسید. )چهار خط سبز، صورتی، آبی و نارنجی(
۴( الف( توجه داریم که شیب یک خط برابر است با نسبت جابه‌جایی عمودی به جابه‌جایی ....؛ به عبارت دیگر

. ب( شرط موازیm_AB = (..... ) / (x_B − x_A) برابر است با B و Aشیب خط گذرا از دو نقطهٔ غیرهم‌طول 
بودن دو خط آن است که دارای ..... برابر باشند.

.y = −x است: 1−. خط صورتی از مبدأ می‌گذرد و شیب آن y = x خط سبز از مبدأ می‌گذرد و شیب آن ۱ است: ۳(
.x = 4 می‌گذرد: (0 , 4). خط نارنجی عمودی و از نقطهٔ y = −2 می‌گذرد: (2− , 0)خط آبی افقی و از نقطهٔ 

 − m_AB = (y_B − y_A) / (x_B؛ پس افقی الف( شیب برابر است با نسبت جابه‌جایی عمودی به جابه‌جایی ۴(
x_A) های آنها برابر باشد.شیب. ب( دو خط )غیرعمودی( موازی‌اند اگر و فقط اگر

۷
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کار در کلاسصفحه ۳۳

 قطع کند، آن‌گاهhها را در نقطه‌ای با عرض y محور ۵L( الف( از پایهٔ نهم به خاطر داریم که هرگاه خط 
h خط ............... ،Lنامیده می‌شود. ب( در سؤال ۲، شیب و عرض از مبدأ هریک از پنج خط ذکر شده را 

بنویسید. در این سؤال کدام دو خط با هم موازی‌اند؟
، گذراL دارد. ب( می‌خواهیم معادلهٔ خط  ....... = y معادله‌ای با صورت h و عرض از مبدأ ۶m( الف( خط با شیب 

 راP(2 , −1) را بنویسیم. )حل شده در کتاب( پ( معادلهٔ خط گذرنده از نقطهٔ B(3 , 1) و A(0 , 7)از دو نقطهٔ 
 موازی باشد.y = 3x − 4بنویسید؛ به‌طوری که با خط 

 می‌نامند.L خط عرض از مبدأ را h الف( ۵(

ب( شیب و عرض از مبدأ خطوط سؤال ۲

hعرض از مبدأ mشیب خط

L�: y = 2x + 121

L�: y = 2x − 32−3

L�: y = 101

L�: x = −2)محور تعریف نشده )خط عمودی( نداردy)ها را قطع نمی‌کند

L�: x + 2y = 2 � y = −x/2 + 1−1/21

 با هم موازی‌اند.�L و �L دارند و عرض از مبدأهایشان متفاوت است؛ پس 2 هر دو شیب �L و �Lخطوط 

y = mx + h الف( ۶(

 h � h + (2)3 = 1− روی خط است: P(2 , −1). نقطهٔ y = 3x + h دارد، پس 3 شیب y = 3x − 4پ( خط موازی با 
= −7.

y = 3x − 7

۸
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فعالیتصفحه ۴۳

 گذرا از نقاطL را عمود بر هم رسم کرده‌ایم. به شیب‌های این دو خط توجه می‌کنیم: شیب خط � و ۱L( دو خط 
A(0 , 4) و P(2 , 3): m = (y_P − y_A)/(x_P − x_A) = (3 − 4)/(2 − 0) = −1/2 گذرا از نقاط�. شیب خط 
B(1 , 1) و P(2 , 3): m′ = .......

. می‌بینیم که شیب‌ها، قرینهٔ...... = (.....)۲mm′ = (−1/2)( حاصل‌ضرب شیب‌های دو خط را به دست می‌آوریم: 
معکوس یکدیگرند.

 ..... است؛ پس شیب خط� را در نظر بگیریم، این خط حتماً با خط L عمود بر ۳T( اگر خط دلخواه دیگری مثل 
T برابر عدد ...... خواهد بود. بنابراین می‌توان گفت شیب هر خطِ عمود بر L برابر قرینهٔ ..... شیب خط Lخواهد 

بود.

)۱m′ = (y_P − y_B)/(x_P − x_B) = (3 − 1)/(2 − 1) = 2

)۲mm′ = (−1/2)(2) = −1

۲ برابر عدد T است؛ پس شیب خط موازی� عمودند، پس این خط حتماً با خط L بر � و T هر دو خط ۳(
 است.L شیب خط معکوس برابر قرینهٔ Lخواهد بود. بنابراین شیب هر خطِ عمود بر 

۹
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کار در کلاسصفحه ۵۴

۱( در هر قسمت شیب دو خط داده شده را به دست آورید و مشخص کنید که دو خط نسبت به هم چه وضعی
 L: y = (1/2)x + 7 ، T: x ب( L: y = 5x − 2 ، T: y = (−1/5)x + 3دارند. )موازی، عمود یا متقاطعِ غیر عمود؟( الف( 

− 2y = 1 )پ L: 2x − 3y + 3 = 0 ، T: 3x + 2y = 0 )ت L: x = 1 ، T: y = −3 )ث L: y = 3x + 1 ، T: x = 3y − 1
 راm را در نظر بگیرید. الف( y = mx + 5 با عرض از مبدأ ۵ به معادلهٔ T و خط 2y − 3x = 1 به معادلهٔ ۲L( خط 

، دو خط بر یکدیگر عمودند؟m موازی باشد. ب( به ازای چه مقداری از L با خط Tطوری بیابید که خط 

)۱

m_L = 5 و m_T = −1/5 ؛m_L · m_T = −1 � عمود

m_L = 1/2 ؛T: x − 2y = 1 � y = x/2 − 1/2 پس m_T = 1/2شیب‌ها برابر و عرض از مبدأها .
موازیمتفاوت‌اند � 

L: y = (2/3)x + 1 پس m_L = 2/3 ؛T: y = −(3/2)x پس m_T = −3/2 عمود � 1− =؛ حاصل‌ضرب

L: x = 1 موازی محور( خطی عمودی y و )هاT: y = −3 موازی محور( خطی افقی x � است )عمودها

m_L = 3 و T: y = x/3 + 1/3 پس m_T = 1/3 3 است )1−؛ شیب‌ها نه برابرند و نه حاصل‌ضربشان × 
متقاطع غیر عمود � (1 = 1/3

)۲2y − 3x = 1 � y = (3/2)x + 1/2 پس m_L = 3/2.

.m = 3/2الف( موازی: شیب‌ها برابر باشد؛ 

.m × 3/2 = −1 � m = −2/3ب( عمود: 

۱۰
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کار در کلاسصفحه ۶۴

 دو رأس مجاور آنB(10 , 4) و A(5 , 1) در ناحیهٔ اول صفحهٔ مختصات واقع است، به طوری که ۳ABCD( مربع 
 را حساب کنید و معادلهٔ این ضلع را بنویسید. پ(AD را بنویسید. ب( شیب ضلع ABهستند. الف( شیب ضلع 

 را بیابید. ت( مربع را به‌طور کامل رسم کنید.D رأس سوم مربع است، مختصات رأس C(7 , 9)اگر بدانیم نقطهٔ 

m_AB = (4 − 1)/(10 − 5) = 3/5 الف( ۳(

y − 1 = −(5/3)(x − 5) � 3y − 3 = −5x + 25. معادله: m_AD = −5/3 عمود است، پس AB بر ADب( ضلع 
� 5x + 3y = 28

 − D = A + C − B = (5 + 7 و C − B = D − A برابر و موازی است؛ پس AD با BCپ( در مربع )متوازی‌الاضلاع(، 
 = AD = √(9 + 25) = √34( و 28 = 18 + 10 است )5x + 3y = 28 روی خط D. بررسی: (6 , 2) = (4 − 9 + 1 , 10

AB.

 رسم شده است:D(2 , 6) و A(5 , 1) ،B(10 , 4) ،C(7 , 9)ت( مربع با رأس‌های 

۱۱
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فعالیتصفحه ۷۴

 است، برابر AB۵ که برابر طول پاره‌خط B(7 , 0) و A(2 , 0)شکل مقابل را در نظر بگیرید. الف( فاصلهٔ دو نقطهٔ 
 را برحسبD(0 , 3) و C(0 , −6) وجود دارد؟ ب( فاصلهٔ دو نقطهٔ x_B و x_Aاست. چه رابطه‌ای بین این عدد با 

 را برحسب طول آنها و فاصلهٔB(x_B , 0) و A(x_A , 0)عرض آنها بیان کنید. پ( در شکل مقابل، فاصلهٔ نقاط 
= AB = ، CD را برحسب عرض آنها به‌دست آورید. D(0 , y_D) و C(0 , y_C)دو نقطهٔ 

فعالیت )صفحهٔ ۵(
 را با خط‌کش به‌دست آورید.B(4 , 6) و ۱A(1 , 2)( در شکل مقابل فاصلهٔ دو نقطهٔ 

 را به‌دست آورید. برای این کار از چه رابطه‌ای استفاده می‌کنید؟۲AB( بدون استفاده از خط‌کش، طول پاره‌خط 
 را مشخص کنید و رویBH و AH را بنویسید. ب( طول پاره‌خط‌های ۳H( در شکل مقابل: الف( مختصات نقطهٔ 

 را به کمک قضیهٔ فیثاغورس به‌دست آورید.ABشکل بنویسید. پ( طول 

.|x_B − x_A|؛ یعنی فاصله برابر است با قدر مطلق تفاضل طول‌ها: AB = 5 = 7 − 2 = x_B − x_Aالف( 

|CD = 3 − (−6) = 9 = y_D − y_C = |y_C − y_Dب( 

|AB = |x_A − x_B| ، CD = |y_C − y_Dپ( 

فعالیت )صفحهٔ ۵(

 واحد به دست می‌آید.5 برابر AB با خط‌کش )با مقیاس هر خانه برابر یک واحد( طول ۱(

 از رابطهٔ فیثاغورس )فاصلهٔ دو نقطه( استفاده می‌کنیم:۲(

AB = √((4 − 1)² + (6 − 2)²) = √(9 + 16) = √25 = 5

.H(x_B , y_A) است: B و هم‌طول با A هم‌عرض با H الف( ۳(

|BH = |y_B − y_A و |AH = |x_B − x_Aب( 

 وAB² = AH² + BH² قائمه است، پس H در AHBپ( مثلث 

AB = √((x_B − x_A)² + (y_B − y_A)²)

۱۲
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کار در کلاسصفحه ۸۶

 را در نظر بگیرید و آنها را روی دستگاه مختصات مشخص کنید. الف(C(−2 , 3) و ۱A(2 , 0) ،B(5 , 4)( نقاط 
 AB = √((x_A − x_B)² + (y_A − y_B)²) = √((2 را با محاسبهٔ طول اضلاع آن به دست آورید. ABCمحیط مثلث 

− 5)² + (0 − 4)²) = √(9 + 16) = 5 ، AC = .... ، BC = .... :محیط ، P = .... )ب ABCچه نوع مثلثی است؟ پ( به 
 یک مثلث قائم‌الزاویه است. سپس مساحت آن را حساب کنید.ABCدو روش نشان دهید 

۲( در یکی از جاده‌های کشور تصادفی رخ داده است که مختصات نقطهٔ تصادف روی نقشهٔ مرکز امداد به صورت
P(50 , 30) است. پایگاه‌های امداد هوایی که به محل تصادف نزدیک‌اند، در نقاط A(10 , −20) و B(80 , 90)

واقع‌اند. شما کدام پایگاه را برای اعزام بالگردِ امداد به محل حادثه پیشنهاد می‌کنید؟ )اعداد برحسب کیلومتر
هستند(.

 تا مبدأE(x_E , y_E) تا مبدأ مختصات را محاسبه کنید. ب( فاصلهٔ نقطهٔ ۳N(−6 , 8)( الف( فاصلهٔ نقطهٔ 
مختصات را به دست آورید.

AC = √((2 + 2)² + (0 − 3)²) = √(16 + 9) = 5 ، BC = √((5 + 2)² + (4 − 3)²) = √(49 + 1) = √50 = 5√2 الف( ۱(

P = 5 + 5 + 5√2 = 10 + 5√2 ≈ 17.07

 است.متساوی‌الساقین؛ پس مثلث AB = AC = 5ب( 

 قائمه است.A؛ پس زاویهٔ AB² + AC² = 25 + 25 = 50 = BC²روش اول )عکس قضیهٔ فیثاغورس(:پ( 

؛m_AC = (3 − 0)/(−2 − 2) = −3/4 و m_AB = (4 − 0)/(5 − 2) = 4/3روش دوم )شیب‌ها(:

m_AB · m_AC = −1 � AB � AC.

S = (1/2)·AB·AC = (1/2)(5)(5) = 12.5مساحت: 

 فاصلهٔ محل تصادف تا هر پایگاه را حساب می‌کنیم:۲(

PA = √((50 − 10)² + (30 + 20)²) = √(1600 + 2500) = √4100 ≈ 64.0کیلومتر 

PB = √((80 − 50)² + (90 − 30)²) = √(900 + 3600) = √4500 ≈ 67.1کیلومتر 

 را پیشنهاد می‌کنیم.A نزدیک‌تر است؛ پس پایگاه Aپایگاه 

ON = √((−6)² + 8²) = √(36 + 64) = 10 الف( ۳(

OE = √(x_E² + y_E²)ب( 

۱۳

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۹۶

 را به همراه مختصات آن روی شکلM بنامید. M را ABاین شکل را در نظر بگیرید. الف( نقطهٔ وسط پاره‌خط 
 را به همراه مختصات آن روی شکل مشخص کنید.N بنامید و N را CDمشخص کنید. ب( نقطهٔ وسط پاره‌خط 

(A(1 , 0) ،B(9 , 0) ،C(0 , −7) ،D(0 , 3))در شکل: 
 را به دستM باشد، طول نقطهٔ AB وسط Mها هستند. اگر x دو نقطهٔ دلخواه روی B و Aپ( مطابق شکل، 

..../M � AM = MB � x_M − x_A = ...... � 2x_M = ...... � x_M = (x_A + ....) وسط ABآورید. 
CD را بیابید. N باشد، عرض نقطهٔ CD وسط Nها هستند. اگر y دو نقطهٔ دلخواه روی D و Cت( در شکل مقابل، 

N � ................ � y_N = (....)/2وسط 
، آنگاه با توجه به شکل مقابلAB نقطهٔ وسط M دو نقطهٔ دلخواه در صفحهٔ مختصات باشند و B و Aث( اگر 

( ... , ... )Mمی‌توان نشان داد: 

M = ((1 + 9)/2 , 0) = (5 , 0)الف( 

N = (0 , (−7 + 3)/2) = (0 , −2)ب( 

x_M − x_A = x_B − x_M � 2x_M = x_A + x_B � x_M = (x_A + x_B)/2پ( 

y_N − y_C = y_D − y_N � 2y_N = y_C + y_D � y_N = (y_C + y_D)/2ت( 

ث( طول و عرض نقطهٔ وسط، میانگین طول‌ها و عرض‌های دو سر پاره‌خط‌اند )با تصویر‌کردن روی محورها(:

M( (x_A + x_B)/2 , (y_A + y_B)/2 )

۱۴
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کار در کلاسصفحه ۱۰۷

 را در نظر بگیرید و آن را در دستگاه مقابل مشخص کنید.C(7 , 11) و ۱A(1 , 9) ،B(3 , 1)( مثلث با رأس‌های 
 را محاسبه کنید. پ( معادلهٔ میانهAMٔ را مشخص کنید. ب( طول میانهٔ BC، نقطهٔ وسط ضلع Mالف( مختصات 

AM.را به دست آورید 
 را بیابید. ب(A است. مختصات نقطهٔ B(7 , −2) و A وسط پاره‌خط واصل بین دو نقطهٔ ۲N(5 , −4)( الف( نقطهٔ 

 نسبت به مبدأ(� , �)P را به دست آورید. پ( قرینهٔ نقطهٔ M(−1 , 4) نسبت به نقطهٔ C(1 , 2)قرینهٔ نقطهٔ 
مختصات را به‌دست آورید.

M = ((3 + 7)/2 , (1 + 11)/2) = (5 , 6) الف( ۱(

AM = √((5 − 1)² + (6 − 9)²) = √(16 + 9) = 5ب( 

m_AM = (6 − 9)/(5 − 1) = −3/4 � y − 9 = −(3/4)(x − 1) � 4y − 36 = −3x + 3پ( 

3x + 4y = 39

:y_A = −6 و x_A = 3؛ یعنی 2/(y_A − 2) = 4− و 2/(x_A + 7) = 5 است، پس AB وسط N الف( ۲(

A(3 , −6)

 + 2) = 4 و 2 � x = −3/(x + 1) = 1− باشد: ′CC وسط M است که ′C نقطه‌ای مانند M نسبت به Cب( قرینهٔ 
y)/2 � y = 6:

C′(−3 , 6)

 است.(�− , �−)′P؛ پس قرینه 2/(y + �) = 0 و 2/(x + �) = 0 است: ′PP وسط O(0 , 0)پ( مبدأ 

۱۵
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کار در کلاسصفحه ۱۱۸

۳( سود سالانهٔ یک کارگاه کوچک تولیدی از سال ۱۳۸۵ تا ۱۳۹۵ طبق نمودار مقابل سیر صعودی داشته است.
)در سال ۱۳۸۵ برابر ۵۷ و در سال ۱۳۹۵ برابر ۱۰۳ میلیون تومان( به کمک رابطهٔ نقطهٔ وسط پاره‌خط، به

سؤالات زیر پاسخ دهید: الف( میانگین سود سالانهٔ این شرکت در دههٔ مورد نظر چقدر بوده است؟ ب( در
کدام سال، مقدار سود سالانه، با این میانگین سود ده ساله برابر بوده است؟ پ( اگر سود سالانه در طول یک

دههٔ آینده با همین روند افزایش یابد، انتظار می‌رود در سال ۱۴۰۵ سود سالانهٔ شرکت چقدر باشد؟

؛ مختصات نقطهٔ وسط آن را حساب می‌کنیم:(103 , 1395) تا (57 , 1385)نمودار پاره‌خطی است از نقطهٔ 

M = ((1385 + 1395)/2 , (57 + 103)/2) = (1390 , 80)

.۸۰ میلیون تومانالف( میانگین سود سالانه در این ده سال: 

 برابر با میانگین )۸۰ میلیون تومان( بوده است.۱۳۹۰ب( سودِ سالانه در سال 

.2 = 103 � y = 149/(y + 57) بنامیم: yپ( سال ۱۳۹۵ وسط ۱۳۸۵ و ۱۴۰۵ است؛ اگر سود سال ۱۴۰۵ را 
 باشد.۱۴۹ میلیون تومانبنابراین انتظار می‌رود سود سال ۱۴۰۵ حدود 

کار در کلاسصفحه ۱۲۹

T: x = 5 ب( L: 2x + y = 5 را از هر یک از خطوط با معادله‌های زیر به‌دست آورید: الف( ۱P(7 , −4)( فاصلهٔ نقطهٔ 
y = 0 :�پ( 

 مماس است. شعاع دایره را بیابید. )راهنمایی: خط مماسW(2 , −1) بر دایره‌ای به مرکز ۲L: 3x − 4y = 0( خط 
بر دایره بر شعاع گذرنده از نقطهٔ تماس عمود است(.

2x + y − 5 = 0:d = |2(7) + (−4) − 5| / √(4 + 1) = 5/√5 = √5 ≈ 2.24 الف( ۱(

.d = |7 − 5| = 2 عمودی است، پس x = 5ب( خط 

.d = |−4| = 4ها است، پس x همان محور y = 0پ( خط 

 شعاع دایره برابر فاصلهٔ مرکز تا خط مماس است:۲(

r = |3(2) − 4(−1)| / √(9 + 16) = 10/5 = 2

۱۶
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تمرینصفحه ۱۳۹

۱L: 2x − y = 1 ، T: y = 2x − 3 ، �: x + 2y = 0( وضعیت هر جفت از خطوط زیر را نسبت به هم مشخص کنید: 
 به‌دستAB را در نظر بگیرید. فاصلهٔ مبدأ مختصات را از وسط پاره‌خط B(−13 , 10) و ۲A(3 , 14)( دو نقطهٔ 

آورید.
 یک مثلث متساوی‌الساقین قائم‌الزاویه است.C(4 , 1) و ۳A(1 , 2) ،B(2 , 5)( نشان دهید مثلث با رأس‌های 

 هستند. الف( اندازهٔ شعاع و مختصات مرکزB(6 , 4) و ۴A(2 , −2)( دو انتهای یکی از قطرهای دایره‌ای نقاط 
 بر روی محیط این دایره قرار دارد؟ چرا؟C(7 , 3)دایره را بیابید. ب( آیا نقطهٔ 

 هستند. مختصات رأس چهارم آن راABCD سه رأس از مستطیل C(1 , −2) و ۵A(2 , 3) ،B(−1 , 0)( نقاط 
بیابید. )با دانستن این مطلب که در هر مستطیل، قطرها منصف یکدیگرند، آیا می‌توانید راه‌حل کوتاه‌تری برای

مسئله ارائه کنید؟(
۶( یک میلهٔ پرچم بزرگ، مطابق شکل توسط کابل‌هایی به چهار نقطه در زمین محکم شده‌است؛ به طوری که

 راDفاصلهٔ هر یک از چهار نقطه تا پای میله برابر است با فاصلهٔ نقطهٔ مقابل آن تا پای میله. مختصات نقطهٔ 
 پای میله(M و A(−3 , −2) ،B(5 , 2) ،C(0 , 1)به‌دست آورید. )در شکل: 

 یکی از رئوس این مربع باشد، مساحت آنA(3 , 0) واقع است. اگر ۷L: y = 2x − 1( یکی از اضلاع مربعی بر خط 
را به دست آورید.

 با یکدیگر موازی‌اند. ب(10x + 24y + 10 = 0− و ۸5x − 12y + 8 = 0( الف( نشان دهید دو خط با معادلات 
فاصلهٔ این دو خط را محاسبه کنید. )راهنمایی: یک نقطهٔ دلخواه روی یکی از خطوط در نظر بگیرید و فاصلهٔ آن

را از خط دیگر به‌دست آورید(.

.y = −x/2 � m_� = −1/2 :�؛ T: m_T = 2؛ L: y = 2x − 1 � m_L = 2 شیب‌ها: ۱(

L و T:( 3− و 1− شیب‌ها برابر و عرض از مبدأها متفاوت) � موازی

L عمود بر هم � 1− = (1/2−) × 2:� و

T عمود بر هم � 1− = (1/2−) × 2:� و

AB:M = ((3 − 13)/2 , (14 + 10)/2) = (−5 , 12) وسط ۲(

OM = √(25 + 144) = 13

)۳AB = √((2 − 1)² + (5 − 2)²) = √10 ، AC = √((4 − 1)² + (1 − 2)²) = √10 ، BC = √((4 − 2)² + (1 − 5)²) = √20

AB = AC متساوی‌الساقین؛ و � AB² + AC² = 10 + 10 = 20 = BC² قائمه در( قائم‌الزاویه � Aپس مثلث .)
متساوی‌الساقین قائم‌الزاویه است.

 = r = AB/2 = (1/2)√(16 + 36). شعاع: O = ((2 + 6)/2 , (−2 + 4)/2) = (4 , 1) الف( مرکز، وسط قطر است: ۴(
√52/2 = √13.

رویC از مرکز برابر شعاع است و نقطهٔ C؛ پس فاصلهٔ OC = √((7 − 4)² + (3 − 1)²) = √(9 + 4) = √13 = rب( 
.محیط دایره قرار دارد

۱۷
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)۵AB و BC :را بررسی می‌کنیم m_AB = (0 − 3)/(−1 − 2) = 1 و m_BC = (−2 − 0)/(1 + 1) = −1حاصل‌ضرب( 
 است.B رأس مقابل D رأس زاویهٔ قائمه است(. B، پس 1−

AC = (3/2 , 1/2) است: وسط BD همان وسط AC منصف یکدیگرند؛ پس وسط BD و AC قطرهای راه کوتاه:
� (−1 + x)/2 = 3/2 و (0 + y)/2 = 1/2 � x = 4 و y = 1.

D(4 , 1)

 + M = ((−3 است. CD و وسط AB وسط M است؛ یعنی MD برابر M تا C و فاصلهٔ MB برابر M تا A فاصلهٔ ۶(
 است:CD وسط M. حال (0 , 1) = (2/(2 + 2−) , 2/(5

(0 + x_D)/2 = 1 � x_D = 2   ,   (1 + y_D)/2 = 0 � y_D = −1   D(2 , −1)

 عمود است و طولL می‌گذرد بر A(؛ پس ضلعِ مربع که از 1 − (3)2 ≠ 0 نیست )L روی خط A(3 , 0) نقطهٔ ۷(
 است:L از Aضلع برابر فاصلهٔ 

2x − y − 1 = 0 � a = |2(3) − 0 − 1| / √(4 + 1) = 5/√5 = √5

S = a² = 5مساحت: 

10x + 24y + 10 = 0 � 24y = 10x − 10 � y = (5/12)x − 5/12− و 5x − 12y + 8 = 0 � m = 5/12 الف( ۸(
� m′ = 5/12( 2/3 و 5/12−. شیب‌ها برابرند و عرض از مبدأها)( متفاوت است؛ پس دو خط موازی )و متمایز

هستند.

(. فاصلهٔ آن از خط دوم:0 = 8 + 2/3 × 12− روی خط اول است )(2/3 , 0)ب( نقطهٔ 

d = |−10(0) + 24(2/3) + 10| / √(100 + 576) = |16 + 10| / 26 = 26/26 = 1

۱۸
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پرسشصفحه ۱۴۱۰

۹( طول جغرافیایی تبریز تقریباً ۴۶ درجهٔ شرقی و عرض جغرافیایی آن حدود ۳۸ درجهٔ شمالی است. برای
 نشان دهیم. این اطلاعات دربارهٔ(46 , 38)راحتی، می‌توانیم موقعیت این شهر را به‌طور خلاصه، به صورت 

 است. با فرض اینکه مسافت فیزیکی هر درجه طول جغرافیایی همانند مسافت(61 , 25)چابهار به صورت 
فیزیکی هر درجه عرض جغرافیایی برابر ۱۱۰ کیلومتر باشد، مطلوب است محاسبهٔ فاصلهٔ تقریبی این دو شهر.

آیا تاکنون به رابطهٔ طول و عرض جغرافیایی با دستگاه مختصات فکر کرده‌اید؟ در دستگاه مختصات مقابل،
کدام محور نظیر طول جغرافیایی است؟

 درجه. با قضیه15ٔ = 46 − 61 درجه؛ اختلاف طول جغرافیایی: 13 = 25 − 38 اختلاف عرض جغرافیایی: ۹(
فیثاغورس:

d = √(15² + 13²) × 110 = √394 × 110 ≈ 19.85 × 110 ≈ 2184کیلومتر 

 است.۲۱۸۴ کیلومتریعنی فاصلهٔ تقریبی تبریز و چابهار حدود 

ها( نظیر عرض جغرافیاییyها( نظیر طول جغرافیایی )شرقی–غربی( و محور عمودی )x محور افقی )پرسش:
)شمالی–جنوبی( است.

این جواب ممکن است دقیق نباشد؛ پاسخ پرسش آخر از روی تصویر نقشه و تعریف طول و عرض جغرافیایی
نوشته شده است.

کار در کلاسصفحه ۱۵۱۱

x⁴ + 3x² + 2 = 0 ب( 2x⁴ − 7x² − 4 = 0معادله‌های مقابل را حل کنید. الف( 

.u = −1/2 یا u = (7 ± 9)/4 � u = 4 و 2u² − 7u − 4 = 0. � = 49 + 32 = 81؛ آنگاه x² = u قرار می‌دهیم الف(

u = 4 � x² = 4 � x = ±2

u = −1/2 � x² = −1/2.)غیرممکن است )مربع هر عدد حقیقی نامنفی است 

x = −2 و x = 2جواب‌ها: 

x² = u. چون u = −2 یا u² + 3u + 2 = 0 � (u + 1)(u + 2) = 0 � u = −1؛ آنگاه x² = u قرار می‌دهیم ب(
.جواب حقیقی نداردنمی‌تواند منفی باشد، هر دو مقدار غیرقابل قبول‌اند؛ پس معادله 

۱۹
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فعالیتصفحه ۱۶۱۲

ax² + bx + c = 0  (a ≠ 0)  (1)می‌دانیم که معادلهٔ درجهٔ دوم در حالت کلی به صورت مقابل است: 
۱( می‌خواهیم بررسی کنیم که چگونه می‌توان بدون حل این معادله دربارهٔ وجود و تعداد جواب‌های حقیقی آن

 چه می‌توان گفت؟� هم‌علامت نباشند، دربارهٔ علامت c و aاظهار نظر کرد. الف( در این معادله اگر ضرایب 
 هم‌علامت نباشند، آنگاه معادلهٔ )۱( دارای ..... ریشهٔ حقیقی متمایز است.c و aب( اگر 

 الف( توضیح دهید که چرا این معادله دارای دو ریشه۲3x² + 5x − 1 = 0ٔ( معادلهٔ مقابل را در نظر می‌گیریم: 
( رابطه‌ای وجود دارد؟ برای پاسخ به اینSحقیقی متمایز است. ب( آیا بین ضرایب معادله و مجموع ریشه‌ها )

 ،...... = b² − 4ac = ...... ، � = (−b + √�)/(2a) = ...... ، � = (−b − √�)/(2a) = �سؤال، معادله را حل می‌کنیم: 
S = � + � = ...... + ...... = ...... :ملاحظه می‌شود که S = −b/aپ( درستی نتیجهٔ فوق را در معادلهٔ زیر هم .

/3x² − 7x = 0 � x(3x − 7) = 0 � � = ......, � = ...... ، S = � + � = ...... + ...... = 7/3 = −bبررسی می‌کنیم: 
a مثبت باشد. پس� ت( درستی نتیجهٔ بالا را در حالت کلی ثابت می‌کنیم. فرض کنیم برای معادلهٔ )۱(، مقدار 

 + S = � + � = (−b � ........ = � ، (2a)/(�√ + b−) = � دارد: � و �معادله دو ریشهٔ حقیقی متمایز مثل 
√�)/(2a) + ...... = ...... :ث( با مفروضات قسمت قبل، ثابت کنید P = �·� = c/a: P = �·� = ((−b + √�)/

(2a)) (......) = ......

 )مثبت(.b² − 4ac > 0 = �؛ پس 4ac > 0− و در نتیجه ac < 0 هم‌علامت نباشند، c و a الف( اگر ۱(

 ریشهٔ حقیقی متمایز است.دو است، پس معادله دارای 0 < �ب( در این حالت 

 و معادله دو ریشه0ٔ < �(؛ پس طبق قسمت قبل ac < 0 هم‌علامت نیستند )c = −1 و a = 3 الف( ضرایب ۲(
حقیقی متمایز دارد.

37 = 12 + 25 = �ب( 

� = (−5 + √37)/6   ,   � = (−5 − √37)/6

S = � + � = (−5 + √37)/6 + (−5 − √37)/6 = −10/6 = −5/3

.S = −b/a؛ پس b/a = −5/3−و 

x(3x − 7) = 0 � � = 0 ، � = 7/3پ( 

S = 0 + 7/3 = 7/3 = −(−7)/3 = −b/a

(2a)/(�√ − b−) = �ت( 

S = � + � = (−b + √�)/(2a) + (−b − √�)/(2a) = −2b/(2a) = −b/a

 = P = �·� = ((−b + √�)/(2a)) ((−b − √�)/(2a)) = (b² − �)/(4a²) = (b² − b² + 4ac)/(4a²) = 4ac/(4a²)ث( 
c/a

۲۰

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

کار در کلاسصفحه ۱۷۱۳

، بدون حل معادله، مجموع و حاصل‌ضرب ریشه‌ها را به‌دست آورید.2x² + x + 5 = 0−در معادلهٔ 
ادامهٔ کار در کلاس )تشکیل معادله(

 )یعنی ۱/۵−( و حاصل‌ضربشان ۷− باشد.1/5−۱( دو عدد حقیقی بیابید که مجموع آنها 
 وجود دارد؟ اگر جواب مثبت است، طول و عرض آن راcm² و مساحت ۲cm ۶( آیا مستطیلی با محیط ۱۱ 

 = � + � � 11 = (� + �)2 � 11 = بنامیم، داریم: محیط � و �مشخص کنید. حل: اگر ابعاد مستطیل را 
 الف( معادلهٔ بالا را ساده کنید و از6 = (� − 11/2)� � 6 = �·� � 6 = ، مساحت � − 11/2 = � � 11/2

 و تشکیل یک معادلهٔ درجه ۲، این مسئله را حل کنید.P و S را به‌دست آورید. ب( با استفاده از � و �حل آن 
 باشند.2/(5√ + 3) و 2/(5√ − 3)۳( معادلهٔ درجهٔ دومی بنویسید که ریشه‌های آن 

a = −2 ، b = 1 ، c = 5 چون .ac < 0 ،(0 < 41 = 40 + 1 = � و معادله دو ریشه دارد. )یا 0 < � است

S = −b/a = −1/(−2) = 1/2   ,   P = c/a = 5/(−2) = −5/2

ادامهٔ کار در کلاس )تشکیل معادله(

)۱S = −3/2 و P = −7 :معادله .x² − Sx + P = 0 � x² + (3/2)x − 7 = 0 � 2x² + 3x − 14 = 0

� = 9 + 112 = 121   x = (−3 ± 11)/4   x = 2   or   x = −7/2

.7− = (7/2−) × 2 و 3/2− = (7/2−) + 2بررسی: 

0 = 12 + �11 − 2�² � 6 = �² − 11�/2 � 6 = (� − 11/2)� الف( ۲(

.4 یا 3/2 = � − 11/2 = �؛ و 3/2 = � یا 4 = � � 4/(5 ± 11) = � � 25 = 96 − 121 = �

 است.۴ سانتی‌متر و ۱/۵ سانتی‌مترپس چنین مستطیلی وجود دارد و ابعاد آن 

 یعنیx² − Sx + P = 0 ریشه‌های � و �؛ P = 6 = �·� و S = 11/2 = � + �ب( 
x² − (11/2)x + 6 = 0 � 2x² − 11x + 12 = 0 3/2 و 4 هستند که همان معادلهٔ قسمت الف است؛ پس ابعاد

سانتی‌متر است.

)۳S = (3 − √5)/2 + (3 + √5)/2 = 3 ، P = ((3 − √5)/2)((3 + √5)/2) = (9 − 5)/4 = 1

x² − 3x + 1 = 0

۲۱
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کار در کلاسصفحه ۱۸۱۵

۱( تعیین کنید کدام یک از سهمی‌های زیر ماکزیمم و کدام یک مینیمم دارند. سپس مقدار ماکزیمم یا مینیمم
h(x) = x² − 4x + 9 ب( g(x) = −(x + 1)² + 3هر یک را مشخص کنید. الف( 

۲( قرار است در کنار یک رودخانه، محوطه‌ای مستطیل شکل ایجاد کنیم. برای این کار لازم است سه ضلعِ
محوطهٔ نرده‌کشی شود. اگر تنها هزینهٔ نصب ۱۰۰ متر نردهٔ در اختیار باشد، ابعاد مستطیل را طوری تعیین کنید

که مساحت آن بیشترین مقدار ممکن گردد.

 g(−1) و مقدار ماکزیمم x = −1 دارد. رأس: ماکزیمم دهانهٔ سهمی رو به پایین است و تابع :a = −1 < 0 الف( ۱(
= 3.

 h(2) = 4 − 8 و مقدار مینیمم x = −b/(2a) = 4/2 = 2 دارد. مینیمم دهانه رو به بالا است و تابع :a = 1 > 0ب( 
+ 9 = 5.

 − 2x + y = 100 � y = 100 می‌نامیم. طول نرده: y و ضلع موازی با رودخانه را x دو ضلع عمود بر رودخانه را ۲(
2x.

/x = −b/(2a) = −100 است، ماکزیمم در a = −2 < 0. چون S = xy = x(100 − 2x) = −2x² + 100xمساحت: 
 رخ می‌دهد.25 = (4−)

x = 25 m   ,   y = 100 − 50 = 50 m   ,   S_max = 25 × 50 = 1250 m²

یعنی دو ضلع کناری ۲۵ متر و ضلع موازی با رودخانه ۵۰ متر باشد.

۲۲

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

پرسشصفحه ۱۹۱۵

 شوت کند. معادلهm/sٔ 20فرض کنیم فوتبالیستی توپی را با زاویهٔ ۴۵° نسبت به سطح زمین و با سرعت اولیهٔ 
 است که نمودار آن مانند شکل مقابلy = (−1/40)x² + xمسیر حرکت این توپ، یک تابع درجه دو با ضابطهٔ 

 ارتفاع توپ از سطح زمین است. الف( حداکثر ارتفاع توپ راy مسافت افقی طی شده و xاست. در این رابطه 
به‌دست آورید. ب( به نظر شما حداکثر مسافت افقی طی شده توسط توپ چقدر است؟ برای آنکه طول نقاط

 y = 0 � x(−x/40 + 1) = 0 � x قرار دهیم: y = 0ها را به‌دست آوریم، باید xبرخورد نمودار این تابع با محور 
x = 40 ، 0 =این نقاط را روی نمودار نشان دهید و توضیح دهید که این اعداد از نظر فیزیکی چه معنایی .

می‌دهند؟

 y = −400/40 + 20 و x = −b/(2a) = −1/(−1/20) = 20 است؛ بیشترین ارتفاع در رأس رخ می‌دهد: a < 0الف( 
 است )در فاصلهٔ افقی ۲۰ متر(.۱۰ متر. یعنی حداکثر ارتفاع توپ 10 =

 است.۴۰ متر دوباره به زمین می‌رسد؛ پس حداکثر مسافت افقی x = 40ب( توپ در 

 محل فرود توپ روی زمینx = 40 محل شوت‌شدن توپ )نقطهٔ شروع روی زمین( و x = 0معنای فیزیکی: 
است؛ در هر دو نقطه ارتفاع توپ صفر است.

۲۳
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کار در کلاسصفحه ۲۰۱۶

� را به کمک علامت ۱y = ax² + bx + c( همچنان که از سال قبل می‌دانیم، تعداد صفرهای تابع درجه دوم 

 مشخصaمی‌توان تشخیص داد. همچنین رو به بالا بودن یا رو به پائین بودن دهانهٔ سهمی از روی علامت 
می‌شود. جدول زیر را کامل کنید. )در جدول، سه خانه خالی است(

P و S می‌توانیم از علامت f(x) = 0، برای تشخیص علامت ریشه‌های احتمالی معادلهٔ ۲f( دربارهٔ تابع درجه دوم 
 )حل‌شده در کتاب(y = x² + 6x + 5کمک بگیریم. در هر یک از موارد زیر، مانند قسمت الف عمل کنید. الف( 

y = −x² + 2x − 1 ت( y = 3x² − 7x + 1 پ( y = x² + 4x − 5ب( 

)۱

� > 0� = 0� < 0

a > 
0

ها راxدو صفر )نمودار رو به بالا و محور 
در دو نقطه قطع می‌کند(

یک صفر: رو به بالا و مماس بر
هاxمحور 

بدون صفر )نمودار بالای
ها(xمحور 

a < 
0

ها را درxدو صفر: رو به پایین و محور 
دو نقطه قطع می‌کند

یک صفر )نمودار رو به پایین و
ها(xمماس بر محور 

بدون صفر: رو به پایین و
هاxپایین محور 

 � ریشه‌هاP = c/a = −5 < 0 � دو ریشهٔ حقیقی متمایز. 0 < 36 = 20 + 16 = � ب( ۲(
. (5− و 1 � ریشهٔ منفی قدر مطلق بزرگ‌تری دارد )ریشه‌ها S = −b/a = −4 < 0مختلف‌العلامت‌اند. 

 � هرS = 7/3 > 0 � ریشه‌ها هم‌علامت‌اند. P = 1/3 > 0 � دو ریشهٔ متمایز. 0 < 37 = 12 − 49 = �پ( 
دو ریشه مثبت‌اند.

 � این ریشهS = 2 > 0 و P = (−1)/(−1) = 1 > 0 � یک ریشهٔ مضاعف )فقط یک صفر(. 0 = 4 − 4 = �ت( 
.(x = 1مثبت است )

۲۴
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کار در کلاسصفحه ۲۱۱۷

 وa ،b را داشته باشیم، می‌توانیم به کمک آن علامت ضرایب ۳f(x) = ax² + bx + c (a ≠ 0)( هرگاه نمودار تابع 
c را مشخص کنیم. به‌عنوان مثال نمودار تابع fٔاز مجموعه توابع داده شدهٔ زیر را در نظر می‌گیریم: دهانه 

cها را در قسمت منفی‌ها قطع کرده است؛ پس y محور f مثبت است. نمودار تابع aسهمی رو به بالاست؛ پس 
منفی است. رأس سهمی در ربع چهارم قرار گرفته که باتوجه به نمودار، مجموع دو ریشه عددی مثبت است

 را نتیجه گرفت. خلاصهٔ این اطلاعات در جدول بعدb)چرا؟( و از این مطلب هم می‌توان منفی بودن علامت 
آمده است. جدول را کامل کنید.

( ؛ پس میانگین دو ریشه مثبتb/(2a) > 0− رأس سهمی وسط دو ریشه است و طول رأس مثبت است )چرا؟
.b < 0، نتیجه می‌شود a > 0 و S = −b/a. چون S = � + � > 0است، یعنی 

جدول کامل‌شدهٔ ویژگی توابع

علامت ریشه‌ها )در صورت وجود(تعداد ریشه‌هاcعلامت bعلامت aعلامت تابع

f+−−یکی منفی، یکی مثبتدو

g−+−هر دو مثبتدو

h−+−ریشه نداردفاقد ریشه

i+−+ریشه نداردفاقد ریشه

j+++هر دو منفیدو

k+++)منفییک )مضاعف

l+++ریشه نداردفاقد ریشه

m++۰یکی منفی، یکی صفردو

n−۰+یکی منفی، یکی مثبتدو

p−−−)منفییک )مضاعف

q−−−ریشه نداردفاقد ریشه

r−۰۰)صفریک )مضاعف

 از روی تصویر نمودارها )موقعیت رأس و نقاطr تا gاین جواب ممکن است دقیق نباشد؛ ردیف‌های توابع 
برخورد( تعیین شده‌اند.

۲۵
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تمرینصفحه ۲۲۱۸

4x� + 1 = 5x³ ب( ۱x⁴ − 8x² + 8 = 0( معادله‌های زیر را حل کنید. الف( 
 باشد.1 + 2√ و 1 − 2√۲( معادلهٔ درجهٔ دومی بنویسید که ریشه‌های آن 

 = g(x) ب( ۳f(x) = −2x² + 8x − 5( مقدار ماکزیمم یا مینیمم توابع با ضابطه‌های زیر را به‌دست آورید. الف( 
3x² + 6x + 5

 متری از سطح زمین قرارh ثانیه پس از پرتاب در ارتفاع ۴t( راکتی که به‌طور عمودی رو به بالا شلیک شده، 
 است. الف( چقدر طول می‌کشد تا راکت به بالاترینh(t) = 100t − 5t²  (t ≥ 0)می‌گیرد که معادلهٔ آن به‌صورت 

ارتفاع ممکن خود برسد؟ ب( ارتفاع نقطهٔ اوج را بیابید. پ( چند ثانیه پس از پرتاب، راکت به زمین بازمی‌گردد؟
۵( استادیومی به شکل مستطیل با دو نیم‌دایره در دو انتهای آن در حال ساخت است. اگر محیط استادیوم
۱۵۰۰ متر باشد، ابعاد مستطیل را طوری بیابید که: الف( مساحت مستطیل حداکثر مقدار ممکن گردد. ب(

مساحت استادیوم حداکثر مقدار ممکن شود.
۶( معادلهٔ سهمی‌های زیر را بنویسید. )شش نمودار الف تا ج در کتاب(

 )هر دو مثبت(.x² = u � u² − 8u + 8 = 0 � � = 64 − 32 = 32 � u = (8 ± 4√2)/2 = 4 ± 2√2 الف( ۱(
پس

x = ±√(4 + 2√2) ≈ ±2.61 و x = ±√(4 − 2√2) ≈ ±1.08)چهار جواب( 

. پسu = 1 یا x³ = u � 4u² − 5u + 1 = 0 � (4u − 1)(u − 1) = 0 � u = 1/4ب( 

x = 1   and   x = �(1/4) = �2/2 ≈ 0.63

)۲S = (√2 − 1) + (√2 + 1) = 2√2 ، P = (√2)² − 1 = 1

x² − 2√2 x + 1 = 0

.3 =. مقدار ماکزیمم f(2) = −8 + 16 − 5 = 3 و x = −8/(−4) = 2 پس ماکزیمم دارد؛ a = −2 < 0 الف( ۳(

.2 =. مقدار مینیمم g(−1) = 3 − 6 + 5 = 2 و x = −6/6 = −1 پس مینیمم دارد؛ a = 3 > 0ب( 

.۱۰ ثانیه بعد از :t = −b/(2a) = −100/(−10) = 10؛ بیشترین ارتفاع در a = −5 < 0 الف( ۴(

 است.۵۰۰ متر ارتفاع نقطهٔ اوج :h(10) = 1000 − 500 = 500ب( 

 پس از پرتاب به زمین بازمی‌گردد.۲۰ ثانیه راکت h = 0 � 5t(20 − t) = 0 � t = 0 ، t = 20:پ( 

 است. دو2r می‌گیریم؛ پس عرض مستطیل r و شعاع هر نیم‌دایره را x طول اضلاع مستقیم مستطیل را ۵(
.2x + 2�r = 1500 � x = 750 − �rنیم‌دایره روی هم یک دایره‌اند و محیط: 

. ماکزیمم درA = x · 2r = 2r(750 − �r) = −2�r² + 1500rالف( مساحت مستطیل: 
r = 1500/(4�) = 375/� ≈ 119.4 :پس ابعاد .x = 750 − 375 = 375 m 2 وr = 750/� ≈ 238.7 m.

r = 750/� ≈ 238.7. رأس در S = 2rx + �r² = 2r(750 − �r) + �r² = −�r² + 1500rب( مساحت استادیوم: 
 می‌شود. یعنی مساحت حداکثر وقتی است که طول قسمتx = 750 − 750 = 0قرار دارد که به‌ازای آن 

۲۶
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(؛ درS_max = 750²/� ≈ 179049 m² شود )m 238.7 ≈مستقیم صفر باشد و استادیوم یک دایره به شعاع 
این حالت مستطیل وجود ندارد.

 با استفاده از ریشه‌ها و رأس نمودارها:۶(

a(1)(−1) � a = 4 � y = 4x² − 8x = 4− و x = 1:y = ax(x − 2) در 4−، مینیمم 2 و 0الف( ریشه‌ها 

 a(8) = 4 و y = a(x − 2)(x − 4):4(، عرض از مبدأ 4 )پس ریشهٔ دیگر 2، یک ریشه x = 3ب( محور تقارن 

� a = 1/2 � y = (1/2)x² − 3x + 4

 + 4a � a = 1 � y = x² − 4x = 4 و y = a(x − 2)²:4 و عرض از مبدأ x = 2ها در xپ( مماس بر محور 
4

a + 3 � a = −3 � y = −3x² + 3 = 0 و y = ax² + 3:1− و ریشه (3 , 0)ت( رأس 

 − a + 1 � a = −1 � y = −(x − 2)² + 1 = −x² + 4x = 0 و y = a(x − 2)² + 1:1 و ریشه S(2 , 1)ث( رأس 
3

 = a − 1 � a = −1 � y = −(x − 1)² − 1 = 2− و y = a(x − 1)² − 1:2− و عرض از مبدأ (1− , 1)ج( رأس 
−x² + 2x − 2

۲۷
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پژوهشصفحه ۲۳۱۹

در برخی از اجزای بدن انسان، در بعضی گیاهان و همچنین در بناها و آثار هنری رد پای عدد طلایی مشاهده
می‌شود. تحقیقی در این زمینه انجام دهید و گزارش آن را در کلاس ارائه کنید.

 است و نسبتی است که در آن »مجموع دو پاره‌خط به پاره‌خط بزرگ‌تر«1.618 ≈ 2/(5√ + 1) = � برابر عدد طلایی
برابر »پاره‌خط بزرگ‌تر به پاره‌خط کوچک‌تر« است.

 در بسیاری از گیاهان )مانند گل آفتابگردان، مخروط کاج و کاهو( دانه‌ها یا برگ‌ها در مارپیچ‌هاییگیاهان:
قرار می‌گیرند که تعداد آنها معمولاً دو عدد متوالی از دنبالهٔ فیبوناچی )۱، ۱، ۲، ۳، ۵، ۸، ۱۳، ۲۱، ۳۴، ۵۵، ...(

است؛ و نسبت دو جملهٔ متوالی این دنباله به عدد طلایی نزدیک می‌شود.

 گفته می‌شود نسبت برخی اندازه‌ها )مثلاً طول کل دست به طول ساعد تا مچ، یا نسبت طول وبدن انسان:
عرض صورت( تقریباً نزدیک ۱/۶ است؛ این نسبت‌ها تقریبی و در افراد مختلف متفاوت‌اند.

 در طراحی بعضی بناها و آثار هنری )مانند پارتنون در یونان و برخی نقاشی‌های دورهٔمعماری و هنر:
رنسانس( از نسبت‌های نزدیک به نسبت طلایی بهره برده‌اند؛ دربارهٔ آگاهانه‌بودن این استفاده در بناهای
باستانی میان پژوهشگران اختلاف نظر وجود دارد. در معماری ایرانی نیز مستطیل‌هایی با نسبت نزدیک

به طلایی در نمای برخی بناها دیده می‌شود.

 رشد صدف حلزونی نوتیلوس شبیه یک مارپیچ لگاریتمی است که اغلب آن را با مارپیچمارپیچ طلایی:
طلایی مقایسه می‌کنند.

این جواب ممکن است دقیق نباشد؛ پژوهش آزاد است و نمونه‌ای از یک گزارش کوتاه ارائه شده است.

۲۸
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فعالیتصفحه ۲۴۲۰

 الف( ابتدا در صورتِ امکان مخرج2x/(x² − 1) + 2/(x + 1) = (2 − x)/(x² − x)  (1)۱( معادلهٔ مقابل را حل کنید. 
 )۲( ب(..... /2x/((x − 1)(x + 1)) + 2/(x + 1) = (2 − x)کسرها را به حاصل‌ضرب عامل‌های اول تجزیه می‌کنیم: 

 که بزرگ‌ترین توان هر کدام از آنها برابر .....(.....) و x ،(x + 1)در مخرج‌ها سه نوع عامل اول متمایز وجود دارد 
 ضرب می‌کنیم تاx(x − 1)(x + 1)است؛ پس ک‌م‌م مخرج‌ها عبارت است از .......... . پ( طرفین معادلهٔ )۲( را در 

 حاصل می‌شود. ث( برای5x² − 3x − 2 = 0معادله از شکل کسری خارج شود. ت( پس از ساده کردن، معادلهٔ 
 را به‌دست آورید و معادله را حل کنید. آیا هر دو جواب به‌دست آمده مورد�معادلهٔ درجهٔ دوم اخیر، مقدار 

قبول‌اند؟ چرا؟

 است.2x/((x − 1)(x + 1)) + 2/(x + 1) = (2 − x)/(x(x − 1))، پس معادله )۲( به صورت x² − x = x(x − 1) الف( ۱(

 است.x(x − 1)(x + 1) است؛ پس ک‌م‌م مخرج‌ها ۱ است و بزرگ‌ترین توان هر کدام برابر (x − 1)ب( عامل سوم 

2x² + 2x(x − 1) = (x + 1)(2 − x)پ( 

� 2x² + 2x² − 2x = 2x − x² + 2 − x � 4x² − 2x = −x² + x + 2 � 5x² − 3x − 2 = 0ت( 

.x = −2/5 یا x = (3 ± 7)/10 � x = 1 � 49 = 40 + 9 = �ث( 

x = 1 مخرج‌های x − 1 و x² − 1 و x² − x .را صفر می‌کند؛ پس قابل قبول نیست x = −2/5هیچ مخرجی را صفر 
x = −2/5 می‌شود(. پس فقط 4.286 ≈نمی‌کند و در معادلهٔ اولیه صدق می‌کند )با جای‌گذاری، هر دو طرف 

جواب است.

۲۹

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۲۵۲۰

۲( خط یک مترو تهران به طول ۶۰ کیلومتر، میدان تجریش را به فرودگاه بین‌المللی امام خمینی )ره( متصل
 کیلومتر بر ساعت وvمی‌کند. برای انجام یک آزمایش، قطاری مسیر شمال به جنوب این خط را با سرعت ثابت 

 کاستهkm/h 10بدون توقف در ایستگاه‌ها طی می‌کند. اگر در مسیر جنوب به شمال، از سرعت متوسط قطار 
شود، زمان بازگشت نیم ساعت طولانی‌تر از زمان رفت خواهد شد. مطلوب است محاسبهٔ طول زمان رفت و

 به‌دست می‌آید؟ ب( عبارتی بر حسبv/60زمان برگشت این قطار. الف( توضیح دهید، چرا زمان رفت از رابطهٔ 
v ٔ60 بنویسید که زمان برگشت را نشان دهد. پ( توضیح دهید که چرا معادله/(v − 10) = 60/v + 1/2برقرار 

است. ت( طرفین این معادله را در ک‌م‌م مخرج‌ها ضرب کنید تا به یک معادلهٔ درجه دوم تبدیل شود. ث( از
حل معادلهٔ حاصل، سرعت قطار در مسیر رفت را بیابید و به کمک آن زمان رفت و زمان برگشت قطار را به

دست آورید.

 ساعت است.v/60 است، پس زمان رفت v و سرعت km 60 الف( زمان = مسافت ÷ سرعت؛ مسافت ۲(

 ساعت است.(v − 10)/60 است، پس زمان برگشت v − 10ب( سرعت برگشت 

.60/v + 1/2 = (v − 10)/60 ساعت( بیشتر از زمان رفت است: 1/2پ( زمان برگشت نیم ساعت )

� 2v(v − 10):120v = 120(v − 10) + v(v − 10) � 120v = 120v − 1200 + v² − 10vت( ضرب در 

v² − 10v − 1200 = 0

 )غیرقابل قبول(. پس سرعت درv = −30 یا v = (10 ± 70)/2 � v = 40 � 4900 = 4800 + 100 = �ث( 
2 = 60/30 ساعت )یک ساعت و ۳۰ دقیقه( و زمان برگشت: 1.5 = 60/40 است. زمان رفت: km/h 40رفت 

ساعت.

۳۰
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کار در کلاسصفحه ۲۶۲۱

 k/2 ب( x² − 12 = 0/۱3( معادلات زیر را حل کنید. آیا تمام جواب‌های به‌دست آمده مورد قبول هستند؟ الف( 
− 3k/(k + 2) = k/(k² + 2k) )3 پ/x − 2/(x − 3) = 12/(9 − x²)

۲( دبیر ریاضی آرمان هر هفته یک آزمون ۱۰ امتیازی برگزار می‌کند. پس از ۵ هفته، آرمان جمعاً ۳۶ امتیاز
. او از هفته7.2ٔ = 36/5کسب کرده بود؛ یعنی میانگین امتیاز هر آزمون او در پنج هفتهٔ اول به‌صورت زیر بود: 

ششم به بعد، در تمام آزمون‌ها امتیاز ۹ را کسب کرد؛ به‌طوری که میانگین امتیاز کل آزمون‌هایش برابر ۸ شد.
می‌خواهیم بدانیم از هفتهٔ ششم به بعد، آرمان در چند آزمون متوالی نمرهٔ ۹ گرفته است. برای حل مسئله

 باشد، مجموع امتیازاتnمی‌توان به روش زیر عمل کرد: الف( اگر تعداد آزمون‌ها از هفتهٔ ششم به بعد برابر 
 بنویسید که نشان‌دهندهٔ میانگین امتیاز تمامn خواهد شد. عبارتی کسری برحسب 9nاو در این مدت 

 ب( کسر مربوط به قسمت الف را برابر ۸ قرار(..... + 5)/(..... + 9n)آزمون‌های ریاضی هفتگی آرمان باشد. 
 را بیابید. سپس جواب به‌دست آمده را امتحان کنید.nدهید و 

مثال )صفحهٔ ۲۱(: تکمیل جدول
اگر دو ماشین چمن‌زنی با هم کار کنند، می‌توانند در ۴ ساعت چمن یک زمین فوتبال را کوتاه کنند. با فرض

اینکه سرعت کار یکی از آنها دو برابر دیگری باشد، هر یک از آنها به تنهایی در چند ساعت می‌توانند این کار را
:B. ماشین t/1، مقدار کار در ۱ ساعت t: زمان انجام کل کار Aانجام دهند؟ )جدول زیر را کامل کنید.( ماشین 

، مقدار کار در ۱............ با هم: زمان انجام کل کار B و A .............، مقدار کار در ۱ ساعت 2tزمان انجام کل کار 
.1/4ساعت 

 سازگارند و درx ≠ 0. هر دو جواب با شرط x²:3 − 12x² = 0 � x² = 1/4 � x = ±1/2. ضرب در x ≠ 0 الف( ۱(
.هر دو قابل قبول‌اند(؛ 0 = 12 − (1/4)/3معادله صدق می‌کنند )

:k(k + 2). ضرب در k ≠ 0 ، k ≠ −2 و شرط: k² + 2k = k(k + 2)ب( 

2(k + 2) − 3k² = k � 3k² − k − 4 = 0 � � = 1 + 48 = 49 � k = (1 ± 7)/6 � k = 4/3 یا k = −1هر دو .
 طرف چپ:k = −1. )مثلاً برای هر دو قابل قبول‌اندجواب با شرط‌ها سازگارند و در معادلهٔ اولیه صدق می‌کنند؛ 

.(1 = (2 − 1)/1− و طرف راست 1 = 3 + 2−

 است. ضرب طرفین در آن:x(x − 3)(x + 3). ک‌م‌م مخرج‌ها x ≠ 0 ، x ≠ ±3 و شرط: x² = −(x − 3)(x + 3) − 9پ( 

3(x − 3)(x + 3) − 2x(x + 3) = −12x � 3x² − 27 − 2x² − 6x + 12x = 0 � x² + 6x − 27 = 0

� = 36 + 108 = 144 � x = (−6 ± 12)/2 � x = 3 یا x = −9. x = 3 غیرقابل قبول مخرج را صفر می‌کند و
.(1/6− = (81 − 9)/12 و 1/6− = 1/6 + 1/3− = (12−)/2 − (9−)/3 قابل قبول است )x = −9است؛ 

؛ پس میانگین:n + 5 و تعداد آزمون‌ها: 9n + 36 الف( مجموع امتیازات: ۲(

(9n + 36)/(5 + n)

8 � 9n + 36 = 8n + 40 � n = 4 = (n + 5)/(9n + 36)ب( 

۳۱
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 آزمون متوالی نمرهٔ ۹ گرفته است.۴ �. پس آرمان در 8 = 72/9 = (4 + 5)/(36 + 4 × 9)امتحان: 

مثال )صفحهٔ ۲۱(: تکمیل جدول

مقدار کار در ۱ ساعتزمان انجام کل کار )ساعت(ماشین

At1/t

B2t1/(2t)

A و B41/4 با هم

B به تنهایی ۶ ساعت و ماشین A پس ماشین t + 1/(2t) = 1/4 � 3/(2t) = 1/4 � t = 6/1با کمک جدول: 
۱۲ ساعت لازم دارد.

۳۲
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کار در کلاسصفحه ۲۷۲۳

 ب(t = 1 − (2t − 1)√۱2( معادلات زیر را مانند نمونه حل کنید. آیا تمام جواب‌های حاصل، قابل قبول‌اند؟ الف( 
2x = 1 − √(2 − x) )پ √(x + 7) = √x + 1 )1 ت/√(u − 3) − 2/√u = 0 )2 ث + √(2x² − 5x + 2) = x

 ب(t + 2 = 0√۲( بدون حل معادله، توضیح دهید که چرا معادلات زیر فاقد ریشهٔ حقیقی‌اند؟ الف( 
√(x − 2) + √(2x + 3) + 1 = 0 )پ √(1 − x) + √(x − 2) = 0

.t = 5 یا t + 1 � 4(2t − 1) = (t + 1)² � t² − 6t + 5 = 0 � (t − 1)(t − 5) = 0 � t = 1 = (2t − 1)√2 الف( ۱(
.هر دو قابل قبول‌اند .� 1 = 5 − 9√2 � و 1 = 1 − 1√2بررسی: 

1 − 2x � 2 − x = 1 + 4x² − 4x � 4x² − 3x − 1 = 0 � � = 25 � x = (3 ± 5)/8 � x = 1 = (x − 2)√ب( 
 = x �. فقط x = −1/4:−1/2 = 1 − √(9/4) = −1/2 � )غیرقابل قبول(؛ x = 1:2 = 1 − 1 = 0. بررسی: x = −1/4یا 

 قابل قبول است.1/4−

.x + 7 = x + 2√x + 1 � 6 = 2√x � √x = 3 � x = 9. دو طرف را به توان ۲ می‌رسانیم: x ≥ 0پ( دامنه: 
 قابل قبول است.x = 9 �. جواب 1 + 3 = 4 = 16√بررسی: 

. بررسی:u > 3. 1/√(u − 3) = 2/√u � √u = 2√(u − 3) � u = 4(u − 3) � 3u = 12 � u = 4ت( دامنه: 
 قابل قبول است.u = 4 �. جواب 0 = 1 − 1 = 4√/2 − 1√/1

 2x² − 5x + 2 = x² − 4x + 4 � x² − x − 2 = 0 � (x − 2)(x باشد( � x ≥ 2 )باید x − 2 = (2x² − 5x + 2)√ث( 

+ 1) = 0 � x = 2 یا x = −1 :بررسی .x = 2:2 + √(8 − 10 + 2) = 2 + 0 = 2 ؛� x = −1:2 + √9 = 5 ≠ −1فقط .� 
x = 2.قابل قبول است 

؛ ولی جذر هر عدد نامنفی، نامنفی است؛ پس جواب ندارد.t + 2 = 0 � √t = −2√ الف( ۲(

 است و هرگز صفر نمی‌شود.1 ≤ نامنفی‌اند؛ پس طرف چپ (2x + 3)√ و (x − 2)√ب( هر دو عبارت 

 هم‌زمان؛ کهx = 2 و x = 1پ( دو رادیکال نامنفی‌اند و مجموعشان صفر است، پس هر دو باید صفر باشند: 
 هیچ عددی را شامل نمی‌شود.(x ≥ 2 و x ≤ 1ناممکن است. )دامنه: 

۳۳
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تمرینصفحه ۲۸۲۳

 2x/(x − 3) پ( r − 15/2 = 20/(3r) − 5/10 ب( x + 1/(x − 2) = 5/۱1( هر یک از معادلات زیر را حل کنید. الف( 
+ (x + 1)/(x + 4) = (x − 1)/(x − 3) )ت √(t + 4) = 3 )ث k = √(6k − 8) )ج x + √x = 6 )چ √(x + 1) − √(2x − 5) 

m + 1/√m = 2√ ح( 1 =
۲( علی همراه چند نفر از دوستان خود، ماهانه یک مجلهٔ ادبی ۱۶ صفحه‌ای منتشر می‌کند. پس از حروف‌چینی

مطالب، او معمولاً ۲ ساعت برای ویرایش ادبی مجله وقت صرف می‌کند. اگر رضا به او کمک کند، کار ویرایش
حدود ۱ ساعت و ۲۰ دقیقه به طول می‌انجامد. حال اگر رضا بخواهد به تنهایی کار ویرایش یک شماره از مجله را

انجام دهد، نیازمند چه میزان وقت خواهد بود؟
ادامهٔ تمرین‌ها )صفحهٔ ۲۴(

 متری از سطحh ثانیه در ارتفاع ۳t( اگر یک شیء از بالای ساختمانی به ارتفاع ۵۰ متر سقوط آزاد کند، پس از 
. این جسم، دو ثانیه پس از سقوط در چه ارتفاعی نسبت بهt = √(10 − h/5)زمین خواهد داشت؛ به‌طوری که 

سطح زمین قرار دارد؟
۴( الف( عدد صحیحی بیابید که تفاضل آن از جذرش برابر نصف آن عدد باشد. مسئله چند جواب دارد؟ ب(

عدد صحیحی بیابید که تفاضل جذر از آن عدد برابر نصف آن عدد باشد. مسئله چند جواب دارد؟
۵( معادله‌ای شامل مجموع دو عبارت رادیکالی بنویسید که عدد ۱ یکی از ریشه‌های آن باشد. پاسخ خود را با

پاسخ دوستان خود مقایسه کنید.

x(x − 2):(x − 2) + x = 5x(x − 2) � 5x² − 12x + 2 = 0 � � = 144 − 40 = 104. ضرب در x ≠ 0 ، 2 الف( ۱(
� x = (12 ± 2√26)/10 = (6 ± √26)/5 ً(0.18 و 2.22 )هر دو قابل قبول؛ تقریبا.

 و0 = 15/2 − (4/3)/10. بررسی: 6r:60 − 45r = 40 − 30r � 20 = 15r � r = 4/3. ضرب در r ≠ 0ب( 
20/4 − 5 = 0 �.

� x ≠ 3 ، −4. 2x/(x − 3) − (x − 1)/(x − 3) = −(x + 1)/(x + 4) � (x + 1)/(x − 3) = −(x + 1)/(x + 4)پ( 

(x + 1)[1/(x − 3) + 1/(x + 4)] = 0 � x = −1 یا (x + 4) + (x − 3) = 0 � x = −1/2.هر دو قابل قبول‌اند .

.t + 4 = 9 � t = 5 � (√9 = 3)ت( 

.� 4 = 16√ � و 2 = 4√ هستند: 0 ≤. هر دو k² = 6k − 8 � k² − 6k + 8 = 0 � k = 2 یا k = 4ث( 

.� 6 = 2 + 4. بررسی: x = 4 � (u ≥ 0 )چون u = √x � u² + u − 6 = 0 � (u + 3)(u − 2) = 0 � u = 2ج( 

 1 + √(2x − 5) � x + 1 = 1 + 2√(2x − 5) + 2x − 5 � 5 − x = 2√(2x − 5) � 25 − 10x + x² = (x + 1)√چ( 

= 8x − 20 � x² − 18x + 45 = 0 � x = 3 یا x = 15 :بررسی .x = 3:√4 − √1 = 1 ؛� x = 15:√16 − √25 = −1 
.x = 3 �. جواب: 1 ≠

.� 2 = 1 + 1. بررسی: u = √m > 0 � u + 1/u = 2 � u² − 2u + 1 = 0 � u = 1 � m = 1ح( 

۳۴
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1/2 است. علی در ۱ ساعت t/1 ساعت ویرایش را تمام کند، سهم کار در یک ساعت t اگر رضا به تنهایی در ۲(
 ساعت(:4/3 = کار انجام می‌دهند )۱ ساعت و ۲۰ دقیقه 3/4 = (4/3)/1کار و با هم در یک ساعت 

1/2 + 1/t = 3/4 � 1/t = 1/4 � t = 4

 وقت نیاز دارد.۴ ساعترضا به تنهایی به 

ادامهٔ تمرین‌ها )صفحهٔ ۲۴(

)۳t = 2 :2 را جای‌گذاری می‌کنیم = √(10 − h/5) � 4 = 10 − h/5 � h/5 = 6 � h = 30بنابراین جسم .
(h = 50 − 5t² = 50 − 20 = 30 قرار دارد. )بررسی: ۳۰ متریدو ثانیه پس از سقوط در ارتفاع 

:n − n√ از جذرش« یعنی n است و »تفاضل n ≥ 0 الف( عدد ۴(

√n − n = n/2 � √n = 3n/2 � n = 9n²/4 � n(9n − 4) = 0 � n = 0 یا n = 4/9.

 دارد.یک جواب صحیح است؛ پس مسئله در اعداد صحیح n = 0فقط 

:n − √nب( »تفاضل جذر از آن عدد« یعنی 

n − √n = n/2 � n/2 = √n � n = 2√n � n² = 4n � n(n − 4) = 0 � n = 0 یا n = 4.

( دارد.4 و 0) دو جواب �. مسئله 4/2 = 2 = 2 − 4بررسی: 

 x)√ �. )پاسخ‌های دیگری مانند 5 = 3 + 2 = 9√ + 4√. بررسی ریشهٔ 5 :۱ = (x + 8)√ + (x + 3)√ برای نمونه: ۵(
+ 3) + √(3x + 1) = 4).هم ممکن است 

این جواب ممکن است دقیق نباشد؛ پرسش ۴ برحسب تفسیر عبارت »تفاضل آن از جذرش« پاسخ داده شد
و پرسش ۵ پاسخ نمونه دارد.

۳۵
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ریاضی ۲ یازدهم - فصل دوم
هندسه
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۳۸صفحه ۲۶ · فعالیت ۲ — دایره و فاصلهٔ نقاط آن تا مرکز۳۱

۳۹صفحه ۲۶ · فعالیت ۳ — نقاط درون و بیرون دایره۳۲
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صفحه ۲۶ · فعالیت ۵ — نقاط هم‌فاصله از یک نقطه۳۴
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۴۰صفحه ۲۶ · فعالیت ۶ — رسم مثلث با سه ضلع معلوم۳۵

صفحه ۲۷ · فعالیت )عمودمنصف ۱( — نقطهٔ روی۳۶
۴۰عمودمنصف از دو سر پاره‌خط هم‌فاصله است

صفحه ۲۷ · فعالیت )عمودمنصف ۲( — نقطهٔ هم‌فاصله۳۷
۴۱از دو سر پاره‌خط روی عمودمنصف است

۴۱صفحه ۲۷ · فعالیت — خط‌های گذرنده از یک یا دو نقطه۳۸

۴۲صفحه ۲۷ · فعالیت — رسم عمودمنصف یک پاره‌خط۳۹

صفحه ۲۸ · فعالیت — رسم خط عمود بر یک خط، از۴۰
۴۲نقطه‌ای روی آن

صفحه ۲۸ · فعالیت — رسم خط عمود بر یک خط، از۴۱
۴۳نقطه‌ای غیر واقع بر آن

صفحه ۲۸ · فعالیت — رسم خط موازی با خط داده‌شده۴۲
۴۳از نقطه‌ای غیر واقع بر آن

صفحه ۲۸ · فعالیت — نقطهٔ روی نیمساز از دو ضلع۴۳
۴۴زاویه هم‌فاصله است

صفحه ۲۹ · فعالیت — نقطهٔ هم‌فاصله از دو ضلع زاویه۴۴
۴۴روی نیمساز است

۴۵صفحه ۲۹ · فعالیت — رسم نیمساز یک زاویه۴۵

۴۵صفحه ۲۹ · تمرین ۱ — نقطهٔ هم‌فاصله از چهار رأس۴۶

۴۶صفحه ۲۹ · تمرین ۲ — عمودمنصف‌های دو ضلع مثلث۴۷

۴۶صفحه ۳۰ · تمرین ۳ — نیمسازهای دو زاویهٔ مثلث۴۸

۴۷صفحه ۳۰ · تمرین ۴ — رسم مثلث‌های متساوی‌الساقین۴۹

۴۸صفحه ۳۱ · کار در کلاس ۱ — اثبات خواص تناسب۵۰

۴۹صفحه ۳۲ · کار در کلاس ۲ — تکمیل تناسب‌ها۵۱

صفحه ۳۳ · فعالیت )استدلال استقرایی( — نسبت‌های۵۲
۵۰پاره‌خط‌ها در مثلث

۵۰صفحه ۳۳ · فعالیت — حدس قضیهٔ تالس۵۳

۵۱صفحه ۳۴ · فعالیت — اثبات قضیهٔ تالس۵۴

صفحه ۳۴ · کار در کلاس ۱ — کاربرد قضیهٔ تالس۵۵
)HC و AC ٔ۵۲)محاسبه

صفحه ۳۵ · کار در کلاس ۲ — تشکیل معادله با قضیه۵۶ٔ
۵۲تالس

صفحه ۳۵ · فعالیت ۱ — تعمیم قضیهٔ تالس۵۷
۵۳)صورت‌های دیگر(

صفحه ۳۵ · فعالیت ۲ — نتیجه‌گیری تناسب‌های دیگر۵۸
۵۳از قضیهٔ تالس

۵۴صفحه ۳۵ · فعالیت ۳ — اثبات تعمیم قضیهٔ تالس۵۹
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۵۴صفحه ۳۶ · کار در کلاس — درستی یا نادرستی تناسب‌ها۶۰

۵۵صفحه ۳۷ · پرسش — فرض و حکم عکس قضیهٔ تالس۶۱

۵۵صفحه ۳۹ · کار در کلاس — عکس قضیهٔ فیثاغورس۶۲

صفحه ۴۰ · تمرین ۱ — مساحت مثلث قائم‌الزاویه به دو۶۳
۵۶روش

۶۴a/b ۵۶صفحه ۴۱ · تمرین ۲ — یافتن نسبت

صفحه ۴۱ · تمرین ۳ — قضیهٔ پاره‌خط واصل وسط‌های۶۵
۵۶دو ضلع

۶۶PQ و AP ٔ۵۷صفحه ۴۱ · تمرین ۴ — محاسبه

۶۷y و x ۵۷صفحه ۴۱ · تمرین ۵ — یافتن

۵۸صفحه ۴۱ · تمرین ۶ — قضیه در ذوزنقه۶۸

۵۸صفحه ۴۱ · تمرین ۷ — عکس قضیه‌ها۶۹

۵۹صفحه ۴۱ · تمرین ۸ — برهان خلف: دو عمود از یک نقطه۷۰

۵۹صفحه ۴۱ · تمرین ۹ — رد حکم‌های کلی با مثال نقض۷۱

صفحه ۴۲ · اثبات )تکمیلی( — اثبات قضیهٔ اساسی۷۲
۶۰تشابه مثلث‌ها

۷۳CA و DE ٔ۶۰صفحه ۴۳ · کار در کلاس ۱ — تشابه و محاسبه

صفحه ۴۳ · کار در کلاس ۲ — تشابه مثلث‌های ABC و۷۴
MNP۶۱

۶۱صفحه ۴۴ · کار در کلاس ۳ — ترایایی تشابه۷۵

۶۲صفحه ۴۴ · فعالیت — روابط طولی در مثلث قائم‌الزاویه۷۶

صفحه ۴۵ · کار در کلاس — روابط طولی در مثلث۷۷
۶۳قائم‌الزاویه

۷۸y و x ۶۴صفحه ۴۵ · تمرین ۱ — اثبات تشابه و یافتن

صفحه ۴۵ · تمرین ۲ — طول‌ها در مثلث قائم‌الزاویه۷۹
AH(۶۵ ارتفاع وارد بر وتر(

۶۶صفحه ۴۵ · تمرین ۳ — مستطیل و عمود بر قطر۸۰

۶۶صفحه ۴۶ · تمرین ۴ — فاصله تا پای نورافکن۸۱

صفحه ۴۶ · تمرین ۵ — نسبت محیط و مساحت دو۸۲
۶۷مثلث متشابه

صفحه ۴۶ · تمرین ۶ — ارتفاع‌ها و مساحت در دو مثلث۸۳
۶۷متشابه

۳۷
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پرسشصفحه ۲۹۲۶

فرض کنید بخواهیم زمینی مثلث‌شکل را تنها با کشیدن یک دیوار مستقیم به دو قسمت هم‌مساحت تقسیم
نماییم. چگونه می‌توان این کار را انجام داد؟

از یک رأس مثلث به وسط ضلع مقابل، پاره‌خطی )میانه( رسم می‌کنیم؛ یعنی دیوار را روی میانهٔ مثلث
می‌سازیم.

دلیل: دو مثلثی که پدید می‌آیند قاعده‌های برابر دارند )چون نقطه، وسط ضلع است( و ارتفاع هر دو از رأس
.S = ½ × (BC/2) × hمشترک بر ضلع مقابل یکی است؛ پس مساحت‌هایشان برابر است: 

فعالیت ۱صفحه ۳۰۲۶

یک نقطهٔ ثابت در صفحه، مانند O را درنظر بگیرید و تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ثابت ۲ سانتی‌متر از آن هستند
درنظر بگیرید. این نقاط چه شکلی را تشکیل می‌دهند؟

 و شعاع ۲ سانتی‌متر تشکیل می‌دهند.O به مرکز دایرهاین نقاط یک 

فعالیت ۲صفحه ۳۱۲۶

یک دایره به مرکز O و به شعاع ۲ سانتی‌متر بکشید و یک نقطهٔ دلخواه روی آن درنظر بگیرید. فاصلهٔ این نقطه
تا مرکز دایره چقدر است؟

r به فاصلهٔ O( را درنظر بگیرید. هر نقطه که از نقطهٔ r و به شعاع O به مرکز C )بخوانید دایرهٔ Cنتیجه: دایرهٔ 
 است.r به فاصلهٔ Oباشد ......... دایره قرار دارد و هر نقطه که ......... دایره قرار دارد از نقطهٔ 

 است.۲ سانتی‌مترفاصلهٔ هر نقطهٔ دایره تا مرکز برابر شعاع، یعنی 

 دایره قرار دارد، از نقطهٔروی دایره قرار دارد و هر نقطه که روی باشد، r به فاصلهٔ O هر نقطه که از نقطهٔ نتیجه:
O ٔبه فاصله r.است 

۳۸
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فعالیت ۳صفحه ۳۲۲۶

مانند آنچه برای نقاط روی دایره انجام داده شد، یک‌بار برای نقاط داخل دایره و یک‌بار برای نقاط بیرون دایره
نتایج مشابهی به‌دست آورید.

( است و هر نقطه که فاصله‌اش تاr از شعاع )کمترهر نقطه که داخل دایره قرار دارد، فاصله‌اش تا مرکز 
 کمتر باشد، داخل دایره قرار دارد.rمرکز از 

( است و هر نقطه که فاصله‌اش تاr از شعاع )بیشترهر نقطه که بیرون دایره قرار دارد، فاصله‌اش تا مرکز 
 بیشتر باشد، بیرون دایره قرار دارد.rمرکز از 

فعالیت ۴صفحه ۳۳۲۶

خطی مانند d درنظر بگیرید. تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از خط d هستند مشخص کنید. این نقاط
چه شکل یا شکل‌هایی را تشکیل می‌دهند؟

dدو خط موازی با  به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر هستند در دو طرف خط قرار می‌گیرند. این نقاط dنقاطی که از خط 
 است.d و دیگری در سوی دیگر آن و هر کدام به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از dتشکیل می‌دهند که یکی در یک سوی 

فعالیت ۵صفحه ۳۴۲۶

 قرار دارد.�dنقطهٔ P به فاصلهٔ ۱ سانتی‌متر از خط 
الف( تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از نقطهٔ P هستند، مشخص کنید.

 را که به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از نقطهٔ P هستند، مشخص کنید.�dب( نقاطی از خط 

 و شعاع ۲ سانتی‌متر قرار دارند.P این نقاط روی دایره‌ای به مرکز الف(

 برابر ۱ و کمتر از شعاع )d�)۲ تا P نقاط خواسته‌شده است. چون فاصلهٔ �d محل برخورد این دایره با خط ب(
 و بهH باشد، این دو نقطه در دو طرف �d بر P پای عمود از H قطع می‌کند. اگر دو نقطهاست، دایره خط را در 

 سانتی‌متر از آن قرار دارند.1.73 ≈ 3√ = (1² − 2²)√فاصلهٔ 
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فعالیت ۶صفحه ۳۵۲۶

نقاط A و B را به فاصلهٔ ۵ سانتی‌متر از هم درنظر بگیرید. به مرکز A و به شعاع ۴ سانتی‌متر یک کمان رسم
X و به شعاع ۳ سانتی‌متر کمانی دیگر رسم کنید تا دو کمان یکدیگر را در نقاطی مانند B کنید و سپس به مرکز

و Y قطع کند.
الف( اندازهٔ اضلاع مثلث‌های AXB و AYB را مشخص کنید.

ب( توضیح دهید که چگونه می‌توانید مثلثی به طول ضلع‌های داده‌شدهٔ ۴ و ۵ و ۷ رسم کنید.

،5² = 4² + 3². هر دو مثلث اضلاعی به طول ۳ و ۴ و ۵ دارند و چون AB = 5 و AX = AY = 4 ،BX = BY = 3الف(
( و با هم هم‌نهشت‌اند.Y و Xهر دو مثلث قائم‌الزاویه‌اند )زاویهٔ قائمه در 

 و شعاع ۵ دوB و شعاع ۴ و به مرکز A( می‌کشیم. به مرکز AB ابتدا پاره‌خطی به طول ۷ سانتی‌متر )مثلاً ب(
ABC کمان‌ها یکدیگر را قطع می‌کنند(. مثلث 7 < 5 + 4 قطع کنند )چون Cکمان می‌زنیم تا یکدیگر را در نقطهٔ 

با اضلاع ۴ و ۵ و ۷ مثلث خواسته‌شده است.

فعالیت )عمودمنصف ۱(صفحه ۳۶۲۷

AB روی عمودمنصف W و عمودمنصف آن مشخص شده‌اند. نقطه‌ای دلخواه مانند AB در شکل مقابل پاره‌خط
درنظر بگیرید و نشان دهید W از دوسرِ AB به یک فاصله است.

نتیجهٔ ۱: هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره‌خط از دو سر آن پاره‌خط ................ .

 را درنظر می‌گیریم:WMB و WMA. دو مثلث AM = MB و WM � AB باشد؛ پس AB وسط Mفرض کنیم 

AM = MB)وسط پاره‌خط( 

WM = WM)ضلع مشترک( 

�WMA = �WMB = 90°

.WA = WBطبق حالت )ض ز ض( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 

.به یک فاصله است هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره‌خط از دو سر آن پاره‌خط نتیجهٔ ۱:

۴۰
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فعالیت )عمودمنصف ۲(صفحه ۳۷۲۷

 = AWپاره‌خط AB و نقطهٔ W مانند شکل مقابل به‌گونه‌ای قرار دارند که W از دوسر AB به یک فاصله است )
BWوصل کنید و با AB و به وسط B و A به W راهنمایی: از( .قرار دارد AB روی عمودمنصف W نشان دهید .)

استفاده از هم‌نهشتی مثلث‌ها نشان دهید W روی عمودمنصف AB قرار دارد.(
نتیجهٔ ۲: هر نقطه که از دوسر یک پاره‌خط به فاصلهٔ یکسان باشد ................ .

از )۱( و )۲( نتیجه می‌گیریم: هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره‌خط باشد از ................ و هر نقطه که
از ................ روی عمودمنصف آن پاره‌خط قرار دارد.

:WBM و WAM وصل می‌کنیم. در مثلث‌های M و A ،B را به W باشد و AB وسط Mفرض کنیم 

WA = WB)فرض( 

AM = BM)وسط پاره‌خط( 

WM = WM)ضلع مشترک( 

. این دو زاویه مجاورند و�WMA = �WMBطبق حالت )ض ض ض( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 
 عمود است و از وسط آن می‌گذرد، پسAB بر WMمجموعشان ۱۸۰° است؛ بنابراین هر کدام ۹۰° است. یعنی 

W روی عمودمنصف AB.قرار دارد 

.روی عمودمنصف آن پاره‌خط قرار دارد هر نقطه که از دوسر یک پاره‌خط به فاصلهٔ یکسان باشد، نتیجهٔ ۲:

 و هردو سر آن پاره‌خط به یک فاصله است هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره‌خط باشد، از جمع‌بندی:
، روی عمودمنصف آن پاره‌خط قرار دارد.دو سر آن پاره‌خط به یک فاصله باشدنقطه که از 

فعالیتصفحه ۳۸۲۷

۱( نقطهٔ P در صفحه مشخص شده است. چند خط می‌توانید رسم کنید که از نقطهٔ P عبور نمایند؟
B و A ٔدر صفحه مشخص شده‌اند. چند خط متمایز می‌توانید رسم کنید که از هر دو نقطه B و A ٔ۲( دو نقطه

عبور نمایند؟
۳( به نظر شما برای اینکه یک خط مشخص شود حداقل چند نقطه از آن باید مشخص شده باشد؟

 خط می‌گذرد.بی‌شماراز یک نقطه 

 خط از دو نقطهٔ متمایز می‌گذرد.یکتنها 

 از خط باید معلوم باشد.دو نقطهٔ متمایزحداقل 
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فعالیتصفحه ۳۹۲۷

رسم عمودمنصف یک پاره‌خط داده‌شده: می‌خواهیم عمودمنصف پاره‌خط AB را رسم کنیم.
B و بار دیگر به همان شعاع و به مرکز A ٔباز کنید و یک بار به مرکز نقطه AB ۱ـ دهانهٔ پرگار را بیش از نصف طول

کمان بزنید تا دو کمان یکدیگر را در نقاطی مانند P و Q قطع کنند.
۲ـ آیا نقاط P و Q نقاطی متعلق به عمودمنصف AB هستند؟ چرا؟

۳ـ آیا با داشتن نقاط P و Q می‌توان عمودمنصف AB را مشخص کرد؟ چرا؟
۴ـ حال عمودمنصف AB را رسم کنید.

 پدید می‌آیند.AB در دو سوی Q و Pکمان‌ها را مطابق دستور می‌زنیم؛ دو نقطهٔ برخورد 

. هر نقطه که از دو سر پاره‌خط به یکQA = QB و PA = PBبله. چون هر دو کمان شعاع یکسان دارند، 
 هستند.AB روی عمودمنصف Q و Pفاصله باشد روی عمودمنصف آن است )نتیجهٔ ۲(، پس 

 همانPQ دو نقطهٔ متمایزند و از دو نقطهٔ متمایز فقط یک خط می‌گذرد؛ پس خط Q و Pبله. 
 است.ABعمودمنصف 

 است.AB را رسم می‌کنیم؛ این خط عمودمنصف PQبا خط‌کش خط 

فعالیتصفحه ۴۰۲۸

رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه‌ای روی آن: خط d و نقطهٔ M روی آن مانند شکل مشخص شده‌اند.
می‌خواهیم خطی رسم کنیم که از M بگذرد و بر خط d عمود باشد.

 باشد.۱AM = MBـ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B را بر خط d بیابید که 
۲ـ عمودمنصف پاره‌خط AB را رسم کنید.

۳ـ عمودمنصف پاره‌خط AB خطی است که بر خط d ............ و از نقطهٔ ............ .

B و A قطع می‌کنیم؛ دو نقطهٔ M را در دو طرف d و باز کردن دلخواه آن، خط Mبا نوک پرگار روی 
.AM = MBبه‌دست می‌آیند و 

 را با روش رسم عمودمنصف می‌کشیم.ABعمودمنصف 

. پس اینمی‌گذرد (AB )وسط M و از نقطهٔ عمود استd خطی است که بر خط ABعمودمنصف پاره‌خط 
خط همان خط عمود خواسته‌شده است.
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فعالیتصفحه ۴۱۲۸

رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه‌ای غیر واقع بر آن: خط d و نقطهٔ P مانند شکل داده شده‌اند. می‌خواهیم
خطی رسم کنیم که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d عمود باشد.

۱ـ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B را بر خط d به‌گونه‌ای بیابید که از نقطهٔ P به یک فاصله باشند.
۲ـ عمودمنصف پاره‌خط AB را رسم کنید.

۳ـ آیا عمودمنصف پاره‌خط AB از نقطهٔ P می‌گذرد؟ چرا؟
عمودمنصف پاره‌خط AB بر خط d ............ و از نقطهٔ ............ .

 قطعB و A را در d کمانی می‌زنیم تا d تا P می‌گذاریم و با شعاعی بزرگ‌تر از فاصلهٔ Pنوک پرگار را روی 
.PA = PBکند؛ پس 

 را رسم می‌کنیم.ABعمودمنصف 

 قرارAB به یک فاصله است و بنابر نتیجهٔ ۲ روی عمودمنصف AB از دو سر P، نقطهٔ PA = PBبله؛ چون 
دارد.

؛ پس خط عمود خواسته‌شده است.P می‌گذرد و از نقطهٔ عمود استd بر خط ABعمودمنصف پاره‌خط 

فعالیتصفحه ۴۲۲۸

رسم خط موازی با خط داده شده از نقطه‌ای غیر واقع بر آن: خط d و نقطهٔ P مانند شکل مقابل داده شده‌اند.
می‌خواهیم خطی رسم کنیم که از نقطهٔ P بگذرد و با خط d موازی باشد.

 را به‌گونه‌ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d عمود باشد.�۱dـ خط 
 عمود باشد.�d را به‌گونه‌ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط �۲dـ خط 
 را مورب درنظر بگیرید(�d نسبت به خط d چه وضعیتی دارد؟ چرا؟ )خط �۳dـ خط 

 است.�d عمود می‌کنیم؛ این خط d بر Pبا روش »عمود از نقطهٔ غیر واقع بر خط« از 

 است.�d عمود می‌کنیم؛ این خط �d بر Pبا روش »عمود از نقطه‌ای روی خط« در نقطهٔ 

d� با dاست. چون موازی d� مورب دو خط d و dاست و هر دو زاویهٔ متناظر برابر ۹۰° هستند )هر دو� 
.d� � d عمودند(، پس �dخط بر 
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فعالیتصفحه ۴۳۲۸

برخی خواص نیمساز و ترسیم آن: ۱ـ در شکل مقابل نیم‌خط Ow نیمساز زاویهٔ vOu است. فرض کنید P یک
P ٔیکسان است. )یعنی اگر از نقطه vOu ٔاز دو ضلع زاویه P ٔباشد. ثابت کنید فاصلهٔ نقطه Ow نقطهٔ دلخواه روی

عمودهایی بر Ov و Ou رسم کنیم، طول آنها باهم برابر است.(
نتیجهٔ ۱: هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه ................ .

:�OPH و �OPH را رسم می‌کنیم. در دو مثلث قائم‌الزاویهٔ Ou بر �PH و Ov بر �PH عمودهای Pاز 

�POH� = �POH� چون( Ow)نیمساز است 

�OH�P = �OH�P = 90°

OP = OP)ضلع مشترک( 

.�PH� = PHطبق حالت )ز ز ض( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 

.به یک فاصله است هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه نتیجهٔ ۱:

فعالیتصفحه ۴۴۲۹

۲ـ در شکل مقابل فاصلهٔ نقطهٔ P از دو ضلع زاویهٔ vOu یکسان است. نشان دهید که نقطهٔ P روی نیمساز
زاویهٔ vOu قرار دارد. )راهنمایی: پاره‌خط OP را و دو عمود از نقطهٔ P بر Ou و Ov رسم کنید و با استفاده از

هم‌نهشتی مثلث‌ها نشان دهید OP همان نیمساز زاویهٔ uOv است.(
نتیجه ۲: هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به فاصلهٔ یکسان باشد، روی ................ قرار دارد.

از )۱( و )۲( نتیجه می‌گیریم: هر نقطه که روی ................ یک زاویه قرار داشته باشد، از ................ و هر نقطه
که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد، روی ................ آن زاویه قرار دارد.

 و�OPH. در دو مثلث قائم‌الزاویهٔ �PH� = PH را رسم می‌کنیم؛ طبق فرض PH� � Ov و PH� � Ouعمودهای 
OPH�:

PH� = PH�)فرض( 

OP = OP)وتر مشترک( 

هر دو قائم‌الزاویه‌اند

 است.uOv نیمساز زاویهٔ OP و ��POH� = �POHطبق حالت )وتر و یک ضلع( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 

 قرار دارد.نیمساز آن زاویه هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به فاصلهٔ یکسان باشد، روی نتیجهٔ ۲:

 و هردو ضلع آن زاویه به یک فاصله است یک زاویه قرار داشته باشد، از نیمساز هر نقطه که روی جمع‌بندی:
 آن زاویه قرار دارد.نیمسازنقطه که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد، روی 
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فعالیتصفحه ۴۵۲۹

۳ـ رسم نیمساز یک زاویه
الف( زاویهٔ uOv را درنظر بگیرید. به مرکز O و به شعاع دلخواه کمانی رسم کنید تا نیم‌خط‌های Ou و Ov را در

نقاطی مانند P و Q قطع کند. ـ طول پاره‌خط‌های OP و OQ نسبت به هم چگونه‌اند؟
ب( دهانهٔ پرگار را کمی بیش از نصف طول پاره‌خط PQ باز کنید و یک بار به مرکز P و بار دیگر به مرکز Q کمانی

مانند شکل یکدیگر را در نقطه‌ای مانند W قطع کنند. طول پاره‌خط‌های PW و QW نسبت به هم چگونه‌اند؟
پ( پاره‌خط‌های WO، WP و WQ را رسم کنید. دو مثلث OPW و OQW نسبت به هم چگونه‌اند؟ چرا؟ ـ اندازهٔ

زاویه‌های POW و QOW نسبت به هم چگونه‌اند؟ چرا؟ ـ پاره‌خط OW ............ زاویهٔ uOv است.

، چون هر دو شعاع یک کمان‌اند.OP = OQالف(

، چون دو کمان شعاع یکسان دارند.PW = QWب(

 ضلع مشترک است )ض ض ض(.OW و OP = OQ ،PW = QWاند، زیرا هم‌نهشتOQW و OPW دو مثلث پ(
 است.uOv زاویهٔ نیمسازOW. پس پاره‌خط �POW = �QOWدر نتیجه زاویه‌های متناظر برابرند: 

تمرین ۱صفحه ۴۶۲۹

الف( دو پاره‌خط AB و CD مطابق شکل داده شده‌اند. نقطه‌ای بیابید که از دو نقطهٔ A و B به یک فاصله باشد و
از دو نقطهٔ D و C نیز به یک فاصله باشد.

ب( نقطهٔ موردنظر در قسمت )الف( را O می‌نامیم. اگر نقطهٔ O روی عمودمنصف پاره‌خط BC باشد و G دایره‌ای
به مرکز O و به شعاع OA باشد، رأس‌های چهارضلعی ABCD نسبت به دایرهٔ G چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

 به یک فاصلهD و C قرار دارد و نقطه‌ای که از AB به یک فاصله است روی عمودمنصف B و A نقطه‌ای که از الف(
 است.O را رسم می‌کنیم؛ محل برخورد آنها نقطهٔ CD و AB. پس عمودمنصف‌های CDاست روی عمودمنصف 

 = OC است( و BC روی عمودمنصف O )چون OB = OC است(، AB روی عمودمنصف O )چون OA = OBب(
OD چون( O روی عمودمنصف CD پس .)است OA = OB = OC = OD یعنی هر چهار رأس .A ،B ،C و Dاز مرکز 

.هر چهار رأس روی دایرهٔ G قرار دارند به فاصلهٔ شعاع‌اند و Gدایرهٔ 
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تمرین ۲صفحه ۴۷۲۹

مثلثی دلخواه رسم کنید و آن‌را ABC بنامید. عمودمنصف‌های دو ضلع این مثلث را رسم کنید و نقطهٔ برخورد
آنها را O بنامید. به مرکز O و به شعاع OA یک دایره رسم کنید. نقاط B و C نسبت به این دایره چه وضعیتی

دارند؟ چرا؟

؛ وOA = OB است، پس AB روی عمودمنصف O باشد. AC و AB محل برخورد عمودمنصف‌های Oفرض کنیم 
.OA = OB = OC. بنابراین OA = OC است، پس ACروی عمودمنصف 

. )دایره از سه رأس مثلثروی دایره قرار دارند هستند و OA به فاصلهٔ شعاع O هم از مرکز C و Bیعنی 
می‌گذرد.(

تمرین ۳صفحه ۴۸۳۰

مثلثی دلخواه رسم کنید و آن‌را ABC بنامید. نیمسازهای دو زاویهٔ این مثلث را رسم کنید و نقطهٔ برخورد آنها را
ABC بنامید. اضلاع مثلث H بر سه ضلع مثلث عمود رسم کنید و پای یکی از عمودها را O ٔبنامید. از نقطه O

نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟
)در متن کتاب: »به مرکز O و به شعاع OH دایره‌ای رسم کنید.«(

AB است، از دو ضلع A روی نیمساز زاویهٔ O باشد. چون B و A محل برخورد نیمسازهای زاویه‌های Oفرض کنیم 
 از هرO به یک فاصله است. پس فاصلهٔ BC و AB است، از B به یک فاصله است و چون روی نیمساز زاویهٔ ACو 

 است.OHسه ضلع یکسان و برابر 

 از پای هر سه عمود می‌گذرد و هر ضلع در پای عمود بر شعاع عمود است؛ پسOH و شعاع Oدایره‌ای به مرکز 
 )دایره در مثلث محاط است(.هر سه ضلع مثلث بر دایره مماس‌اند
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تمرین ۴صفحه ۴۹۳۰

فرض کنید نقطهٔ A به فاصلهٔ ۴ سانتی‌متر از خط d باشد. روش رسم هریک از مثلث‌های زیر را توضیح دهید.
الف( مثلثی متساوی‌الساقین که A یک رأس آن و قاعدهٔ آن بر خط d منطبق باشد.

ب( مثلثی که شرایط )الف( را داشته باشد و طول ساق آن ۶ سانتی‌متر باشد.
 باشد.cm² 8پ( مثلثی رسم کنید که شرایط قسمت )الف( را داشته باشد و مساحت آن 

B را در دو نقطهٔ d و شعاع دلخواه، H(. به مرکز AH = 4 می‌نامیم )H عمود می‌کنیم و پای عمود را d بر A از الف(
 متساوی‌الساقینABC و مثلث AB = AC است، پس BC عمودمنصف AH .(HB = HC قطع می‌کنیم )Cو 

است.

 AB قطع کند )چون ۶ < ۴ قطع می‌کند(. آنگاه C و B را در d و شعاع ۶ سانتی‌متر کمانی می‌زنیم تا A به مرکز ب(
= AC = 6 و A روی عمودمنصف BC :است. اندازهٔ قاعده HB = √(6² − 4²) = √20 = 2√5پس 

BC = 4√5 ≈ 8.94 cm.

C و B به هر طرف ۲ سانتی‌متر جدا می‌کنیم تا H از d. روی BC = 4 cm پس BC × 4 = 8 × ½ مساحت: پ(
 AB = AC = √20 ≈ 4.47 است )cm² 8 متساوی‌الساقین با مساحت ABC(. مثلث HB = HC = 2به‌دست آیند )

cm).
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کار در کلاس ۱صفحه ۵۰۳۱

با فرض اینکه تمام مخرج‌ها مخالف صفرند و با توجه به نکات گفته شده در بالا هریک از موارد زیر را ثابت کنید.
 )طرفین وسطین(a/b = c/d � ad = bcالف( 

 )تبدیل حاصل‌ضرب به تناسب(ad = bc � a/b = c/dب( 
 )معکوس کردن تناسب(a/b = c/d � b/a = d/cپ( 
 )تعویض جای طرفین با وسطین(a/b = c/d � c/a = d/b و a/c = b/dت( 
 )ترکیب نسبت در صورت یا مخرج(a/b = c/d � (a+b)/b = (c+d)/d و a/(a+b) = c/(c+d)ث( 
 )تفضیل نسبت در صورت یا مخرج(a/b = c/d � (a−b)/b = (c−d)/d و a/(b−a) = c/(d−c)ج( 

راهنمایی )ث(: برای اثبات اولین تناسب به دو طرف تساوی عدد ۱ را اضافه کنید و برای اثبات تناسب دوم ابتدا
کسرها را معکوس نمایید، سپس به دو طرف عدد ۱ را اضافه کنید. راهنمایی )ج(: در قسمت )ج( برای اثبات

اولین تناسب از دو طرف تساوی عدد ۱ را کم کنید و برای اثبات تناسب دوم ابتدا کسرها را معکوس کرده،
سپس از دوطرف عدد ۱ را کم کنید.

a/b · bd = c/d · bd مخالف صفرند(: d و b ضرب می‌کنیم )مجاز است چون bd را در a/b = c/d دو طرف الف(
.ad = bcپس 

.a/b = c/d پس ad/(bd) = bc/(bd) )مخالف صفر( تقسیم می‌کنیم: bd را بر ad = bc دو طرف ب(

 و مخرج‌ها وa/b = c/d دو عدد مساوی و مخالف صفر، معکوس‌هایشان هم مساوی است. چون پ(
.b/a = d/cصورت‌ها مخالف صفرند، معکوس دو طرف را می‌گیریم: 

 تقسیمcd. دو طرف را بر c/a = d/b یعنی d/b = c/a تقسیم می‌کنیم: ab. دو طرف را بر ad = bc از )الف( ت(
.a/c = b/dمی‌کنیم: 

. برای تناسبb = (c+d)/d/(a+b) پس a/b + 1 = c/d + 1 عدد ۱ را اضافه می‌کنیم: a/b = c/d به دو طرف ث(
 وa = (d+c)/c/(b+a). به دو طرف ۱ اضافه می‌کنیم: b/a = d/c نتیجهٔ )پ( را می‌گیریم: a/b = c/dدوم، از 

.a/(a+b) = c/(c+d)دوباره معکوس می‌گیریم: 

. برای تناسب دوم:b = (c−d)/d/(a−b) پس a/b − 1 = c/d − 1 عدد ۱ را کم می‌کنیم: a/b = c/d از دو طرف ج(
b/a = d/c :؛ ۱ را کم می‌کنیم(b−a)/a = (d−c)/c :و معکوس می‌گیریم a/(b−a) = c/(d−c).
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کار در کلاس ۲صفحه ۵۱۳۲

با توجه به خواص اثبات‌شده در ۱ موارد زیر را کامل کنید.
___ × 15 = ___ × 5 � 15/42 = 5/14الف( 

___/12 = ___/3 � 10 × 12 = 40 × 3ب( 
___ = 10/7 � 21/30 = 7/10پ( 
6/11 = 18/33 � 6/18 = ___ ، 33/11 = ___ت( 
4/14 = 10/35 � 18/14 = ___ ، 4/18 = ___ث( 
5/12 = 10/24 � −7/12 = ___ ، 5/−7 = ___ج( 

 )طرفین وسطین؛ هر دو طرف ۲۱۰ می‌شود(14 × 15 = 42 × 5الف(

 به‌دست می‌آید(a/b = c/d تناسب ad = bc )از 12/40 = 3/10ب(

 )معکوس کردن تناسب(30/21 = 10/7پ(

 )تعویض جای طرفین با وسطین(18/6 = 33/11 و 11/33 = 6/18ت(

 )ترکیب نسبت در صورت و در مخرج(10/45 = 4/18 و 45/35 = 18/14ث(

 با تغییر10/14 = 5/7 هم‌ارز (14−)/10 = (7−)/5 )تفضیل نسبت؛ 14−/10 = 7−/5 و 14/24− = 7/12−ج(
علامت هر دو مخرج است(
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فعالیت )استدلال استقرایی(صفحه ۵۲۳۳

. این اطلاعات را می‌توان به این صورت نشان داد:D�E� � BC و D�E� � BC و D�E� � BCدر شکل مقابل داریم: 
D�E� � BC 1 برای ≤ i ≤ 3.

ـ اندازهٔ پاره‌خط‌های زیر را با خط‌کش مشخص کرده و در کسرها جایگزین کنید و نسبت‌های برابر را در
ستون‌های متمایز مشخص نمایید.

AD�/D�B ، AD�/D�B ، AD�/D�B و AE�/E�C ، AE�/E�C ، AE�/E�C

اندازه‌ها با خط‌کش )به سانتی‌متر، تقریبی(

نسبتستون دومستون اول

AD�/D�B = 1.7/2.4AE�/E�C = 1.0/1.4۰٫۷ حدود

AD�/D�B = 2.5/1.6AE�/E�C = 1.5/0.9۱٫۷ حدود ۱٫۶ تا

AD�/D�B = 3.3/0.7AE�/E�C = 2.1/0.4۵ حدود ۴٫۷ تا

 برابر است؛AE�/E�C با AD�/D�B. )مثلاً AD�/D�B = AE�/E�Cنسبت‌های هر ردیف با تقریب خوبی برابرند: 
همان‌طور که پیکان کتاب نشان می‌دهد. اختلاف‌های کوچک به‌خاطر خطای اندازه‌گیری است.(

اندازه‌ها از روی شکل تخمین زده شده‌اند و این جواب ممکن است دقیق نباشد؛ نکتهٔ اصلی برابری
نسبت‌های هر ردیف است.

فعالیتصفحه ۵۳۳۳

اگر پاره‌خط DE مانند شکل روبه‌رو موازی ضلع BC از مثلث ABC باشد، حدس می‌زنید نسبت کدام پاره‌خط‌ها
با هم برابر باشند؟ ——— = ———

آیا می‌توان نتیجه گرفت اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث رسم شود، همواره تساوی مشابه بالا برقرار
است؟

.AD/DB = AE/ECحدس می‌زنیم: 

این حدس تنها بر پایهٔ مشاهدهٔ چند حالت است )استدلال استقرایی( و با چند مورد نمی‌توان به درستی آن
برای همهٔ حالت‌ها مطمئن شد. برای اطمینان باید آن را با استدلال استنتاجی ثابت کنیم؛ این کار در فعالیت

بعد )قضیهٔ تالس( انجام می‌شود.
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فعالیتصفحه ۵۴۳۴

.AD/DB = AE/ECفرض کنید مانند شکل مقابل پاره‌خط DE موازی ضلع BC باشد. می‌خواهیم نشان دهیم: 
S_DEC و ۱S_DEBـ از نقطهٔ D به C و از E به B وصل کنید. مساحت‌های مثلث‌های DEC و DEB که آنها را با 

نشان می‌دهیم، با هم برابرند. چرا؟
 بنامید. سپس از D به ضلع AC عمود کنید و پای عمود را�۲Hـ از نقطهٔ E به ضلع AB عمود کنید و پای عمود را 

H�.بنامید 
۳S_ADE / S_DEB = (½ EH� × AD)/(½ EH� × DB) = AD/DBـ 
۴S_ADE / S_DEC = (½ DH� × AE)/(½ DH� × EC) = AE/ECـ 

. چرا؟۵AD/DB = AE/ECـ از )۱( و )۳( و )۴( نتیجه می‌شود 

DE از خط B و C، فاصلهٔ رئوس DE � BC دارند و چون DE قاعدهٔ مشترک DEB و DECدو مثلث 
.S_DEB = S_DEC)ارتفاع‌های دو مثلث( برابر است. پس 

عمودها را رسم می‌کنیم.

 روی یک خط‌اند(؛ پس نسبتDB و AD دارند )قاعده‌هایشان �EH ارتفاع مشترک DEB و ADEدو مثلث 
 است.AD/DBمساحت‌ها برابر نسبت قاعده‌ها، یعنی 

AE/EC دارند و نسبت مساحت‌ها برابر �DH ارتفاع مشترک DEC و ADEبه همین ترتیب دو مثلث 
است.

 = S_ADE/S_DEB؛ پس سمت چپ دو تساوی )۳( و )۴( برابر است S_DEB = S_DECطبق )۱( 
S_ADE/S_DEC :و در نتیجه سمت راست آنها نیز برابر است AD/DB = AE/ECٔاین همان قضیه( .

تالس است.(
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کار در کلاس ۱صفحه ۵۵۳۴

در شکل پاره‌خط‌های GH و BC موازی‌اند. اندازهٔ پاره‌خط‌های AC و HC را به دست آورید.

:GH � BC با ABCطبق قضیهٔ تالس در مثلث 

AG/GB = AH/HC � 3/5 = 2/HC � HC = 10/3 ≈ 3.33

AC = AH + HC = 2 + 10/3 = 16/3 ≈ 5.33

کار در کلاس ۲صفحه ۵۶۳۵

با تشکیل یک معادله، مقدار x و اندازهٔ پاره‌خط‌های AI و AJ را به دست آورید.

:AI/IB = AJ/JC، طبق قضیهٔ تالس IJ � BCچون 

2x/5 = (x+4)/7.5 � 15x = 5(x+4) � 10x = 20 � x = 2

AI = 2x = 4 و AJ = x + 4 = 6 :(0.8 = 6/7.5 = 4/5. )بررسی
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فعالیت ۱صفحه ۵۷۳۵

.DE � BCدر شکل مقابل 
الف( تناسب قضیهٔ تالس را بنویسید.

 نتیجه بگیرید.AD/AB = AE/AC را AD/DB = AE/ECب( به کمک ترکیب نسبت در مخرج تناسب 
 را نتیجهDB/AB = EC/ACپ( به کمک تفضیل نسبت در صورت از تناسب به‌دست آمده در )ب( تناسب 

بگیرید.
توجه کنید که تناسب‌های به‌دست آمده در )ب( و )پ( صورت‌های دیگر قضیهٔ تالس‌اند.

AD/DB = AE/ECالف(

 و چونAD/(AD+DB) = AE/(AE+EC) :(a/b = c/d � a/(a+b) = c/(c+d) طبق ترکیب نسبت در مخرج )ب(
AD + DB = AB و AE + EC = AC داریم ،AD/AB = AE/AC.

 = AB/(AD−AB) :(a/b = c/d � (a−b)/b = (c−d)/d با تفضیل نسبت در صورت )AD/AB = AE/AC از پ(
(AE−AC)/AC چون .AD − AB = −DB و AE − AC = −EC پس ،−DB/AB = −EC/AC یعنی DB/AB = EC/AC.

فعالیت ۲صفحه ۵۸۳۵

در مثلث ABC پاره‌خط DE موازی ضلع BC است. ابتدا تناسبِ قضیهٔ تالس را بنویسید. سپس با توجه به
ویژگی‌های تناسب و تکمیل تساوی‌های زیر، تناسب‌های دیگری را از قضیهٔ تالس نتیجه بگیرید.

} ...... = AD/AB = ......  ،  AB/AD  ؛  ...... = DB/DA = ......  ،  BD/BA = ......  ،  AB/BD { �  ...... = AD/DB

. با خواص تناسب )معکوس کردن، ترکیب و تفضیل نسبت(:AD/DB = AE/ECقضیهٔ تالس: 

DB/DA = EC/EA)معکوس کردن( 

BD/BA = EC/CA))تفضیل نسبت در صورت و مخرج، نتیجهٔ فعالیت ۱ )پ( 

AB/BD = AC/CE)معکوس تناسب قبل( 

AD/AB = AE/AC)ترکیب نسبت در مخرج( 

AB/AD = AC/AE)معکوس تناسب قبل( 
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فعالیت ۳صفحه ۵۹۳۵

.... = AD/ABالف( در شکل پاره‌خط‌های DE و BC موازی‌اند. با توجه به قضیهٔ تالس داریم: 
.... = BF/BCب( پاره‌خط EF را موازی AB رسم می‌کنیم. بنابراین داریم: 

AD/AB = ___/AC = ___/BCپ( با توجه به قسمت‌های )الف( و )ب( داریم: 
.... = BFت( چهارضلعی DEFB چه نوع چهارضلعی‌ای است؟ پاره‌خط BF با کدام پاره‌خط برابر است؟ 

. این رابطه تعمیم قضیهٔ تالسAD/AB = ___/AC = ___/BCث( با توجه به قسمت‌های )پ( و )ت( داریم: 
است.

 )صورت دیگر قضیهٔ تالس(AD/AB = AE/ACالف(

. با تفضیل نسبت:CE/CA = CF/CB است؛ طبق قضیهٔ تالس EF � AB، خط ABC در مثلث ب(
(CA−CE)/CA = (CB−CF)/CB یعنی AE/AC = BF/BC ؛ پسBF/BC = AE/AC.

AD/AB = AE/AC = BF/BCپ(

 است و اضلاعمتوازی‌الاضلاع )ساخت(؛ پس EF � DB )فرض( و DE � BF داریم DEFB در چهارضلعی ت(
.BF = DEروبه‌روی آن برابرند: 

. این رابطه تعمیم قضیهٔ تالس است.AD/AB = AE/AC = DE/BCث(

کار در کلاسصفحه ۶۰۳۶

در شکل پاره‌خط PQ موازی با ضلع BC است. درستی یا نادرستی هر عبارت را مشخص کنید.
AP/AB = AQ/AC = PQ/BC ب( AP/PB = AQ/QC = PQ/BCالف( 

PB/AB = QC/AC = PQ/BC ت( PB/AP = QC/ACپ( 
AB/AP = AC/AQ = BC/PQ ج( PB/AB = QC/ACث( 

.AP/PB است نه AP/AB برابر PQ/BC درست است، اما AP/PB = AQ/QCالف( نادرست.

 )تعمیم قضیهٔ تالس(ب( درست.

.(AC باشد نه AQ است )مخرج دوم باید PB/AP = QC/AQ صورت درست پ( نادرست.

 برابر نیست.PB/AB و در حالت کلی با PQ/BC = AP/AB درست است، اما PB/AB = QC/ACت( نادرست.

 )صورت دیگر قضیهٔ تالس(ث( درست.

 )معکوس تناسب قسمت ب(ج( درست.
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پرسشصفحه ۶۱۳۷

با توجه به آنچه گفته شد، فرض و حکم عکس قضیهٔ تالس را بنویسید.
فرض: ............ حکم: ............

به نظر شما عکس قضیهٔ تالس درست است یا نه؟

. در عکس، جای فرض و حکم عوض می‌شود:AD/DB = AE/EC، حکم DE � BCقضیهٔ تالس: فرض 

.AD/DB = AE/EC قرار دارند و AC و AB به‌ترتیب روی E و D نقاط ABC در مثلث فرض:

.DE � BCحکم:

عکس قضیهٔ تالس درست است؛ درستی آن با برهان خلف در صفحهٔ بعد اثبات می‌شود.

کار در کلاسصفحه ۶۲۳۹

.a² = b² + c²با توجه به قضیهٔ فیثاغورس اگر زاویهٔ A از مثلثی مانند ABC قائمه باشد، آنگاه 
الف( عکس این قضیه را بنویسید.

ب( با انجام مراحل زیر نتیجه بگیرید که عکس قضیهٔ فیثاغورس نیز درست است.
 بین اندازهٔ اضلاع آن برقرار است.۱a² = b² + c²ـ فرض کنیم مثلث ABC داده شده است و رابطهٔ 

A′C′ = AC و A′B′ = AB و ۲Â′ = 90°ـ پاره‌خط‌های A′B′ و A′C′ را مطابق شکل مقابل به‌گونه‌ای درنظر بگیرید که 
است.

 = ′۳B′Cـ با استفاده از قضیهٔ فیثاغورس در مثلث A′B′C′، اندازهٔ پاره‌خط B′C′ را به‌دست آورید و ثابت کنید 
BC.

.Â = 90° و نتیجه بگیرید ′۴�ABC � �A′B′Cـ توضیح دهید چرا 
ج( قضیهٔ فیثاغورس و عکس آن را به‌صورت یک قضیهٔ دو شرطی بیان کنید.

 قائمه است.A برقرار باشد، آنگاه زاویهٔ a² = b² + c² رابطهٔ ABC اگر در مثلثی مانند الف(

 وB′C′² = a²؛ پس b² + c² = a². طبق فرض A′B′C′:B′C′² = A′B′² + A′C′² = c² + b² )۳( در مثلث قائم‌الزاویهٔ ب(
B′C′ = a = BC.

(؛ طبق حالت )ض ض′AB = A′B′ ،AC = A′C′ ،BC = B′C سه ضلع نظیر برابر دارند )′A′B′C و ABC)۴( دو مثلث 
.Â = Â′ = 90°ض( هم‌نهشت‌اند. پس زاویه‌های متناظر برابرند: 

.(Â = 90° � a² = b² + c² )یعنی a² = b² + c²اگر و تنها اگر قائمه است A زاویهٔ ABC در مثلث ج(
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تمرین ۱صفحه ۶۳۴۰

در شکل مقابل مساحت مثلث قائم‌الزاویهٔ ABC را به دو روش محاسبه کنید و از تساوی دو عبارت به‌دست
آمده برای مساحت مثلث، یک تناسب به‌دست آورید.

 ارتفاع وارد بر وتر است.AH قائمه و A زاویهٔ ABCدر مثلث 

S = ½ × AB × AC :(AC و ارتفاع ABروش اول )قاعده 

S = ½ × BC × AH :(AH و ارتفاع BCروش دوم )قاعده 

( به‌دست می‌آید.AB/AH = BC/AC )یا AB/BC = AH/AC و از آن تناسب AB × AC = BC × AHاز تساوی: 

تمرین ۲صفحه ۶۴۴۱

 را به‌دست آورید.a/bدر هر مورد، مقدار عددی نسبت 
(7+2b)/(3b+7) = (10+2a)/(3a+10) ب( a/(10+a) = b/(8+b)الف( 

:8a = 10b و 8a + ab = 10b + ab پس a(8+b) = b(10+a) طرفین وسطین: الف(

a/b = 10/8 = 5/4

:7a = 10b و 21a + 6ab + 70 + 20b = 30b + 6ab + 70 + 14a پس (10+2a)(3b+7) = (7+2b)(3a+10)ب(

a/b = 10/7

تمرین ۳صفحه ۶۵۴۱

ثابت کنید در هر مثلث پاره‌خطی که وسط‌های دو ضلع مثلث را به هم وصل کند، با ضلع سوم موازی و مساوی
نصف آن است.

.AM/MB = AN/NC، یعنی AN/NC = 1 و AM/MB = 1 است. پس AC وسط N و AB وسط ABC ،Mدر مثلث 

 = MN پس MN/BC = AM/AB = 1/2. همچنین طبق تعمیم قضیهٔ تالس MN � BCطبق عکس قضیهٔ تالس 
½ BC.
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تمرین ۴صفحه ۶۶۴۱

 است. طول پاره‌خط‌های AP و PQ را به‌دست آورید.PQ � BCدر شکل مقابل 

.AP/PB = AQ/QC:AP/6 = 2/3 � AP = 4طبق قضیهٔ تالس 

AQ/AC = PQ/BC:2/5 = PQ/9 � PQ = 18/5 = 3.6.

تمرین ۵صفحه ۶۷۴۱

 است. مقادیر x و y را به‌دست آورید.ST � BCدر شکل مقابل 

AS/SB = AT/TC:8/4 = (3y+3)/6 � 3y + 3 = 12 � y = 3.

AS/AB = ST/BC و AB = 8 + 4 = 12:8/12 = 6/(4x+1) � 4x + 1 = 9 � x = 2.
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تمرین ۶صفحه ۶۸۴۱

. )راهنمایی: یکی از قطرها را رسم کنید.(AS/SD = BT/TC است. ثابت کنید: AB � ST � DCدر ذوزنقهٔ مقابل 

 قطع کند.K را در ST را رسم می‌کنیم تا ACقطر 

.AS/SD = AK/KC؛ پس SK � DC داریم ADCدر مثلث 

.AK/KC = BT/TC یعنی CK/KA = CT/TB؛ پس KT � AB داریم CABدر مثلث 

.AS/SD = AK/KC = BT/TCاز دو تساوی: 

تمرین ۷صفحه ۶۹۴۱

در هر مورد با عوض کردن جای فرض و حکم عکس آنچه را داده شده است، بنویسید.
الف( اگر در مثلثی سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاویه نیز برابر خواهند بود.

ب( اگر در یک چهارضلعی اضلاع روبه‌رو موازی باشند، در این‌صورت زوایای مقابل با هم برابرند.
پ( اگر رأس‌های یک چهارضلعی روی یک دایره قرار داشته باشند، در این صورت زوایای مقابل آن چهارضلعی

مکمل‌اند.
ت( در یک مثلث اگر دو ارتفاع نابرابر باشند، »ضلع متناظر به ارتفاع بزرگ‌تر« کوچک‌تر است از »ضلع مقابل به

ارتفاع کوچک‌تر«. )راهنمایی: شکل بکشید و به زبان ریاضی بنویسید.(

 اگر در مثلثی سه زاویه برابر باشند، آنگاه سه ضلع نیز برابر خواهند بود.الف(

 اگر در یک چهارضلعی زوایای مقابل با هم برابر باشند، در این صورت اضلاع روبه‌رو موازی‌اند.ب(

 اگر در یک چهارضلعی زوایای مقابل مکمل باشند، آنگاه رأس‌های آن روی یک دایره قرار دارند.پ(

 ازa اگر ضلع ABC. عکس: در مثلث a < b )دو ارتفاع نابرابر(، آنگاه h_a > h_b اگر ABC اصل: در مثلث ت(
.(h_a > h_b(، آنگاه ارتفاع وارد بر ضلع کوچک‌تر بزرگ‌تر است )a < b کوچک‌تر باشد )bضلع 
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تمرین ۸صفحه ۷۰۴۱

با برهان خلف ثابت کنید نمی‌توان از یک نقطهٔ غیرواقع بر یک خط، دو عمود بر آن خط رسم کرد.

،A ≠ B پای عمودها و B و A رسم شده باشد )d بر PB و PA دو عمود متمایز d خارج خط Pفرض خلف: از نقطهٔ 
 را در یک نقطه قطع نمی‌کنند(.d خط Pزیرا دو خط متمایز گذرنده از 

 هر دو ۹۰° هستند و مجموع آنها ۱۸۰° است؛ در نتیجه مجموع زاویه‌های مثلث ازB و A دو زاویهٔ PABدر مثلث 
°۱۸۰ بیشتر می‌شود که با قضیهٔ »مجموع زاویه‌های داخلی مثلث ۱۸۰° است« تناقض دارد.

پس فرض خلف نادرست است و از یک نقطهٔ غیرواقع بر خط فقط یک عمود می‌توان رسم کرد.

تمرین ۹صفحه ۷۱۴۱

هر یک از حکم‌های کلی زیر را با یک مثال نقض رد کنید.
الف( هیچ عدد اولِ بزرگ‌تر از ۱۲۷ وجود ندارد.

ب( مساحت هر مثلث از مساحت هر مربع بیشتر است.
پ( در هر مثلث اندازهٔ هر ضلع از اندازهٔ هر ارتفاع بزرگ‌تر است.

ت( در هر مثلث میانه و عمودمنصف متناظر به هر ضلع برهم منطبق‌اند.

 عدد ۱۳۱ اول است و از ۱۲۷ بزرگ‌تر )بر هیچ عددی غیر از ۱ و خودش بخش‌پذیر نیست(. پس حکمالف(
نادرست است.

 دارد، ولی مربعی به ضلع 0.43۱ ≈ 3/4√ مثلث متساوی‌الاضلاعی با ضلع ۱ سانتی‌متر مساحتی برابر ب(
.1 > 0.43سانتی‌متر مساحت ۱ دارد؛ 

 مثلث قائم‌الزاویه با ضلع‌های ۳، ۴ و ۵ را درنظر می‌گیریم. ارتفاع وارد بر ضلع ۳ برابر ضلع ۴ است؛پ(
یعنی ضلع ۳ از ارتفاع ۴ کوچک‌تر است.

 خطی است ازAB است ولی میانهٔ وارد بر x = 2 خط AB عمودمنصف A(0,0)، B(4,0)، C(1,3): مثلث ت(
C(1,3) که قائم نیست؛ پس برهم منطبق نیستند. )این دو فقط در مثلث متساوی‌الساقین(2,0) به 

نسبت به قاعده منطبق‌اند.(
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اثبات )تکمیلی(صفحه ۷۲۴۲

قضیهٔ اساسی تشابه مثلث‌ها: اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث دو ضلع دیگر را قطع کند در این‌صورت
مثلث کوچکی که به وجود می‌آید با مثلث بزرگ اولیه متشابه است. اثبات:

 )چرا؟( بنابراین زاویه‌های دو مثلث نظیر به نظیر باهم برابرند.Ê = Ĉ و �۱D� = Bـ داریم 
···/۲AD/··· = ···/AC = DEـ با توجه به قضیهٔ تالس داریم: 

۳�ADE � �ABCـ با توجه به )۱( و )۲( و تعریف تشابه داریم: 

 همÂ. زاویهٔ AC ،Ê = Ĉ )زاویه‌های متناظر(. به همین ترتیب با مورب �D� = B مورب است؛ پس AB و ۱DE � BCـ 
مشترک است.

 )تعمیم قضیهٔ تالس(.۲AD/AB = AE/AC = DE/BCـ 

.۳�ADE � �ABCـ زاویه‌های نظیر دو مثلث برابر و نسبت اضلاع نظیر یکسان است؛ پس طبق تعریف 

کار در کلاس ۱صفحه ۷۳۴۳

. اندازهٔ پاره‌خط‌های DE و CA را به دست آورید.BC � DEدر شکل مقابل 

 � �ABC هم برابرند )متقابل به رأس(؛ پس A برابرند )متبادل داخلی( و زاویه‌های رأس D و Bزاویه‌های 
�ADE:ز ز( و( 

AB/AD = AC/AE = BC/DE � 33/22 = AC/18 = 21/DE

.DE = 21 × 2/3 = 14 و AC = 18 × 3/2 = 27 پس 3/2 = 33/22

۶۰
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کار در کلاس ۲صفحه ۷۴۴۳

MNP و ABC باشند، ثابت کنید مثلث‌های ABC مطابق شکل وسط‌های اضلاع مثلث M و N و P اگر نقاط
متشابه‌اند.
 چرا؟NP � AB و MP � AC و MN � BCحل: الف( 

 )چرا؟( از )ب( دربارهٔ مثلث‌های موردنظر چه نتیجه‌ای می‌توان گرفت؟M�� = P�� = Ĉ و �N�� = P�� = Bب( بنابراین 

 پاره‌خط واصل وسط‌های دو ضلع مثلث با ضلع سوم موازی است )تمرین ۳ صفحهٔ ۴۱(.الف(

�P�� = B مورب است؛ پس BC و NP � AB )متبادل داخلی(. ��N�� = P مورب است؛ پس NP و MN � BCب(
 = ��BC:P با مورب MP � AC و ��MP:M�� = P با مورب MN � BC. به همین ترتیب �N�� = P�� = B)متناظر(. بنابراین 

Ĉ ؛ پسM�� = P�� = Ĉ.

( و زاویهٔ سوم��Ĉ = M و ��B� = N دو زاویه از یکی با دو زاویهٔ دیگری برابر است )PNM و ABC در مثلث‌های نتیجه:
 )متشابه با نسبت تشابه ۲(. )نسبت�ABC � �PNM(؛ پس طبق قضیهٔ ۱ تشابه، ��Â = Pنیز برابر است )

(.MN = ½BC ،NP = ½AB ،MP = ½ACتشابه: 

کار در کلاس ۳صفحه ۷۵۴۴

، دربارهٔ″�A′B′C′ � �A″B″C و ′�ABC � �A′B′Cاگر سه مثلث ABC و A′B′C′ و A″B″C″ به‌گونه‌ای باشند که 
دو مثلث ABC و A″B″C″ چه می‌توان گفت؟ چرا؟

.متشابه‌اند″A″B″C و ABCدو مثلث 

/′A′B و �AB/A′B′ = AC/A′C′ = BC/B′C′ = k. اضلاع: اگر ″Ĉ = Ĉ′ = Ĉ و ″�Â = Â′ = Â″ ،B� = B�′ = Bدلیل: زاویه‌ها: 
A″B″ = A′C′/A″C″ = B′C′/B″C″ = k� با ضرب این تساوی‌ها ،AB/A″B″ = AC/A″C″ = BC/B″C″ = k�kپس� .

زاویه‌ها برابر و اضلاع متناسب‌اند.

۶۱
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فعالیتصفحه ۷۶۴۴

فرض کنید مثلث ABC مانند شکل یک مثلث قائم‌الزاویه و AH ارتفاع وارد بر وتر آن باشد.
۱�ABC � �AHCـ نشان دهید دو زاویه از مثلث AHC با دو زاویه از مثلث ABC برابرند و نتیجه بگیرید: 

۲�ABC � �AHBـ نشان دهید دو زاویهٔ مثلث AHB با دو زاویه از مثلث ABC برابر است و نتیجه بگیرید: 
۳ـ از )۱( و )۲( دربارهٔ مثلث‌های AHC و AHB چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

نتیجه: در هر مثلث قائم‌الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر، دو مثلث قائم‌الزاویه به وجود می‌آورد که این دو مثلث با
هم و با مثلث اصلی متشابه‌اند.

··· × ··· = ۴�ABC � �AHC � AH/··· = AC/··· = HC/··· � AC²ـ 
··· × ··· = ۵�ABC � �AHB � AH/··· = AB/··· = HB/··· � AB²ـ 
··· × ··· = ۶�AHB � �AHC � AH/··· = AC/··· = HC/··· � AH²ـ 

······ + ······ = ۷BC²ـ با جمع طرفین روابط ۴ و ۵ رابطهٔ فیثاغورس را برای مثلث ABC نتیجه بگیرید. 
 ۸AB × ...... = AHـ مساحت مثلث ABC را به دو طریق محاسبه و با توجه به آن تساوی زیر را کامل کنید. 

× ......

. پس دو زاویه برابرند و�BAC = �AHC = 90° مشترک است و C زاویهٔ :AHC و ABCدر مثلث‌های 
.(B � A ،A � H ،C � Cطبق قضیهٔ ۱ دو مثلث متشابه‌اند )رأس‌های متناظر: 

؛ پس متشابه‌اند�BAC = �AHB = 90° مشترک است و B زاویهٔ :AHB و ABCدر مثلث‌های 
.(C � A ،A � H ،B � B)رأس‌های متناظر: 

 متشابه‌اند؛ پس با هم نیز متشابه‌اند )ترایایی تشابه(.ABC با AHB و AHCهر دو مثلث 

)۴AH/AB = AC/BC = HC/AC � AC² = BC × HC

)۵AH/AC = AB/BC = HB/AB � AB² = BC × HB

)۶AH/BH = AC/AB = HC/AH � AH² = BH × HC

)۷AC² + AB² = BC × HC + BC × HB = BC (HC + HB) = BC × BC پس BC² = AB² + AC².

)۸S = ½ AB × AC = ½ BC × AH پس AB × AC = AH × BC.
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کار در کلاسصفحه ۷۷۴۵

در مثلث قائم‌الزاویهٔ مقابل در هر مورد سعی کنید با ساده‌ترین روش مقادیر خواسته شده را به دست آورید.
 )۱e = ? ، d = 7 ، h = 5
 )۲c = ? ، b = ? ، e = 3 ، d = 5
 )۳h = ? ، b = 6 ، c = 8

)۱h² = d × e � 25 = 7e � e = 25/7 ≈ 3.57

)۲BC = d + e = 8. c² = d × BC = 5 × 8 = 40 � c = 2√10 ≈ 6.32 و b² = e × BC = 3 × 8 = 24 � b = 2√6 
≈ 4.90

)۳BC = √(6² + 8²) = 10 و از برابری مساحت‌ها b × c = h × BC:h = 6 × 8 / 10 = 4.8

۶۳
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تمرین ۱صفحه ۷۸۴۵

در هر قسمت تشابه مثلث‌ها را ثابت کنید و مقادیر x و y را مشخص نمایید. )الف، ب، پ مطابق شکل‌ها(

الف(

 است؛ نسبت اضلاع نظیر ۲ است و طبق قضیهٔ a، b، c۳ و اضلاع مثلث کوچک 2a، 2b، 2cاضلاع مثلث بزرگ 
c و b بین x. زاویهٔ °100 = °60 − °20 − °180تشابه دو مثلث متشابه‌اند. زاویه‌های مثلث بزرگ: ۲۰° و ۶۰° و 

.x = 100° )یعنی ۱۰۰°( است؛ پس 2c و 2bاست و نظیر زاویهٔ بین 

ب(

. پس طبق قضیهٔ ۲ تشابه دو1/2 = 2/4 = 3/6 زاویه‌های متقابل به رأس برابر دارند و Cدو مثلث در رأس 
.x = 1/2 � x = 5/2.5؛ لذا 1/2مثلث متشابه‌اند با نسبت 

پ(

 متقابل به رأس‌اند؛ پس متشابه‌اندC و زاویه‌های رأس EDC:�B = �D = 90° و ABCدو مثلث قائم‌الزاویهٔ 
:AB/ED = 4/12 = 1/3)قضیهٔ ۱( و 

BC/DC = 1/3 � x/16 = 1/3 � x = 16/3 ≈ 5.33   and   AC/EC = 1/3 � (20/3)/y = 1/3 � y = 20

(CE = √(16² + 12²) = 20)بررسی: 

۶۴
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تمرین ۲صفحه ۷۹۴۵

در مثلث قائم‌الزاویهٔ روبه‌رو در هر حالت، اندازهٔ پاره‌خط خواسته شده را به‌دست آورید.
? = AC و ? = AB و ? = AH و BH = 9 و BC = 10الف( 

? = AB و ? = AH و ? = BC و CH = 2 و AC = 5ب( 
? = AH و ? = BC و AC = 6 و AB = 8پ( 
? = AC و ? = BC و ? = BH و AH = 6 و AB = 12ت( 

 = AC²؛ AB² = BH × BC = 90 � AB = 3√10 ≈ 9.49؛ AH² = BH × HC = 9 � AH = 3؛ HC = 10 − 9 = 1الف(
HC × BC = 10 � AC = √10 ≈ 3.16.

 = AH² = BH × CH = 21 � AH؛ BH = 12.5 − 2 = 10.5؛ AC² = CH × BC � 25 = 2 × BC � BC = 12.5ب(
.AB² = BH × BC = 131.25 � AB = 5√21/2 ≈ 11.46؛ 4.58 ≈ 21√

.AH = AB × AC / BC = 48/10 = 4.8؛ BC = √(8² + 6²) = 10پ(

 × AB² = BH × BC � 144 = 6√3؛ ABH:BH = √(12² − 6²) = √108 = 6√3 ≈ 10.39 در مثلث قائم‌الزاویهٔ ت(
BC � BC = 8√3 ≈ 13.86 ؛AC² = BC² − AB² = 192 − 144 = 48 � AC = 4√3 ≈ 6.93 :بررسی( .AB × AC = 

BC × AH:12 × 4√3 = 8√3 × 6 = 48√3)

۶۵
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تمرین ۳صفحه ۸۰۴۵

H رسم کنیم و پای این عمود را BD عمودی بر قطر A ٔشکل مقابل مستطیلی به طول ۱۲ است. اگر از نقطه
بنامیم، طول BH برابر ۱۱ است. اندازهٔ عمود رسم شده، طول قطر مستطیل و اندازهٔ عرض مستطیل را محاسبه

کنید.

 است.BD ارتفاع وارد بر وتر AH قائمه و A زاویهٔ ABDدر مثلث 

AH² = AB² − BH² = 144 − 121 = 23 � AH = √23 ≈ 4.80عمود: 

AB² = BH × BD � 144 = 11 × BD � BD = 144/11 ≈ 13.09قطر: 

 = AB × AD )بررسی: AD² = BD² − AB² = (144/11)² − 144 = 144 × 23/121 � AD = 12√23/11 ≈ 5.23عرض: 
BD × AH)

تمرین ۴صفحه ۸۱۴۶

بر دیوار یک کمپ نظامی نورافکنی به ارتفاع ۶۰ متر )مانند شکل( قرار گرفته است. فردی که در طرف دیگر
رودخانه است، می‌خواهد فاصلهٔ خود را تا پایهٔ نورافکن محاسبه کند. برای این کار یک چوب به طول یک متر را

روی زمین قرار می‌دهد و مشاهده می‌کند که طول سایهٔ چوب برابر ۵ متر است. فاصلهٔ این مرد تا پای نورافکن
چقدر است؟

دو مثلث قائم‌الزاویه )چوب و سایه‌اش، نورافکن و فاصلهٔ مرد تا پای آن( زاویهٔ حاد مشترک دارند؛ پس
متشابه‌اند:

1/5 = 60/d � d = 300

 است.۳۰۰ مترفاصلهٔ مرد تا پای نورافکن 

۶۶
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تمرین ۵صفحه ۸۲۴۶

در شکل مقابل دو مثلث قائم‌الزاویه مشاهده می‌کنید. نسبت محیط‌ها و مساحت‌های آنها را به‌دست آورید.

 متقابل به رأس‌اند(. نسبت تشابه:C و زاویه‌های رأس �B = �D = 90° متشابه‌اند )EDC و ABCمثلث‌های 
AC/EC = 5/15 = 1/3.

 = ²(1/3)؛ نسبت مساحت‌ها برابر مجذور نسبت تشابه است: 1/3نسبت محیط‌ها برابر نسبت تشابه است: 
1/9.

تمرین ۶صفحه ۸۳۴۶

/AB/A′B′ = AC/A′C′ = BCدو مثلث متشابه ABC و A′B′C′ را با نسبت تشابه K درنظر بگیرید؛ به‌گونه‌ای که 
B′C′ = K.را در دو مثلث رسم کنید ′A′H و AH حال ارتفاع‌های .

الف( ثابت کنید مثلث‌های AHB و A′H′B′ متشابه‌اند.
 را به‌دست آورید.′AH/A′Hب( نسبت 

 را محاسبه کنید.′S_ABC / S_A′B′Cپ( نسبت مساحت‌های 
ت( نسبت محیط‌های دو مثلث ABC و A′B′C′ را به‌دست آورید.

 � �AHB؛ پس دو زاویه برابرند و �AHB = �A′H′B′ = 90° و ′�B� = B داریم ′A′B′C و ABC از تشابه الف(
�A′H′B′.

.AH/A′H′ = AB/A′B′ = K از تشابه )الف(: ب(

S_ABC / S_A′B′C′ = (½ BC × AH)/(½ B′C′ × A′H′) = (BC/B′C′) × (AH/A′H′) = K × K = K²پ(

.K = (′A′B′+A′C′+B′C)/(AB+AC+BC)؛ پس ′AB = K·A′B′ ،AC = K·A′C′ ،BC = K·B′Cت(

۶۷
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ریاضی ۲ یازدهم - فصل سوم
تابع

فهرست

۷۰صفحه ۴۸ · فعالیت — سهم مشارکت داوطلبان۸۴

۷۰صفحه ۴۹ · فعالیت — نمودار سهم مشارکت۸۵

۷۱صفحه ۴۹ · فعالیت — دامنهٔ نمودار تابع گویا۸۶

۷۲صفحه ۴۹ · خواندنی — هزینهٔ پاک‌سازی رودخانه۸۷

۷۳صفحه ۵۰ · کار در کلاس — عملکرد پرتاب‌های آزاد۸۸

۷۳صفحه ۵۰ · کار در کلاس — دامنهٔ توابع گویا۸۹

۷۴صفحه ۵۱ · کار در کلاس — برابری دو تابع۹۰

۷۵صفحه ۵۱ · کار در کلاس — تشخیص ضابطه از روی نمودار۹۱

۷۶صفحه ۵۲ · کار در کلاس — تابع سونامی۹۲

۷۶صفحه ۵۲ · خواندنی — آیا سونامی سیراف را ویران کرد؟۹۳

۷۷صفحه ۵۳ · فعالیت — انتقال نمودار تابع رادیکالی۹۴

۷۸صفحه ۵۳ · فعالیت — رسم نمودار با سه مرحله انتقال۹۵

صفحه ۵۳ · فعالیت — رسم نمودار تابع رادیکالی۹۶
۷۹منتقل‌شده

۸۰صفحه ۵۴ · فعالیت — هزینهٔ پارکینگ خودرو۹۷

۸۱صفحه ۵۵ · کار در کلاس — جزء صحیح اعداد۹۸

۸۱صفحه ۵۵ · کار در کلاس — حاصل جزء صحیح کسرها۹۹

۸۱صفحه ۵۵ · فعالیت — معادله و نمودار جزء صحیح۱۰۰

۸۲صفحه ۵۵ · فعالیت — رسم نمودار تابع جزء صحیح۱۰۱

۸۳صفحه ۵۵ · فعالیت — جزء صحیح و انتقال عدد صحیح۱۰۲

۸۴صفحه ۵۶ · تمرین — نمودار تابع گویا با دامنهٔ محدود۱۰۳

۸۴صفحه ۵۶ · تمرین — دامنهٔ تابع گویا۱۰۴

۸۴صفحه ۵۶ · تمرین — برابری دو تابع۱۰۵

۸۵صفحه ۵۶ · تمرین — ساخت تابع گویا با دامنهٔ داده‌شده۱۰۶

صفحه ۵۶ · تمرین — رسم نمودار تابع رادیکالی۱۰۷
۸۵منتقل‌شده

۸۵صفحه ۵۶ · تمرین — جزء صحیح اعداد بزرگ۱۰۸

۸۶صفحه ۵۶ · تمرین — رسم تابع پله‌ای۱۰۹

۸۷صفحه ۵۶ · تمرین — رسم تابع جزء صحیح با انتقال۱۱۰

۸۷صفحه ۵۶ · خواندنی — قد متوسط کودکان۱۱۱

۸۸صفحه ۵۷ · کار در کلاس — مایل و کیلومتر۱۱۲

صفحه ۵۷ · کار در کلاس — وارون مجموعه‌ای از۱۱۳
۸۸زوج‌های مرتب

۸۹صفحه ۵۸ · فعالیت — وارون و نمودار قرینه۱۱۴

۹۰صفحه ۵۸ · فعالیت — تابع بودن و وارون۱۱۵

۹۲صفحه ۵۸ · فعالیت — وارون یک پاره‌خط۱۱۶

۹۳صفحه ۵۹ · فعالیت — وارون و تابع یک‌به‌یک۱۱۷

۹۴صفحه ۵۹ · فعالیت — اثر انگشت و گروه خونی۱۱۸

۹۵صفحه ۶۰ · فعالیت — رسم تابع و یک‌به‌یکی۱۱۹

۶۸
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۹۶صفحه ۶۰ · فعالیت — کدام نمودارها یک‌به‌یک‌اند؟۱۲۰

۹۷صفحه ۶۱ · فعالیت — وارون تابع خطی۱۲۱

۹۸صفحه ۶۲ · کار در کلاس — وارون توابع خطی۱۲۲

۹۹صفحه ۶۳ · کار در کلاس — یک‌به‌یک نبودن و حذف نقطه۱۲۳

۱۰۰صفحه ۶۳ · کار در کلاس — محدود کردن دامنهٔ سهمی۱۲۴

۱۰۰صفحه ۶۳ · تمرین — وارون مجموعهٔ زوج‌های مرتب۱۲۵

۱۰۱صفحه ۶۳ · تمرین — وارون یک نمودار۱۲۶

۱۰۲صفحه ۶۴ · تمرین — ضابطهٔ وارون توابع خطی۱۲۷

۱۰۲صفحه ۶۴ · تمرین — حداکثر نقاط یک‌به‌یک۱۲۸

۱۰۳صفحه ۶۴ · تمرین — نمودار تابع با دامنه و برد مشخص۱۲۹

۱۰۴صفحه ۶۴ · تمرین — یک‌به‌یک کردن نیم‌دایره۱۳۰

۱۰۵صفحه ۶۵ · فعالیت — جمع، تفریق، ضرب و تقسیم توابع۱۳۱

۱۰۶صفحه ۶۶ · خواندنی — هزینهٔ خرید هنرمند۱۳۲

۱۰۶صفحه ۶۷ · کار در کلاس — عمل‌های جبری روی دو تابع۱۳۳

صفحه ۶۷ · کار در کلاس — عمل‌های جبری روی توابع۱۳۴
۱۰۷رادیکالی

۱۰۸صفحه ۶۷ · فعالیت — جمع و تفریق توابع خطی۱۳۵

۱۱۰صفحه ۶۸ · فعالیت — ضرب تابع در عدد۱۳۶

۱۳۷x ۱۱۱صفحه ۶۸ · کار در کلاس — قرینهٔ نمودار نسبت به محور

۱۱۲صفحه ۶۹ · کار در کلاس — رسم نمودار قرینه و انبساط۱۳۸

۱۱۲صفحه ۶۹ · تمرین — رسم توابع قدر مطلقی۱۳۹

۱۱۴صفحه ۶۹ · تمرین — جمع، تفریق، ضرب و تقسیم دو تابع۱۴۰

۱۱۵صفحه ۶۹ · تمرین — رسم توابع رادیکالی۱۴۱

۱۱۶صفحه ۶۹ · تمرین — جمع دو تابع از روی نمودار۱۴۲

صفحه ۷۰ · تمرین — کدام تابع مجموع دو تابع دیگر۱۴۳
۱۱۷است؟

۱۱۸صفحه ۷۰ · خواندنی — دمای اجاق با دو منبع گرمایی۱۴۴
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فعالیتصفحه ۸۴۴۸

 از ده میلیون تومان۱1/1( الف( اگر حسین تنها شخص شرکت‌کننده در این طرح بود، او به تنهایی می‌بایست 
 از ده میلیون تومان را بپردازند.1/2را می‌پرداخت، اما اگر یک داوطلب دیگر هم پیدا می‌شد، هر کدام باید 

جدول زیر را کامل کنید.
 نفر باشد، سهم مشارکت هر نفرnب( اگر تعداد داوطلبانی که می‌خواهند در این کار اقتصادی شرکت کنند، 

چقدر خواهد شد؟
پ( رابطهٔ بین تعداد افراد داوطلب و سهم مشارکت آنها یک تابع است. ضابطهٔ این تابع چیست؟

 است:n/1 نفر داوطلب باشند، هزینه بین آنها مساوی تقسیم می‌شود و سهم هر نفر n اگر الف(

۱۲۳۴۵۶۷۸۹۱۰تعداد افراد داوطلب

1/11/21/31/41/51/61/71/81/91/10سهم مشارکت هر داوطلب

 از ده میلیون تومان.n/1 سهم هر نفر برابر است با ب(

 f(x) است؛ یعنی ضابطهٔ این تابع همان f(x) = 1/x بگیریم، سهم مشارکت هر نفر x اگر تعداد داوطلبان را پ(
= 1/x.است 

فعالیتصفحه ۸۵۴۹

۲( در شکل زیر، بخشی از نمودار تابع سهم مشارکت رسم شده است. با انتخاب گزینهٔ مناسب در عبارت زیر،
تعیین کنید که این نمودار چه چیزی را نشان می‌دهد؟

»با افزایش تعداد داوطلبان، سهم مشارکت هر داوطلب � کاهش � افزایش می‌یابد.«

 است و کاهش1/4 ,1/3 ,1/2 ,1 مقدار تابع برابر x = 1, 2, 3, 4نقطه‌ها از چپ به راست پایین می‌آیند: به‌ازای 
می‌یابد.

 می‌یابد.«کاهش »با افزایش تعداد داوطلبان، سهم مشارکت هر داوطلب پاسخ:

۷۰
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فعالیتصفحه ۸۶۴۹

 با دو دامنهٔ متفاوت رسم شده است. مشخص کنید که هر کدام ازf(x) = 1/xدر نمودارهای زیر تابع با ضابطهٔ 
این نمودارها مربوط به کدام دامنه است؟

D_f = � − {0} ب( D_f = (0, +∞)الف( 

 است.D_f = (0, +∞)الف(( را دارد، پس مربوط به x > 0 فقط شاخهٔ ناحیهٔ اول )به‌ازای سمت چپنمودار 

 است.D_f = � − {0}ب(( را دارد، پس مربوط به x < 0 و x > 0 هر دو شاخه )به‌ازای سمت راستنمودار 

۷۱
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خواندنیصفحه ۸۷۴۹

p(x) = 255x / (100 − x) درصد از آلودگی‌های شهری و صنعتی رودخانه‌ای با تابع با ضابطهٔ xهزینهٔ پاک‌سازی 
 هزینهٔ پاک‌سازی برحسب میلیون تومان است.p(x) درصد آلودگی و xمحاسبه می‌شود که در آن 

الف( جدول زیر را کامل کنید.
ب( با یک میلیارد تومان چه درصدی از آلودگی‌های این رودخانه پاک‌سازی خواهد شد؟

پ( چرا هیچ‌گاه ۱۰۰ درصد از آلودگی‌های این رودخانه پاک‌سازی نمی‌شود؟

:p(10) = 255×10 / 90 ≈ 28.33 را در هر ستون حساب می‌کنیم؛ مثلاً p(x) مقدار الف(

x۱۰۳۰۵۰۷۰۹۰

p(x)≈ 28.33≈ 109.292555952295

:p(x) = 1000 یک میلیارد تومان برابر ۱۰۰۰ میلیون تومان است، پس ب(

255x = 1000(100 − x)  �  1255x = 100000  �  x ≈ 79.7

یعنی با یک میلیارد تومان حدود ۷۹/۷ درصد از آلودگی‌ها پاک‌سازی می‌شود.

 مخرج کسر صفر می‌شود و تابعx = 100 باشد، اما به‌ازای x = 100 برای پاک‌سازی ۱۰۰ درصد باید پ(
 به ۱۰۰ نزدیک‌تر شود، مخرج به صفر نزدیک و هزینه بسیارx(. همچنین هرچه D_p � 100تعریف‌شده نیست )

بزرگ می‌شود؛ پس هزینهٔ پاک‌سازی کامل بی‌نهایت است و هیچ‌گاه ۱۰۰ درصد آلودگی‌ها پاک نمی‌شود.

۷۲
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کار در کلاسصفحه ۸۸۵۰

یکی از معیارهای بررسی موفقیت یک بازیکن بسکتبال، بررسی »عملکرد پرتاب‌های آزاد« است. به این منظور،
نسبت پرتاب‌های آزاد موفق هر بازیکن را به همهٔ پرتاب‌های آزاد او حساب می‌کنند. وحیده که عضو تیم

بسکتبال مدرسه است، یک بازیکن خوب است، زیرا در مسابقات امسال، تا امروز، از ۱۰ پرتاب آزاد، ۷ پرتاب او
موفق بوده است. بنابراین ۷۰ درصد پرتاب‌های آزاد او موفق بوده است. او دوست دارد عملکردش بهتر از این

باشد.
الف( اگر تا پایان مسابقات همهٔ پرتاب‌های آزاد وحیده موفق باشد، ضابطهٔ تابع عملکرد پرتاب‌های آزاد او به

کدام صورت زیر است؟
f(x) = x + 0.7f(x) = x / (0.7 + x)f(x) = (7 + x) / (10 + x)

ب( آیا تابع عملکرد پرتاب‌های آزاد وحیده، یک تابع گویاست؟
پ( توضیح دهید که پس از چند پرتاب آزاد موفق پیاپیِ دیگر، درصد موفقیت عملکرد وحیده ۸۰ درصد خواهد

…… � f(x) = 80/100شد؟ 

x + 10 و تعداد کل پرتاب‌ها x + 7 پرتاب موفق پیاپی دیگر داشته باشد، تعداد پرتاب‌های موفق x اگر الف(
می‌شود. پس ضابطه برابر است با گزینهٔ سوم:

f(x) = (7 + x) / (10 + x)

 ≤ x چندجمله‌ای ناصفر است )به‌ازای x + 10 بله؛ چون صورت و مخرج هر دو چندجمله‌ای هستند و مخرج ب(
 صفر نمی‌شود(، این تابع گویاست.0

 شود:f(x) = 80/100 باید پ(

(7 + x)/(10 + x) = 80/100  �  100(7 + x) = 80(10 + x)  �  700 + 100x = 800 + 80x  �  20x = 100  
�  x = 5

یعنی پس از ۵ پرتاب آزاد موفق پیاپیِ دیگر، درصد موفقیت وحیده ۸۰ درصد می‌شود )۱۲ پرتاب موفق از ۱۵
پرتاب(.

کار در کلاسصفحه ۸۹۵۰

دامنهٔ هر یک از توابع گویای داده‌شده را به دست آورید.
f(x) = x / (x + 5) ، D_f =  …… g(x) = 3 / (x − 4) ، D_g =  ……

دامنهٔ تابع گویا همهٔ اعداد حقیقی است، به‌جز اعدادی که مخرج را صفر می‌کنند.

x + 5 = 0 � x = −5 پس D_f = � − {−5}

x − 4 = 0 � x = 4 پس D_g = � − {4}
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کار در کلاسصفحه ۹۰۵۱

 با هم برابرند؟ چرا؟g(x) = x و ۱f(x) = x²/x( آیا دو تابع با ضابطهٔ 

خیر. ضابطهٔ دو تابع پس از ساده‌کردن یکی می‌شود، اما دامنه‌ها متفاوت است:

D_f = � − {0}   ,   D_g = �

 در نقطهfٔ، دو تابع برابر نیستند )نمودار D_f ≠ D_gبرای برابری دو تابع باید دامنه‌ها نیز برابر باشند؛ چون 
x = 0 حفره« دارد ولی نمودار« g.)ندارد 

۷۴
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کار در کلاسصفحه ۹۱۵۱

۲( نمودار مقابل مربوط به کدام‌یک از توابع زیر است؟ مسئله چند جواب دارد؟
g(x) = 2x ، D_g = � − {2} ب( � = g(x) = 2x ، D_gالف( 

g(x) = (2x² − 2x)/(x − 1) ، D_g = � − {1} ت( g(x) = 2x ، D_g = � − {1}پ( 
g(x) = (2x² − 4x)/(x − 2) ، D_g = � − {2}ث( 

 در دامنه نیست.x = 1 »حفره« دارد؛ یعنی (2 ,1) است که در نقطهٔ y = 2xنمودار، خط 

 است و حفره ندارد؛ نادرست.�الف( دامنه 

( است؛ نادرست.(4 ,2) )نقطهٔ x = 2ب( حفره در 

؛ درست.{1} − � با دامنهٔ y = 2xپ( 

؛ درست.{1} − � با دامنهٔ 2x(x − 1)/(x − 1) = 2x = (x − 1)/(2x² − 2x)ت( 

( است؛ نادرست.(4 ,2) )نقطهٔ x = 2ث( حفره در 

. مسئله دو جواب دارد، ولی این دو گزینه یک تابع را نشان می‌دهند )ضابطه و دامنهٔت و پ گزینه‌های پاسخ:
هر دو یکی است(.

۷۵
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کار در کلاسصفحه ۹۲۵۲

 تندی جابه‌جایی یک سونامی بر حسب کیلومتر بر ساعت باشد،Sبر اساس مشاهدات دانشمندان، اگر 
 میانگین عمق دریا بر حسب کیلومتر است. )d� ۱/۴ محاسبه کرد که در آن S = 356√dمی‌توان آن را از رابطهٔ 

√2 � ۱/۷ ، √3)
الف( جدول زیر را کامل کنید.

ب( عبارت زیر را کامل کنید. چون هر عدد، تنها …… ریشهٔ دوم مثبت دارد، پس رابطهٔ سونامی یک تابع ……
پ( کدام‌یک از اعداد ۵− و ۵ عضو دامنهٔ تابع سونامی است؟

:S = 356√dالف(

d۱۲۳۴

S = 356√d356498.4356 × 1.7 = 605.2356 × 2 = 712

.است ریشهٔ دوم مثبت دارد، پس رابطهٔ سونامی یک تابع یک چون هر عدد نامنفی، تنها ب(

 عضو۵ تعریف می‌شود. پس عدد d ≥ 0 فقط برای d√ عمق دریاست و نمی‌تواند منفی باشد؛ همچنین dپ(
 عضو دامنه نیست.5−دامنه است و عدد 

خواندنیصفحه ۹۳۵۲

در کتاب‌های تاریخ ادعا شده است که قسمت بزرگی از بندر باستانی سیراف ناگهان بر اثر زمین‌لرزه‌ای به زیر
آب رفته است. پاسخ دقیق این سؤال را که »آیا یک سونامی سیراف را ویران کرده و به زیر آب برده است؟« باید
با کمک پژوهش‌های باستان‌شناسی و زمین‌شناسی یافت. با توجه به اینکه میانگین عمق خلیج فارس حدود

۵۰ متر است، نظر شما چیست؟

 کیلومتر است. تندی سونامی در این عمق تقریباd = 0.05ًمیانگین عمق خلیج فارس ۵۰ متر، یعنی 

S = 356√0.05 ≈ 356 × 0.22 ≈ 80 km/h

است؛ یعنی بسیار کمتر از تندی سونامی در اقیانوس‌های عمیق )که به بیش از ۸۰۰ کیلومتر بر ساعت
می‌رسد(. در دریای کم‌عمقی مثل خلیج فارس، سونامی بزرگ و پرانرژی شکل نمی‌گیرد؛ به‌علاوه سونامی آب را
موقتاً به ساحل می‌آورد و پس می‌کشد و باعث فرورفتن دائمی بخش بزرگی از شهر زیر آب نمی‌شود. بنابراین
ویرانی سیراف را بیشتر باید به زمین‌لرزهٔ شدید سدهٔ چهارم هجری قمری نسبت داد، نه به غرق‌شدن در اثر

سونامی.

این جواب ممکن است دقیق نباشد )پرسشی پژوهشی و نظری است؛ نظر نمونه ارائه شده است(.
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فعالیتصفحه ۹۴۵۳

، نمودار مربوط به هر یک از توابع زیر رسم۱f(x) = √x( در شکل مقابل با کمک انتقال نمودار تابع با ضابطهٔ 
شده است. مشخص کنید که هر نمودار، مربوط به کدام تابع است. سپس دامنهٔ آنها را تعیین کنید.

……  = h(x) = √x + 2 ، D_h …… ب(  = g(x) = √(x − 2) ، D_gالف( 
……  = l(x) = √x − 2 ، D_l …… ت(  = k(x) = √(x + 2) ، D_kپ( 

 است که منتقل شده:x√ نمودار (0 ,0)نقطهٔ شروع هر نمودار، نقطهٔ شروع 

(∞+ ,D_g = [2؛ آبی — نمودار (0 ,2) دو واحد به راست؛ شروع از :g(x) = √(x − 2)الف( 

(∞+ ,D_h = [0؛ سبز — نمودار (2 ,0) دو واحد به بالا؛ شروع از :h(x) = √x + 2ب( 

(∞+ ,D_k = [−2؛ صورتی — نمودار (0 ,2−) دو واحد به چپ؛ شروع از :k(x) = √(x + 2)پ( 

(∞+ ,D_l = [0؛ بنفش — نمودار (2− ,0) دو واحد به پایین؛ شروع از :l(x) = √x − 2ت( 

۷۷
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فعالیتصفحه ۹۵۵۳

 را رسم کنیم.۲y = −2 + √(x + 3)( می‌خواهیم نمودار تابع با ضابطهٔ 
 در صفحهٔ قبل را در نظر بگیرید.y = √xالف( )مرحلهٔ اول( نمودار تابع با ضابطهٔ 

 را رسم کنید.y = √(x + 3)ب( )مرحلهٔ دوم( حال، نمودار تابع با ضابطهٔ 
 را رسم کنید.y = −2 + √(x + 3)پ( )مرحلهٔ سوم( در پایان، نمودار تابع با ضابطهٔ 

 می‌گذرد.(3 ,9) و (2 ,4)، (1 ,1) شروع می‌شود و از نقاط (0 ,0) از y = √xنمودار 

.(0 ,3−) منتقل می‌کنیم؛ شروع از چپ نمودار مرحلهٔ اول را ۳ واحد به y = √(x + 3)برای 

 و(2− ,3−) منتقل می‌کنیم؛ شروع از پایین نمودار مرحلهٔ دوم را ۲ واحد به y = −2 + √(x + 3)برای 
.(0 ,1) و (1− ,2−)عبور از 

 است.(∞+ ,3−]دامنهٔ این تابع 

۷۸
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فعالیتصفحه ۹۶۵۳

 را رسم کنید؛ سپس دامنهٔ آن را بیابید.۳f(x) = 1 + √(x + 1)( نمودار تابع با ضابطهٔ 

 ,8) و (3 ,3)، (2 ,0) و عبور از (1 ,1−) را یک واحد به چپ و یک واحد به بالا منتقل می‌کنیم؛ شروع از x√نمودار 
4).

.(∞+ ,D_f = [−1؛ پس x + 1 ≥ 0 � x ≥ −1دامنه: 

۷۹
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فعالیتصفحه ۹۷۵۴

در یک پارکینگ، هزینهٔ پارک خودرو به این صورت محاسبه می‌شود: از هنگام ورود تا کمتر از ۲ ساعت: ۳ هزار
تومان؛ از ۲ ساعت تا ۲/۵ ساعت: ۴ هزار تومان؛ از بیشتر از ۲/۵ ساعت تا کمتر از ۳ ساعت: ۵ هزار تومان؛ از

۳ ساعت تا ۵ ساعت: ۶ هزار تومان.
الف( ضابطهٔ هزینهٔ پارکینگ خودرو چیست؟

ب( نمودار این تابع را رسم کنید.

 هزینه )هزار تومان( باشد:f(x) مدت توقف )ساعت( و x اگر الف(
f(x) =  3     0 ≤ x < 2
          4     2 ≤ x ≤ 2.5
          5     2.5 < x < 3
          6     3 ≤ x ≤ 5

 نمودار، تابع پله‌ای است )دایرهٔ توپر: نقطه شامل می‌شود؛ دایرهٔ توخالی: شامل نمی‌شود(:ب(
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کار در کلاسصفحه ۹۸۵۵

۱( با کمک گرفتن از محور اعداد، جزء صحیح اعداد خواسته‌شده را به‌دست آورید.
 [−3.4]  ،  [−2]  ،  [−1.9]  ،  [0.4]  ،  [−0.4]  ،  [4.25]  ،  [3]  ،  [2.3]  ،  [1.7]  ،  [1.2] 

جزء صحیح هر عدد، اولین عدد صحیح سمت چپ آن )یا خود آن، اگر صحیح باشد( روی محور است:

 [1.2]  [1.7]  [2.3]  [3]  [4.25]  [0.4−]  [0.4]  [1.9−]  [2−]  [3.4−] عبارت

143211−20−2−4−مقدار

کار در کلاسصفحه ۹۹۵۵

۲( حاصل عبارت‌های زیر را به‌دست آورید.
 [41/37] =  ……  [−13/51] =  ……

. 1 = [41/37]  و عدد صحیح سمت چپ آن ۱ است؛ پس 1.108 ≈ 41/37

. 1− = [13/51−]  است؛ پس 1− و عدد صحیح سمت چپ آن 0.255− ≈ 13/51−

فعالیتصفحه ۱۰۰۵۵

 برابر چه اعدادی می‌تواند باشد؟ مجموعهٔ جواب را به‌صورت بازه بنویسید.x، آنگاه 2− = [x]۱( اگر 

 [x] = −2  یعنی x نرسیده است:1− کمتر نیست و به 2− از 

. (1− ,2−]  و مجموعهٔ جواب برابر است با بازهٔ x < −1 ≥ 2−پس 
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فعالیتصفحه ۱۰۱۵۵

۲( برای رسم نمودار یک تابع پله‌ای باید توجه کنیم که اعداد هر بازه‌ای از دامنه، به چه عددی نسبت داده
(1 ,0] برای همهٔ اعداد عضو بازهٔ  f(x) = [x]؛ پس مقدار تابع  0 = [x] ، آنگاه x < 1 ≥ 0می‌شود. برای مثال اگر 

 رسم شده است. نمودار این تابع f(x) = [x]برابر صفر می‌شود. در شکل مقابل بخشی از نمودار تابع با ضابطهٔ 
 تکمیل کنید.(4 ,4−]را در بازهٔ 

 است:k مقدار تابع برابر (k, k+1]در هر بازهٔ 

 (3,4]  (2,3]  (1,2]  (0,1]  (1,0−]  (1−,2−]  (2−,3−]  (3−,4−] بازه

 [x] −4−3−2−10123
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فعالیتصفحه ۱۰۲۵۵

 را به دلخواه روی محور اعداد داده‌شده مشخص کنید.۳a( الف( نقطه‌ای مانند 
 را روی این محور مشخص کنید.a + 3ب( نقطهٔ 
 را روی محور مشخص کنید. [a + 3]  و  [a] پ( نقاط 

……  + [a] = [a + 3]  برقرار است؟  [a + 3]  و  [a] ت( چه رابطه‌ای بین 
«……  + [a] = [a + n]  عددی صحیح باشد، آنگاه n عددی حقیقی و aث( چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ »اگر 

: 4 = [a + 3]  و  1 = [a]  است )۳ واحد به راست(، a + 3 = 4.6 را انتخاب می‌کنیم. a = 1.6برای نمونه 

 )در مثال: 3 .)۳ + ۱ = ۴ + [a] = [a + 3] ت(

 جزءa.« )افزودن عدد صحیح به  n + [a] = [a + n]  عددی صحیح باشد، آنگاه n عددی حقیقی و a »اگر ث(
صحیح را به همان اندازه جابه‌جا می‌کند.(
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تمرینصفحه ۱۰۳۵۶

 را رسم کنید.D_f = [−5, 5] − {0} و با دامنهٔ ۱f(x) = 1/x( نمودار تابع با ضابطهٔ 

x = 0. نمودار دو شاخه دارد و در (1/5− ,5−)، (1/2− ,2−)، (1− ,1−)، (1/5 ,5)، (1/2 ,2)، (1 ,1)جدول نقاط: 
تعریف نشده است.

تمرینصفحه ۱۰۴۵۶

 را به‌دست آورید.۲f(x) = (x + 3)/(x − 3)( دامنهٔ تابع گویای با ضابطهٔ 

x − 3 = 0 � x = 3 ؛ پسD_f = � − {3}.

تمرینصفحه ۱۰۵۵۶

۳( در هر مورد آیا دو تابع داده‌شده با هم برابرند؟
f(x) = x − 2 ، g(x) = (x² − 4)/(x + 2) ب( f(x) = −1  (x < 0) ، g(x) = |x|/x ؛  1  )x > 0(الف( 

. پسx < 0:g(x) = −x/x = −1 و برای x > 0:g(x) = x/x = 1. برای D_g = � − {0} و D_f = � − {0}الف(
.دو تابع برابرنددامنه‌ها برابر و ضابطه‌ها در هر نقطه یکسان است؛ 

دو تابع. دامنه‌ها برابر نیستند؛ � = D_f درحالی‌که D_g = � − {−2} ولی g(x) = (x−2)(x+2)/(x+2) = x − 2ب(
.برابر نیستند
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تمرینصفحه ۱۰۶۵۶

 شود. پاسخ خود را با جواب دوستانتان مقایسه کنید.{1−} − �۴( تابعی گویا بنویسید که دامنه‌اش برابر 

:x + 1 صفر شود، مثلاً مخرج x = −1مخرج باید فقط در 

f(x) = 1/(x + 1)

f(x) = (x − 3)/(x + 1)

f(x) = 2x/(x + 1)

 است )پاسخ‌های دیگری نیز ممکن است(.D_f = � − {−1}در هر کدام 

تمرینصفحه ۱۰۷۵۶

 را رسم کنید.۵g(x) = −3 + √(x − 4)( نمودار تابع با ضابطهٔ 

 و(1− ,8)، (2− ,5) و عبور از (3− ,4) را ۴ واحد به راست و ۳ واحد به پایین منتقل می‌کنیم؛ شروع از x√نمودار 
.(∞+ ,4]؛ دامنه (0 ,13)

تمرینصفحه ۱۰۸۵۶

۶( حاصل عبارت‌های مقابل را حساب کنید.
 [300.4002]  [−103.003]  [−2309.54] 

 [300.4002] = 300 

(103− > 103.003− ≥ 104− )چون  104− = [103.003−] 

(2309− > 2309.54− ≥ 2310− )چون  2310− = [2309.54−] 

۸۵

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرینصفحه ۱۰۹۵۶

۷( تابع پله‌ای روبه‌رو را رسم کنید.
x � (6, 7])(  2  ؛ )x � [1, 5](  0  ؛ )f(x) = 3  (x � [0, 1)

: [7 ,6) و ارتفاع ۲ روی  [5 ,1]، ارتفاع ۰ روی (1 ,0]سه پارهٔ افقی: ارتفاع ۳ روی بازهٔ 
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تمرینصفحه ۱۱۰۵۶

 را رسم کنید.(D_f = [−3, 3 و دامنهٔ ۸f(x) = [x] + 2( تابع با ضابطهٔ 

x [−3,−2)  [−2,−1)  [−1,0)  [0,1)  [1,2)  [2,3) 

f(x) = [x] + 2−101234

خواندنیصفحه ۱۱۱۵۶

 به‌طور تقریبی قد متوسط کودکان را بر حسب سانتی‌متر تا حدود ۶۰ ماهگی نشانf(x) = 7√x + 50تابع 
 نشان‌دهندهٔ ماه‌های پس از تولد است.xمی‌دهد. در این تابع 

قد متوسط یک کودک ۹ ماهه تقریباً چقدر است؟
در چه سنی قد متوسط یک کودک تقریباً یک متر می‌شود؟

 سانتی‌متر.۹f(9) = 7√9 + 50 = 7×3 + 50 = 71 ماهگی:

x + 50 = 100 � √x = 50/7 ≈ 7.14 � x ≈ 51√7یک متر )۱۰۰ سانتی‌متر(:

یعنی در حدود ۵۱ ماهگی )تقریباً ۴ سال و ۳ ماهگی( قد متوسط کودک به یک متر می‌رسد.
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کار در کلاسصفحه ۱۱۲۵۷

الف( هر مایل تقریباً ۱/۶ کیلومتر است. تعیین کنید که هر یک از جملات سمت راست مربوط به کدام‌یک از
رابطه‌های سمت چپ است.

f(x) = (8/5)x.این رابطه برای تبدیل تقریبی »مایل« به »کیلومتر« است — 
g(x) = (5/8)x.این رابطه برای تبدیل تقریبی »کیلومتر« به »مایل« است — 

ب( تندی ۳۰ مایل بر ساعت تقریباً معادل تندی چند کیلومتر بر ساعت است؟

 انجام می‌دهد. برعکس،f ضرب کنیم؛ این کار را 8/5، پس برای تبدیل مایل به کیلومتر باید در 8/5 = 1.6الف(
 است. پس هر جمله مربوط به رابطهٔ هم‌ردیفg ضرب می‌کنیم که همان 5/8برای تبدیل کیلومتر به مایل در 

 کیلومتر به مایل. )این دو رابطه، وارون یکدیگرند.(:g مایل به کیلومتر؛ :fخودش است: 

؛ یعنی ۳۰ مایل بر ساعت تقریباً ۴۸ کیلومتر بر ساعت است.f(30) = (8/5) × 30 = 48ب(

کار در کلاسصفحه ۱۱۳۵۷

وارون تابع‌های داده‌شده را حساب کنید.
s = {(4,1), (1,4), (3,3), (2,5)} ، s�¹ =  ……
t = {(5,1), (1,4), (4,3), (2,3)} ، t�¹ =  ……

u = {(2,3), (5,2), (4,1), (3,4)} ، u�¹ =  ……

برای وارون، مؤلفه‌های هر زوج مرتب را جابه‌جا می‌کنیم:

s�¹ = {(1,4), (4,1), (3,3), (5,2)}

t�¹ = {(1,5), (4,1), (3,4), (3,2)})تابع نیست، زیرا ۳ دو بار به‌عنوان مؤلفهٔ اول آمده است( 

u�¹ = {(3,2), (2,5), (1,4), (4,3)}
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فعالیتصفحه ۱۱۴۵۸

 رسم شده است.۱f( در دستگاه مختصات داده‌شده نمودار تابع 
 را به‌صورت مجموعه‌ای از زوج‌های مرتب نمایش دهید.fالف( تابع 

 را به‌صورت مجموعه‌ای از زوج‌های مرتب نمایش دهید.f�¹ب( تابع 
 را رسم کنید.f�¹پ( در همین دستگاه مختصات، نمودار 

 نسبت به …… قرینهٔ یکدیگرند.«f�¹ و f چه ارتباطی با هم دارند؟ »نمودار f�¹ و fت( نمودار 

f = {(1,2), (2,3), (3,4)}الف(

f�¹ = {(2,1), (3,2), (4,3)}ب(

 را )به رنگ تیره‌تر( رسم می‌کنیم:(4,3) و (3,2)، (2,1) نقاط پ(

 )نیمساز ناحیهٔ اول و سوم( قرینهٔ یکدیگرند.«y = xخط  نسبت به f�¹ و f »نمودار ت(

۸۹

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۱۱۵۵۸

۲( الف( در مورد بیان کنید چرا نمودار داده‌شده معرف یک تابع است و سپس وارون آن را رسم کنید.
ب( عبارت زیر را کامل کنید. »برای رسم نمودار وارون یک تابع کافی است قرینهٔ نمودار آن تابع را نسبت به

…… رسم کنیم.«

 وجود دارد )هیچ خط عمودی نمودار را در بیش از یک نقطه قطعy دقیقاً یک x در هر دو نمودار به‌ازای هر الف(
نمی‌کند(؛ پس هر دو تابع‌اند. وارون‌ها را با جابه‌جایی مؤلفه‌ها )نقاط بنفش( رسم می‌کنیم:

{(4,3) ,(4,2) ,(3,1) ,(3,0)} � وارون: {(3,4) ,(2,4) ,(1,3) ,(0,3)}نمودار سمت چپ:

{(0,4) ,(0,3) ,(0,2) ,(0,1) ,(0,0)} � وارون: {(4,0) ,(3,0) ,(2,0) ,(1,0) ,(0,0)}نمودار سمت راست:
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)در هر دو مورد وارون تابع نیست، چون نقاط با مؤلفهٔ اول یکسان و مؤلفهٔ دوم متفاوت دارد.(

 رسم کنیم.«y = xخط  »برای رسم نمودار وارون یک تابع کافی است قرینهٔ نمودار آن تابع را نسبت به ب(
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فعالیتصفحه ۱۱۶۵۸

۳( نمودار وارون تابع داده‌شده را رسم کنید.

 است:(2 ,4) تا (0 ,1)، پاره‌خطی از y = x است. قرینهٔ آن نسبت به (4 ,2) تا (1 ,0)تابع، پاره‌خطی از 

۹۲

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۱۱۷۵۹

۱( الف( به نمونهٔ داده‌شده دقت کنید. با کمک نمودار پیکانی، وارون توابع داده‌شده را به‌دست آورید.
 یک تابع است:t�¹ یک تابع است: بله � خیر � ؛ s�¹ب( در جدول مقابل گزینه‌های درست را انتخاب کنید. 

 یک تابع است: بله � خیر �u�¹بله � خیر � ؛ 
f، خود یک تابع است؛ هرگاه در زوج‌های مرتب متفاوت تابع fپ( عبارت زیر را کامل کنید. وارون تابع 

مؤلفه‌های …… تکراری وجود نداشته باشد.
، تعیین کنید که این تابعf�¹ را در نظر بگیرید. بدون محاسبهٔ f = {(1,2), (−2,4), (2,−1), (−1,2)}ت( تابعِ 

یک‌به‌یک است یا خیر؟

 در نمودار پیکانی جهت پیکان‌ها را برعکس می‌کنیم:الف(

t = {(1,2), (2,2), (3,5), (4,5)} � t�¹ = {(2,1), (2,2), (5,3), (5,4)}از ۲ دو پیکان به ۱ و ۲ و از ۵ دو پیکان( 
به ۳ و ۴ می‌رود(

u = {(1,6), (2,6), (3,6), (4,5)} � u�¹ = {(6,1), (6,2), (6,3), (5,4)})از ۶ سه پیکان خارج می‌شود( 

خیربله

s�¹.یک تابع است �

t�¹.یک تابع است �

u�¹.یک تابع است �

 تابع نیستند.u�¹ و t�¹ تابع است )از هر عضو فقط یک پیکان خارج می‌شود(، ولی s�¹ب(

 تکراری وجوددوم مؤلفه‌های f، خود یک تابع است؛ هرگاه در زوج‌های مرتب متفاوت تابع f »وارون تابع پ(
نداشته باشد.«

یک‌به‌یکf(؛ پس f(1) = f(−1) = 2 هستند و عدد ۲ دو بار تکرار شده است )2 ,1− ,4 ,2 مؤلفه‌های دوم ت(
 و وارونش تابع نیست.نیست
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فعالیتصفحه ۱۱۸۵۹

۲( نمودارهای پیکانی زیر بیانگر تابع اثر انگشت و تابع گروه خونی علی و رضا است.
الف( مشخص کنید که کدام نمودار پیکانی مربوط به اثر انگشت و کدام نمودار پیکانی مربوط به گروه خونی

است.
 هر دو تابع‌اند؟g و fب( آیا 

 چه می‌توان گفت؟g�¹ و f�¹پ( در مورد تابع بودن 
 یک‌به‌یک هستند؟g و fت( کدام‌یک از دو تابع 

ث( عبارت‌های زیر را کامل کنید. با دانستن گروه خونی یک انسان، هویت او و به‌طور یکتا تعیین …… . با
دانستن اثر انگشت یک انسان، هویت او به‌طور یکتا تعیین …… .

 علی و رضا به دو عنصر متفاوت می‌روند؛ این نمودار »اثر انگشت« است )اثر انگشت هیچ دو نفریf در الف(
 هر دو به یک عنصر می‌روند؛ این نمودارgیکسان نیست(: علی � اثر انگشت علی، رضا � اثر انگشت رضا. در 

»گروه خونی« است )علی و رضا می‌توانند گروه خونی یکسان داشته باشند(.

 بله؛ هر انسان فقط یک اثر انگشت و یک گروه خونی دارد.ب(

 تابع نیست )یک گروه خونی به چند نفرg�¹ تابع است )هر اثر انگشت فقط به یک نفر برمی‌گردد(؛ ولی f�¹پ(
برمی‌گردد(.

 یک‌به‌یک نیست.g )اثر انگشت( یک‌به‌یک است؛ f تابع ت(

. با دانستن اثر انگشت یک انسان،نمی‌شود با دانستن گروه خونی یک انسان، هویت او به‌طور یکتا تعیین ث(
.می‌شودهویت او به‌طور یکتا تعیین 
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فعالیتصفحه ۱۱۹۶۰

۱( در شکل داده‌شده، با وصل کردن نقاط مشخص‌شده به هم، نمودار تابعی رسم کنید که تابع باشد.
الف( آیا تابعی که رسم کرده‌اید یک‌به‌یک است؟

ب( با کامل کردن عبارت زیر مشخص کنید که چگونه با در دست داشتن نمودار یک تابع، می‌توان تشخیص داد
که آیا آن تابع یک‌به‌یک است یا خیر؟ »اگر هر خطِ موازی محور …… نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع

کند، آنگاه آن تابع یک‌به‌یک است.«

 دارد، پس تابع است(:y فقط یک x را با پاره‌خط به‌هم وصل می‌کنیم )هر (3 ,1−) و (1 ,2−)، (1 ,5−)نقاط 

 نمودار را در بیش از یک نقطهy = 1 مؤلفهٔ دوم یکسان دارند، پس خط (1 ,2−) و (1 ,5−) خیر؛ دو نقطهٔ الف(
قطع می‌کند. )هر تابعی که از این نقاط بگذرد یک‌به‌یک نیست.(

 )خط افقی( نمودار تابع را حداکثر در یک نقطه قطع کند، آنگاه آن تابعهاx »اگر هر خطِ موازی محور ب(
یک‌به‌یک است.«

۹۵
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فعالیتصفحه ۱۲۰۶۰

۲( کدام‌یک از توابع زیر یک‌به‌یک است؟

با آزمون خط افقی: تابعی یک‌به‌یک است که هر خط افقی آن را حداکثر در یک نقطه قطع کند.

ردیف بالا، نمودار اول )موج‌دار(: یک‌به‌یک نیست )خط‌های افقی آن را چند بار قطع می‌کنند(.

.یک‌به‌یک استردیف بالا، نمودار دوم )منحنی نزولی(: 

.(yردیف بالا، نمودار سوم )سهمی(: یک‌به‌یک نیست )قرینه نسبت به محور 

.یک‌به‌یک استردیف پایین، نمودار اول )منحنی رادیکالی صعودی(: 

.یک‌به‌یک استردیف پایین، نمودار دوم )خط نزولی(: 

ردیف پایین، نمودار سوم )نیم‌دایره(: یک‌به‌یک نیست.

)ردیف‌ها از سمت چپ شمرده شده‌اند، مطابق شکل.(

۹۶
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فعالیتصفحه ۱۲۱۶۱

 را در نظر می‌گیریم.f(x) = 2x + 1تابع با ضابطهٔ 
 یک‌به‌یک است.f توضیح دهید که چرا fالف( به کمک نمودار 

.f�¹(7) = 3 و f(3) = 7 ؛ به عبارت دیگر f � (7 ,3) و f�¹ � (3 ,7)ب( نمودار زیر را توضیح دهید: 

ها( آن را دقیقاً در یک نقطه قطع می‌کند؛x یک خط با شیب ۲ است. هر خط افقی )موازی محور f نمودار الف(
 یک‌به‌یک است.fپس 

 یعنیf�¹ � (3 ,7) است. وارون با جابه‌جایی مؤلفه‌هاست؛ پس f عضو (7 ,3)، پس زوج f(3) = 2×3 + 1 = 7ب(
f�¹(7) = 3 ،در شکل .f عدد ۳ را با »ضرب در ۲ و جمع با ۱« به ۷ می‌برد و f�¹( »۲ 7) با »کم کردن ۱ و تقسیم بر − 

( ۷ را به ۳ برمی‌گرداند.3 = 2/(1

۹۷
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کار در کلاسصفحه ۱۲۲۶۲

۱( هر تابع خطی غیرثابت یک‌به‌یک است. )چرا؟( وارون هر یک از توابع خطی زیر را به‌دست آورید.
v(x) = (2/3)x − 4 ت( u(x) = 2x + 3 پ( g(x) = 4x ب( f(x) = x + 5الف( 

 نمودار تابع خطی غیرثابت خطی با شیب ناصفر است و هر خط افقی آن را دقیقاً در یک نقطه قطعچرا؟
می‌کند؛ پس یک‌به‌یک است.

f�¹(x) = x − 5 پس y = x + 5 � x = y − 5الف(

g�¹(x) = x/4 پس y = 4x � x = y/4ب(

u�¹(x) = (x − 3)/2 پس y = 2x + 3 � x = (y − 3)/2پ(

v�¹(x) = 3(x + 4)/2 = (3x + 12)/2 پس y = (2/3)x − 4 � (2/3)x = y + 4 � x = 3(y + 4)/2ت(

۹۸
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کار در کلاسصفحه ۱۲۳۶۳

۲( الف( چرا نمودار داده‌شده، نمودار یک تابع یک‌به‌یک نیست؟
ب( با حذف تنها یک نقطه، نمودار مقابل را به یک تابع یک‌به‌یک تبدیل کنید. مسئله چند جواب دارد؟

 y مؤلفهٔ دوم یکسان دارند؛ یعنی خط افقی (3,2) و (1,2). دو نقطهٔ (5,1) ,(3,2) ,(2,3) ,(1,2) نقاط نمودار: الف(
 نمودار را در دو نقطه قطع می‌کند.2 =

 دارد.۲ جواب. مسئله (3,2) یا (1,2) باید یکی از این دو نقطه را حذف کنیم: یا ب(

۹۹
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کار در کلاسصفحه ۱۲۴۶۳

 در شکل مقابل دقت کنید. با محدود کردن دامنهٔ این تابعf(x) = x² − 4x + 3الف( به نمودار تابع با ضابطهٔ 
 [2 ,0] � (4 ,1]روی کدام بازه‌های زیر می‌توان یک تابع یک‌به‌یک ساخت؟ � 

ب( آیا هر تابع درجهٔ ۲، تابعی یک‌به‌یک است؟ چرا؟

 صعودی است.(∞+ ,2] نزولی و روی  [2 ,∞−) است و نمودار روی x = 2 رأس سهمی الف(

؛ یک‌به‌یک نیست.f(1) = f(3) = 0 رأس را در بر دارد و مثلاً  (4 ,1] بازهٔ 

.یک‌به‌یک است کاملاً در قسمت نزولی است؛  [2 ,0]بازهٔ 

 درست است. [2 ,0]پس فقط بازهٔ 

 خیر. نمودار هر تابع درجهٔ ۲ )سهمی( نسبت به خط گذرا از رأس قرینه است و خط‌های افقی بالای )یاب(
.3 ≠ 1 با f(1) = f(3)پایین( رأس آن را در دو نقطه قطع می‌کنند؛ مثلاً 

تمرینصفحه ۱۲۵۶۳

 را به‌دست آورید.۱f = {(2,3), (−2,1), (−1,2)}( وارون تابع 

مؤلفه‌های هر زوج را جابه‌جا می‌کنیم:

f�¹ = {(3,2), (1,−2), (2,−1)}

۱۰۰
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تمرینصفحه ۱۲۶۶۳

۲( نمودار وارون تابع داده‌شده در شکل مقابل را رسم کنید.

. این نقاط را با(2,1) و y = x:(1,−2) ،(3,0) هستند. قرینهٔ آنها نسبت به (1,2) و (0,3)، (2,1−)نقاط شکستگی 
پاره‌خط به هم وصل می‌کنیم )نمودار بنفش(:

توجه: چون تابع اصلی یک‌به‌یک نیست )مثلاً مقدار ۲/۵ دو بار گرفته می‌شود(، وارونِ رسم‌شده تابع نیست.

۱۰۱

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرینصفحه ۱۲۷۶۴

۳( ضابطهٔ وارون هر یک از توابع زیر را بیابید.
f(x) = (−7x + 3)/5 پ( f(x) = (3/5)x + 4 ب( f(x) = 5x − 2الف( 

f�¹(x) = (x + 2)/5 پس y = 5x − 2 � x = (y + 2)/5الف(

f�¹(x) = (5/3)x − 20/3 = (5x − 20)/3 پس y = (3/5)x + 4 � x = (5/3)(y − 4)ب(

f�¹(x) = (3 − 5x)/7 پس 5y = −7x + 3 � x = (3 − 5y)/7پ(

تمرینصفحه ۱۲۸۶۴

۴( می‌خواهیم با حذف تعدادی از نقاط نمودار مقابل، آن را به یک تابع یک‌به‌یک تبدیل کنیم. حداکثر چند
نقطه باقی می‌تواند بماند؟

. مؤلفه‌های دوم: ۳ )دو بار(، ۲ )سه بار(، ۱ )دو بار(.(7,1) ,(6,3) ,(5,2) ,(4,1) ,(3,2) ,(2,2) ,(1,3)نقاط: 

 فقط یک بار می‌آید؛ پس از هر مقدار یک نقطه می‌ماند. چون سه مقدار متفاوتyدر تابع یک‌به‌یک هر مقدار 
.((4,1) ,(2,2) ,(1,3) باقی می‌ماند )مثلاً ۳ نقطه( داریم، حداکثر 3 ,2 ,1)

۱۰۲
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تمرینصفحه ۱۲۹۶۴

 را رسم کنید: [5 ,2] و برد  [2 ,0]۵( نمودار تابعی با دامنهٔ 
الف( به شرطی که این تابع یک‌به‌یک باشد.
ب( به شرطی که این تابع یک‌به‌یک نباشد.

( یک‌به‌یک است و دامنه و برد خواسته‌شده را دارد:f(x) = 1.5x + 2 )مثلاً (5 ,2) تا (2 ,0) پاره‌خط از الف(

، پس یک‌به‌یکf(0) = f(2) = 2 است ولی  [5 ,2]؛ برد آن  [2 ,0] روی f(x) = 5 − 3(x − 1)² نمودار سهمی ب(
نیست )پاسخ‌های دیگری نیز ممکن است(:

۱۰۳
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تمرینصفحه ۱۳۰۶۴

۶( با حذف بخشی از نمودار نیم‌دایرهٔ داده‌شده، نمودار یک تابع یک‌به‌یک را مشخص کنید.

 متقارن است و خط‌های افقی آن را در دو نقطه قطع می‌کنند. اگر نیمهyٔنیم‌دایره )شعاع ۲( نسبت به محور 
( نزولی و یک‌به‌یک است:(0 ,2) تا (2 ,0)( را حذف کنیم، ربع‌دایرهٔ باقی‌مانده )از x < 0سمت چپ )

)حذف نیمهٔ راست و نگه‌داشتن ربع‌دایرهٔ سمت چپ نیز پاسخ درست است.(

۱۰۴
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فعالیتصفحه ۱۳۱۶۵

( را به‌دست آوریدf/g، آنگاه مجموع، تفاضل، حاصل‌ضرب و حاصل‌تقسیم آنها )g(x) = x − 2 و f(x) = 2x − 1اگر 
و دامنهٔ هر یک را مشخص کنید.

……  = f(x)/g(x) = (x)(f/g) ……  = (x)(f − g)حل: 

(f + g)(x) = (2x − 1) + (x − 2) = 3x − 3

f(x) − g(x) = (2x − 1) − (x − 2) = 2x − 1 − x + 2 = x + 1 = (x)(f − g)تفاضل:

(f·g)(x) = (2x − 1)(x − 2) = 2x² − 5x + 2

D_{f+g} = D_{f−g} = D_{f·g} = D_f � D_g = � � � = �

f(x)/g(x) = (2x − 1)/(x − 2) = (x)(f/g)تقسیم:

D_{f/g} = (D_f � D_g) − {x | g(x) = 0} = (� � �) − {x | x − 2 = 0} = � − {2}

۱۰۵
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خواندنیصفحه ۱۳۲۶۶

 نشان می‌دهد که در هر ماه سال گذشته، چند هزار تومان جرم خریداری شده است؛ برای مثالfنمودار تابع 
 نشان می‌دهد این هنرمند در هر ماه سال گذشته چند هزار تومان ابزار و براقg. نمودار تابع f)تیر( = 300

 نشان می‌دهیم.cخریده است. نمودار تابع هزینهٔ خرید علی در سال گذشته رسم شده است. این تابع را با 
 را برای ماه‌های فصل زمستان بررسی کنید.cالف( بر روی شکل، درستی مقادیر تابع 

 درست است؟c ،c(x) = f(x) + g(x) در دامنهٔ تابع xب( آیا برای هر 

مقادیر خوانده‌شده از نمودارها )هزار تومان(:

اسفندبهمندیماه

f)4504500 )جرم

g)150150100 )ابزار و براق

c)600600100 )هزینهٔ کل

f + g600600100

 + 450، 600 = 150 + 450 برقرار است: c = f + g فصل زمستان دی، بهمن و اسفند است. در هر سه ماه الف(
150 = 600 ،0 + 100 = 100.

 بله؛ هزینهٔ کل هر ماه برابر مجموع هزینهٔ جرم و هزینهٔ ابزار و براق همان ماه است )درستی آن برای همهٔب(
 + c(x) = f(x) در دامنه: x(. پس برای هر 600 = 300 + ۱۲300 ماه سال با نمودارها بررسی می‌شود؛ مثلاً در تیر 

g(x).

کار در کلاسصفحه ۱۳۳۶۷

 جدول داده‌شده را کامل کنید. )ستون‌ها: تابع،g(x) = x − 3 و ۱f(x) = x² + 3x + 1( برای دو تابع با ضابطه‌های 
(f+g ،f−g ،f·g ،f/gضابطه، دامنه برای 

دامنهضابطهتابع

f + g(f+g)(x) = x² + 4x − 2�

f − g(f−g)(x) = x² + 2x + 4�

f · g(f·g)(x) = (x²+3x+1)(x−3) = x³ − 8x − 3�

f / g(f/g)(x) = (x² + 3x + 1)/(x − 3)� − {3}

۱۰۶
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کار در کلاسصفحه ۱۳۴۶۷

 جدول داده‌شده را کامل کنید. )ستون‌ها: تابع،v(x) = x − 1 و ۲u(x) = √x + 1( برای دو تابع با ضابطه‌های 
(u+v ،u−v ،u·v ،u/vضابطه، دامنه برای 

D_u = [0, +∞) و D_v = � ؛ پسD_u � D_v = [0, +∞).

دامنهضابطهتابع

u + v(u+v)(x) = √x + 1 + x − 1 = √x + x[0, +∞)

u − v(u−v)(x) = (√x + 1) − (x − 1) = √x − x + 2[0, +∞)

u · v(u·v)(x) = (√x + 1)(x − 1) = x√x − √x + x − 1[0, +∞)

u / v(u/v)(x) = (√x + 1)/(x − 1)[0, +∞) − {1}

۱۰۷
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فعالیتصفحه ۱۳۵۶۷

 به ترتیب با رنگ‌های قرمز و آبی نشان داده شده‌اند.g و fمطابق شکل، دو تابع 
 را به‌دست آورید.g و fالف( ضابطهٔ دو تابع 

 را به‌دست آورید.f − g و f + gب( ضابطهٔ دو تابع 
 را با رنگ‌های مختلف رسم کنید.f − g و f + gپ( با تکمیل جدول مقابل، نمودارهای توابع 

ت( آیا جمع دو تابع خطی همیشه یک تابع خطی است؟ در مورد تفریق آنها چه می‌توان گفت؟

 می‌گذرد؛ پس(2 ,1) و خط آبی از (3 ,1) هر دو خط از مبدأ می‌گذرند. خط قرمز از الف(

f(x) = 3x   ,   g(x) = 2x

3x + 2x = 5x ، (f − g)(x) = 3x − 2x = x = (x)(f + g)ب(

پ(

x۰۱

f(x)03

g(x)02

(f + g)(x)05

(f − g)(x)01

۱۰۸
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 نیز تابعی خطی است. تفریقx + (b + d)(a + c) = (x)(f + g) باشند، g(x) = cx + d و f(x) = ax + b بله؛ اگر ت(
 صفر شود وx یک تابع خطی است. )ممکن است ضریب x + (b − d)(a − c) = (x)(f − g)هم همین‌طور است: 

(.x + (−x) = 0تابع ثابت شود، مثلاً 

۱۰۹
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فعالیتصفحه ۱۳۶۶۸

. جاهای خالی را پر کنید.l(x) = (1/2)f(x)با توجه به شکل دیده می‌شود که 
g(x) =  …… f(x)h(x) =  …… f(x)

y:f. عرض نقطهٔ برخورد با محور f(x) = (x + 2)/2 می‌گذرد: (1 ,0) از f می‌گذرند. (0 ,2−)نمودارها همه از نقطهٔ 
( ضرب شده است:g( و در ۳ )برای h در ۲ )برای f برابر ۳ است؛ پس عرض هر نقطه از g برابر ۲ و hبرابر ۱، 

g(x) = 3 f(x)   ,   h(x) = 2 f(x)

 برابر ۲ است.(x = 0 در h(x) = x + 2 برابر ۳ و x = 0 در g(x) = 3(x+2)/2)بررسی: 

۱۱۰
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کار در کلاسصفحه ۱۳۷۶۸

 را رسم کنید.y = −f(x) در شکل مقابل، نمودار تابع با ضابطهٔ ۱y = f(x)( با توجه به نمودار تابع با ضابطهٔ 
y = f(x) کافی است قرینهٔ نمودار ضابطهٔ ۲y = −f(x)( عبارت زیر را کامل کنید. »برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ 

را نسبت به محور …… رسم کنیم.«

 − f(x) = x−(. عرض هر نقطه را قرینه می‌کنیم: f(x) = 1 − x می‌گذرد )(0 ,1) و (1 ,0) خطی است که از f نمودار ۱(
 می‌گذرد.(0 ,1) و (1− ,0) از 1

 رسم کنیم.«هاx را نسبت به محور y = f(x) »… قرینهٔ نمودار ضابطهٔ ۲(

۱۱۱
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کار در کلاسصفحه ۱۳۸۶۹

 را رسم کنید.y = −2f(x) داده شده است. نمودار تابع با ضابطهٔ ۳f( در شکل روبه‌رو، نمودار تابع 

:(4−,4) � (4,2) و (4−,2) � (2,2)، (0,0) � (0,0) ضرب می‌کنیم: 2−عرض هر نقطه را در 

تمرینصفحه ۱۳۹۶۹

، نمودار هر یک از توابع با ضابطه‌های زیر را رسم کنید.|۱f(x) = |x( با استفاده از نمودار تابع 

۱۱۲
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|l(x) = 2|x − 2 پ( |h(x) = −|x − 3 ب( |g(x) = −|xالف( 

ها )رأس در مبدأ، رو به پایین(:x نسبت به محور |x| قرینهٔ الف(

:((0 ,3)ها قرینه می‌کنیم )رأس x را ۳ واحد به راست منتقل و سپس نسبت به محور |x|ب(

:(l(0) = 4، رو به بالا و تندتر؛ (0 ,2) را ۲ واحد به راست منتقل و عرض‌ها را ۲ برابر می‌کنیم )رأس |x|پ(

 است.(|x|)خط‌چین، نمودار 
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تمرینصفحه ۱۴۰۶۹

۲( در هر مورد، دامنه و ضابطهٔ حاصل جمع، ضرب، تقسیم و تفریق دو تابع داده‌شده را بیابید.
f(x) = x² − 4 ، g(x) = x + 2 ب( f(x) = |x| ، g(x) = 1/xالف( 

f(x) = (x − 2)/(x + 5) ، g(x) = x² + 3x − 10 ت( f(x) = √x ، g(x) = −√xپ( 
f = {(2,5), (3,4), (0,−2)} ، g = {(−1,2), (0,3), (2,4), (3,0)}ث( 

 هیچ‌گاه صفر نمی‌شود.g(x) و D_f � D_g = � − {0}؛ D_f = � ،D_g = � − {0}الف(

(f+g)(x) = |x| + 1/x ، (f−g)(x) = |x| − 1/x ، (f·g)(x) = |x|/x ، (f/g)(x) = |x|/(1/x) = x|x|

{0} − �دامنهٔ هر چهار تابع: 

.� = D_f = D_gب(

(f+g)(x) = x² + x − 2 ، (f−g)(x) = x² − x − 6 ، (f·g)(x) = (x²−4)(x+2) = x³ + 2x² − 4x − 8 دامنه( �)

(f/g)(x) = (x² − 4)/(x + 2) ٔساده‌شده: {2−} − � با دامنه( x − 2 {2−} − �، ولی دامنه همان)می‌ماند 

.(∞+ ,D_f = D_g = [0پ(

(f+g)(x) = √x − √x = 0 ، (f−g)(x) = 2√x ، (f·g)(x) = −x (∞+ ,0] )دامنه)

(f/g)(x) = √x/(−√x) = −1 ٔچون (∞+ ,0) = {0} − (∞+ ,0] با دامنه( g(0) = 0)

.g(x) = (x+5)(x−2) و D_f = � − {−5} ، D_g = � ، D_f � D_g = � − {−5}ت(

(f+g)(x) = (x−2)/(x+5) + x² + 3x − 10 = (x³ + 8x² + 6x − 52)/(x + 5)

(f−g)(x) = (x−2)/(x+5) − (x² + 3x − 10) = (−x³ − 8x² − 4x + 48)/(x + 5)

(f·g)(x) = (x−2)/(x+5) · (x+5)(x−2) = (x − 2)² :{5−} − � ؛ دامنهٔ این سه تابع

(f/g)(x) = (x−2)/(x+5) ÷ (x² + 3x − 10) = 1/(x + 5)² ٔزیرا {2 ,5−} − � با دامنه( g(x) = 0 برای x = −5 و x 
= 2)

.D_f � D_g = {0, 2, 3} ؛ D_f = {0, 2, 3} ، D_g = {−1, 0, 2, 3}ث(

f + g = {(0, 1), (2, 9), (3, 4)} ً(1 = 3 + 2− )مثلا

f − g = {(0, −5), (2, 1), (3, 4)}

f · g = {(0, −6), (2, 20), (3, 0)}

f / g = {(0, −2/3), (2, 5/4)} دامنه( {2 ,0} است، چون g(3) = 0)
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تمرینصفحه ۱۴۱۶۹

، هر یک از نمودارهای زیر را رسم کنید.۳f(x) = √x( با استفاده از نمودار تابع 
v(x) = 1 − √(x − 3) ث( u(x) = 1 − √x ت( t(x) = −3√x پ( s(x) = −√(x − 2) ب( r(x) = 2√xالف( 

.(4,4)، (1,2)، (0,0) دو برابر می‌شود؛ از x√ عرض هر نقطهٔ الف(

 و(1−,3)، عبور از (2,0) قرینه می‌کنیم؛ شروع از x را ۲ واحد به راست می‌بریم و نسبت به محور x√ب(
(6,−2).

.(6−,4)، (3−,1)، (0,0) ضرب می‌کنیم؛ از 3− عرض‌ها را در پ(

.(1−,4) و (1,0)، عبور از (0,1) را یک واحد بالا می‌بریم؛ شروع از x√−ت(

.(1−,7) و (4,0)، عبور از (3,1) را یک واحد بالا می‌بریم؛ شروع از (x−3)√−ث(

r )الف

s )ب

t )پ

u )ت
v )ث

 هستند.(x√)خط‌چین‌ها نمودار 

۱۱۵

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرینصفحه ۱۴۲۶۹

 رسم شده است. نمودار حاصل‌جمع این دو تابع را به‌دست آورید.g و ۴f( در شکل مقابل، نمودار تابع 

f:(0,2), (1,2), (2,2), (3,1), (4,0) و g:(0,0), (1,0), (2,0), (3,1), (4,2):مقدار مجموع در هر نقطه .

x۰۱۲۳۴

f(x)22210

g(x)00012

(f + g)(x)22222

:(f + g = 2 است )x = 4 تا x = 0 پاره‌خطی افقی در ارتفاع ۲ از f + gنمودار 
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تمرینصفحه ۱۴۳۷۰

۵( با توجه به نمودار سه تابع داده‌شده، مشخص کنید کدام‌یک از آنها برابر مجموع دو تابع دیگر است؟

 می‌گذرد(.(2− ,1) )از g(x) = −x ، h(x) = −2x )خط صعودی( ، f(x) = xاز نمودارها: 

f(x) + h(x) = x + (−2x) = −x = g(x)

(.g + h = −3x و f + g = 0(. )دو حالت دیگر برقرار نیستند: g = f + h)  استh و f برابر مجموع gتابع پس 
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خواندنیصفحه ۱۴۴۷۰

یک اجاق دارای دو منبع گرمایی قابل تنظیم است که می‌توانند هم‌زمان، به‌طور مستقل و جدا از هم گرما
تولید کنند. نمودار دمایی که این دو منبع گرمایی تولید می‌کنند، به‌صورت زیر است. این نمودارها نشان

می‌دهد که در عرض ۵ دقیقه، چگونه مقدار دما افزایش یا کاهش می‌یابد. با توجه به نمودارهای زیر بیشترین و
کمترین دمایی که در این اجاق تولید می‌شود چه مقدار است؟

دمای کل در هر لحظه، مجموع دمای دو منبع است:

۰۱۲۳۴۵زمان )دقیقه(

230451منبع اول

435201منبع دوم

665652مجموع

هر نمودار پاره‌خطی است و مجموع دو نمودار نیز بین نقاط گره‌ای خطی است، پس بیشترین و کمترین مقدار
 است.بیشترین دما ۶ )در دقیقه‌های ۰، ۱ و ۳( و کمترین دما ۲ )در دقیقهٔ ۵(در همین نقاط رخ می‌دهد: 
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ریاضی ۲ یازدهم - فصل چهارم
مثلثات

فهرست

۱۲۱صفحه ۷۲ · یادآوری — دایرهٔ مثلثاتی با ۲۴ قسمت۱۴۵

۱۲۲صفحه ۷۲ · فعالیت — رابطهٔ زاویه و کمان )محیط دایره(۱۴۶

۱۲۲صفحه ۷۲ · فعالیت — کمانی به طول شعاع۱۴۷

۱۲۳صفحه ۷۳ · فعالیت — چند رادیان در دایره جا می‌گیرد؟۱۴۸

صفحه ۷۳ · فعالیت — اندازهٔ یک رادیان در دایره‌های۱۴۹
۱۲۳مختلف

۱۲۴صفحه ۷۳ · فعالیت — جدول طول کمان و زاویه۱۵۰

۱۲۵صفحه ۷۴ · کار در کلاس — رابطهٔ زاویه، طول کمان و شعاع۱۵۱

صفحه ۷۴ · یادآوری — تبدیل رادیان به درجه )� و ۱۵۲۱۸۰
۱۲۶درجه(

۱۲۷صفحه ۷۵ · تکمیل — � رادیان و کسرهای آن۱۵۳

۱۲۷صفحه ۷۵ · کار در کلاس — تبدیل درجه به رادیان۱۵۴

۱۲۸صفحه ۷۵ · کار در کلاس — تبدیل درجه و رادیان با نسبت۱۵۵

۱۲۹صفحه ۷۵ · کار در کلاس — دایرهٔ مثلثاتی بر حسب رادیان۱۵۶

صفحه ۷۶ · خواندنی — تبدیل رادیان به درجه با ماشین۱۵۷
۱۳۰حساب

۱۳۱صفحه ۷۶ · فعالیت — ایستگاه فضایی بین‌المللی۱۵۸

صفحه ۷۶ · تمرین — تبدیل درجه به رادیان و نمایش۱۵۹
۱۳۲روی دایره

صفحه ۷۶ · تمرین — تبدیل رادیان به درجه و نمایش۱۶۰
۱۳۳روی دایره

۱۳۳صفحه ۷۶ · تمرین — زاویهٔ ۲۰/� رادیان۱۶۱

صفحه ۷۶ · تمرین — زاویهٔ مرکزی روبه‌رو به کمانی به۱۶۲
۱۳۴طول ۸ سانتی‌متر

۱۳۴صفحه ۷۶ · تمرین — درستی یا نادرستی جمله‌ها۱۶۳

صفحه ۷۷ · فعالیت — علامت نسبت‌ها در ربع‌ها۱۶۴
۱۳۵)جدول اول(

صفحه ۷۷ · فعالیت — علامت نسبت‌ها در ربع‌ها۱۶۵
۱۳۶)جدول دوم(

۱۳۷صفحه ۷۸ · فعالیت — یافتن نسبت‌ها با داشتن سینوس۱۶۶

۱۳۸صفحه ۷۸ · فعالیت — یافتن نسبت‌ها با داشتن کتانژانت۱۶۷

۱۳۸صفحه ۷۸ · کار در کلاس — نسبت‌ها با داشتن کسینوس۱۶۸

صفحه ۷۸ · کار در کلاس — جدول نسبت‌های زاویه‌های۱۶۹
۱۳۹خاص

۱۴۰صفحه ۷۹ · کار در کلاس — محاسبهٔ عبارت‌های مثلثاتی )۱(۱۷۰

۱۴۰صفحه ۷۹ · فعالیت — نسبت‌های مثلثاتی زاویه‌های قرینه۱۷۱

صفحه ۷۹ · کار در کلاس — نسبت‌های مثلثاتی زاویه۱۷۲ٔ
۱۴۱منفی ۴/�

صفحه ۸۰ · کار در کلاس — حاصل عبارت‌ها با زاویه‌های۱۷۳
۱۴۱قرینه

۱۴۲صفحه ۸۰ · فعالیت — نسبت‌های مثلثاتی زاویه‌های مکمل۱۷۴

۱۴۲صفحه ۸۰ · کار در کلاس — مکمل زاویه‌ها۱۷۵

۱۴۳صفحه ۸۱ · کار در کلاس — نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ ۱۷۶۵�/۶
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۱۴۳صفحه ۸۱ · فعالیت — حاصل نسبت‌ها به کمک زاویهٔ مکمل۱۷۷

۱۴۴صفحه ۸۱ · فعالیت — نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ ۲۱۰ درجه۱۷۸

۱۴۴صفحه ۸۲ · کار در کلاس — نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ ۱۷۹۷�/۶

۱۴۵صفحه ۸۲ · فعالیت — حاصل نسبت‌ها به کمک اختلاف �۱۸۰

۱۴۶صفحه ۸۳ · فعالیت — زاویه‌های متمم۱۸۱

۱۴۷صفحه ۸۳ · فعالیت — نسبت‌های زاویهٔ ۲�/۳ به دو روش۱۸۲

صفحه ۸۴ · کار در کلاس — نسبت‌های زاویهٔ ۱۳۵ درجه۱۸۳
۱۴۸به دو روش

۱۴۹صفحه ۸۵ · کار در کلاس — پرسش‌هایی با نقاله۱۸۴

صفحه ۸۵ · فعالیت — زاویه‌های هم‌انتها )۴۰۵ و ۱۸۵۴۵
۱۵۰درجه(

۱۵۱صفحه ۸۶ · فعالیت — زاویهٔ ۵�/۳ رادیان۱۸۶

۱۵۲صفحه ۸۶ · کار در کلاس — زاویه‌های بزرگ‌تر از یک دور۱۸۷

۱۵۲صفحه ۸۷ · خواندنی — کار با ماشین حساب )۱(۱۸۸

۱۵۳صفحه ۸۷ · خواندنی — کار با ماشین حساب )۲(۱۸۹

۱۵۳صفحه ۸۷ · تمرین — محاسبهٔ عبارت‌های مثلثاتی )۲(۱۹۰

صفحه ۸۷ · تمرین — محاسبهٔ عبارت‌های مثلثاتی )۱۹۱،۲
۱۵۴ادامه(

صفحه ۸۷ · تمرین — جدول نسبت‌های مثلثاتی۱۹۲
۱۵۵زاویه‌های مختلف

۱۵۵صفحه ۸۷ · تمرین — بررسی درستی تساوی‌ها۱۹۳

۱۵۶صفحه ۸۷ · تمرین — یافتن زاویهٔ مناسب در تساوی‌ها۱۹۴

صفحه ۸۸ · فعالیت — رسم تابع سینوس — جدول و۱۹۵
۱۵۷زوج‌های مرتب

صفحه ۸۸ · فعالیت — رسم تابع سینوس —۱۹۶
۱۵۸مشخص‌کردن نقطه‌ها

صفحه ۸۸ · فعالیت — رسم تابع سینوس — نقطه‌های۱۹۷
۱۵۸بیشتر

صفحه ۸۹ · فعالیت — رسم تابع سینوس — وصل‌کردن۱۹۸
۱۵۹نقطه‌ها

صفحه ۸۹ · فعالیت — رسم تابع سینوس در نیمهٔ دوم۱۹۹
۱۶۰دوره

۱۶۱صفحه ۸۹ · فعالیت — رفتار تابع سینوس در یک دوره۲۰۰

۱۶۲صفحه ۸۹ · فعالیت — تناوب تابع سینوس و تکرار نمودار۲۰۱

۱۶۳صفحه ۹۰ · فعالیت — ویژگی‌های تابع سینوس۲۰۲

صفحه ۹۰ · کار در کلاس — تطبیق ضابطه با نمودار۲۰۳
۱۶۳)سینوس(

صفحه ۹۱ · فعالیت — رسم تابع کسینوس — جدول و۲۰۴
۱۶۴زوج‌های مرتب

صفحه ۹۱ · فعالیت — رسم تابع کسینوس —۲۰۵
۱۶۵مشخص‌کردن نقطه‌ها

صفحه ۹۱ · فعالیت — رسم تابع کسینوس — نقطه‌های۲۰۶
۱۶۵بیشتر

صفحه ۹۲ · فعالیت — رسم تابع کسینوس —۲۰۷
۱۶۶وصل‌کردن نقطه‌ها

صفحه ۹۲ · فعالیت — رسم تابع کسینوس در نیمهٔ دوم۲۰۸
۱۶۶دوره

۱۶۷صفحه ۹۲ · فعالیت — رفتار تابع کسینوس در یک دوره۲۰۹

۱۶۷صفحه ۹۲ · فعالیت — تناوب تابع کسینوس و تکرار نمودار۲۱۰

۱۶۸صفحه ۹۳ · فعالیت — ویژگی‌های تابع کسینوس۲۱۱

صفحه ۹۳ · کار در کلاس — رسم تابع‌ها با استفاده از۲۱۲
۱۶۸نمودار کسینوس

۱۷۰صفحه ۹۳ · تمرین — انطباق نمودار توابع۲۱۳

صفحه ۹۳ · تمرین — رسم نمودار توابع در بازه‌های۲۱۴
۱۷۰داده‌شده

۱۷۲صفحه ۹۴ · تمرین — تشخیص ضابطهٔ نمودار۲۱۵

صفحه ۹۴ · تمرین — درستی یا نادرستی گزاره‌ها درباره۲۱۶ٔ
۱۷۳نمودارها

۱۷۴صفحه ۹۴ · خواندنی — طول روز در ایران با تابع مثلثاتی۲۱۷
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یادآوریصفحه ۱۴۵۷۲

شکل مقابل یک دایرهٔ مثلثاتی را نمایش می‌دهد که به ۲۴ قسمت مساوی تقسیم شده است. در جاهای خالی
زاویهٔ مناسب را روی شکل مشخص کنید.

محیط دایره ۳۶۰ درجه است و به ۲۴ قسمت مساوی تقسیم شده است؛ پس اندازهٔ هر قسمت برابر است با

360° ÷ 24 = 15°

زاویه‌ها از محور افقی )۰°( و در خلاف جهت حرکت عقربه‌های ساعت، هر بار ۱۵° بیشتر می‌شوند: °۰، °۱۵، °۳۰،
،۳۰۰° ،۲۸۵° ،۲۷۰° ،۲۵۵° ،۲۴۰° ،۲۲۵° ،۲۱۰° ،۱۹۵° ،۱۸۰° ،۱۶۵° ،۱۵۰° ،۱۳۵° ،۱۲۰° ،۱۰۵° ،۹۰° ،۷۵° ،۶۰° ،۴۵°

°۳۱۵، °۳۳۰ و °۳۴۵.
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فعالیتصفحه ۱۴۶۷۲

۱( یک شیء دایره‌ای شکل انتخاب کنید و نخی را دور آن بپیچید و سپس باز کنید؛ طول نخ را با خط‌کش اندازه
بگیرید. طول این نخ چه کمیتی از دایره را مشخص می‌کند؟ با استفاده از این مقدار شعاع دایره را به‌دست

آورید.

 را مشخص می‌کند.محیط دایرهطول نخ، 

 به‌دست می‌آید.r = C / (2�) است، شعاع از رابطهٔ C = 2�rچون محیط دایره 

 اگر نخی که دور درِ یک شیشه پیچیده شده ۳۱٫۴ سانتی‌متر باشد، با فرض ۳٫۱۴ ≈ � خواهیم داشت:نمونه:

r = 31.4 / (2 × 3.14) = 5 cm

این جواب ممکن است دقیق نباشد؛ عددهای نمونه به شیئی که انتخاب می‌کنید بستگی دارد.

فعالیتصفحه ۱۴۷۷۲

B ٔروی محیط آن دایره قرار دهید تا نقطه A ٔ۲( قطعه نخی را به اندازهٔ شعاع دایره برش دهید و آن را از نقطه
 را با نقاله اندازه‌گیری کنید. این زاویه تقریباً چند درجه است؟AÔBحاصل شود )شکل مقابل(. اندازهٔ 

 است۵۷ درجه تقریباً AÔB هم‌طول شعاع است. اندازه‌گیری با نقاله نشان می‌دهد که زاویهٔ مرکزی ABکمان 
)مقدار دقیق‌تر: ۵۷٫۳ درجه(. این مقدار به اندازهٔ شعاع دایره بستگی ندارد.

۱۲۲
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فعالیتصفحه ۱۴۸۷۳

۳( دوباره این قطعه نخ را از نقطهٔ B روی محیط دایره قرار دهید تا نقطهٔ C حاصل شود و این کار را ادامه دهید
BÔC و FÔG ،EÔF ،DÔE ،CÔDتا نقاط D، E، F و G روی محیط دایره به دست آیند )شکل مقابل(. در این حالت 

با زاویهٔ ...... برابر و هر یک تقریباً ...... درجه است. آیا دو نقطهٔ G و A برهم منطبق می‌شوند؟
به این ترتیب ۶ زاویهٔ مرکزی حاصل می‌شود که طول کمان روبه‌روی هر یک از آنها با ...... دایره برابر است. به

هر یک از این زاویه‌ها یک رادیان می‌گوییم.

 برابر است )چون کمان روبه‌روی همهٔ آنها بهAÔB با زاویهٔ FÔG و BÔC ،CÔD ،DÔE ،EÔFهر یک از زاویه‌های 
 است.۵۷ درجهاندازهٔ شعاع است( و هر یک تقریباً 

 از محیط را می‌پوشانند، ولی6r خیر. شش کمان هم‌طول شعاع، روی هم آیا G و A برهم منطبق می‌شوند؟
 )یعنی حدود ۱۶ درجه( باقی می‌ماند و نقطهٔ G کمی قبل0.28r است؛ بنابراین حدود 2�r ≈ 6.28rمحیط دایره 

از A قرار می‌گیرد.

 دایره برابر است.شعاعطول کمان روبه‌روی هر یک از این زاویه‌ها با 

فعالیتصفحه ۱۴۹۷۳

در تمام دایره‌های زیر زاویهٔ مشخص شده ۱ رادیان است. در هر کدام با استفاده از نقاله اندازهٔ زاویه را بر
حسب درجه مشخص کنید.

 )دقیق‌تر ۵۷٫۳°( به‌دست می‌آید.۵۷ درجهبا اندازه‌گیری در هر سه دایره، زاویهٔ ۱ رادیان تقریباً 

یعنی اندازهٔ یک رادیان به شعاع دایره بستگی ندارد؛ زیرا در هر دایره طول کمان روبه‌روی زاویه با شعاع آن برابر
( و شکل‌ها متشابه‌اند.″OA = AB ،OA′ = A′B′ ،OA″ = A″Bاست )

۱۲۳

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۱۵۰۷۳

۴( جدول زیر را کامل کنید.

�B�B�B�B�B�B�Bشکل

AB_i ،1 ≤ i ≤ 7r(3/2) r2r......4r......6rطول کمان 

......۵ رادیان......۳ رادیان۲ رادیان۳/۲ رادیان۱ رادیان�AOB_iاندازهٔ زاویه 

.طول کمان = زاویه )رادیان( × rزاویهٔ مرکزی بر حسب رادیان برابر است با طول کمان تقسیم بر شعاع؛ پس 
جدول کامل‌شده )خانه‌های پررنگ پاسخ‌اند(:

B�B�B�B�B�B�B�

 ≥ AB_i ،1 ≤ iطول کمان 
7

r(3/2) r2r3r4r5r6r

�AOB_iاندازهٔ زاویه 
۱

رادیان
۳/۲

رادیان
۲

رادیان
۳

رادیان
۴

رادیان
۵

رادیان
۶

رادیان

۱۲۴
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کار در کلاسصفحه ۱۵۱۷۴

( جدول زیر را کامل کنید:l / r = �با استفاده از رابطهٔ بالا )

۱۲۳۴۵۶۷۸

l......۱۰ متر
۵۰
متر

۹۰
سانتی‌متر

۲۰۰
سانتی‌متر

......
۵۰۰

سانتی‌متر
......

r
۲۰

سانتی‌متر
۵ متر۰/۵ متر۱ متر......۱۰ متر......

۵
سانتی‌متر

۲۰ رادیان�
۱۰

رادیان
......۳ رادیان......

۱/۵
رادیان

۱ رادیان......

. هر ستون را جداگانه حل می‌کنیم� / r = l و l = � · r )که در آن l و r هم‌واحدند( داریم l / r = �طبق رابطهٔ 
)خانه‌های پررنگ پاسخ‌اند(:

۱۲۳۴۵۶۷۸

l
۴۰۰

سانتی‌متر
۵۰ متر۱۰ متر

۹۰
سانتی‌متر

۲۰۰
سانتی‌متر

۰/۷۵
متر

۵۰۰
سانتی‌متر

۵
سانتی‌متر

r
۲۰

سانتی‌متر
۱۰ متر۱ متر

۳۰
سانتی‌متر

۱ متر
۰/۵
متر

۵ متر
۵

سانتی‌متر

۲۰ رادیان�
۱۰

رادیان
۵

رادیان
۲ رادیان۳ رادیان

۱/۵
رادیان

۱ رادیان۱ رادیان

 = cm / 100 cm 200 = �؛ ستون ۵: 5 = 10 / 50 = �؛ ستون l = 20 × 20 = 400 cm :۳برای نمونه: ستون ۱: 
.l = 1.5 × 0.5 = 0.75 m؛ ستون ۶: 2

۱۲۵
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یادآوریصفحه ۱۵۲۷۴

می‌دانیم نسبت محیط هر دایره به قطر آن عددی ثابت است که آن را با � نمایش می‌دهند و به آن عدد پی
می‌گویند. مقدار تقریبی این عدد ۳/۱۴ است. حال جدول زیر را کامل کنید:

بنابراین، اندازهٔ زاویهٔ مرکزی روبه‌رو به کمان نیم‌دایره برابر است با ...... درجه یا ...... رادیان. به عبارت دیگر
 رادیان = یک درجه°180/�اندازهٔ زاویهٔ نیم‌صفحه برابر است با ...... رادیان. در نتیجه: 

�۳/۱۴۳۲۱۰/۵زاویه بر حسب رادیان

تقریباً ....°57تقریباً تقریباً ....تقریباً ....تقریباً ....°180دقیقاً زاویه بر حسب درجه

 است، هر زاویه بر حسب رادیان را در این عدد ضرب می‌کنیم:°57.3 ≈ �/°180چون ۱ رادیان تقریباً 

زاویه بر حسب
رادیان

�۳/۱۴۳۲۱۰/۵

زاویه بر حسب درجه
دقیقاً
180°

تقریباً
179.9°

تقریباً
171.9°

تقریباً
114.6°

تقریباً
57°

تقریباً
28.6°

 رادیان است. بنابراین:� = �r / r است، پس زاویهٔ مرکزی روبه‌رو به آن r و شعاع �rطول کمان نیم‌دایره 

. به عبارت دیگر اندازهٔ زاویهٔ� رادیان یا ۱۸۰ درجهاندازهٔ زاویهٔ مرکزی روبه‌رو به کمان نیم‌دایره برابر است با 
.� رادیاننیم‌صفحه برابر است با 

.rad 180/� = °1 نتیجه می‌شود rad = 180° �و از 

۱۲۶
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تکمیلصفحه ۱۵۳۷۵

 )با تقسیم بر ۲، ۳، ۴ و ۶ جاهای خالی را پر کنید(rad = 180° �به این ترتیب: 

÷2 �  ...... rad = 90°

÷3 �  �/3 = ......°

÷4 �  ...... rad = ......°

÷6 �  ...... rad = 30°

�/2 rad = 180° ÷ 2 = 90°

�/3 rad = 180° ÷ 3 = 60°

�/4 rad = 180° ÷ 4 = 45°

�/6 rad = 180° ÷ 6 = 30°

کار در کلاسصفحه ۱۵۴۷۵

۱( مطابق نمونه هریک از زاویه‌ها را از درجه به رادیان تبدیل کنید.

rad 6/� = 30 × ( 180/� ) � °30نمونه: 

۳۶°۶۰°۱۸۰°۴۵°۹۰°

..............................

 ضرب می‌کنیم:180/�برای تبدیل درجه به رادیان، عدد را در 

رادیانعملدرجه

۴۵°45 × �/180�/4

۹۰°90 × �/180�/2

۳۶°36 × �/180�/5

۶۰°60 × �/180�/3

۱۸۰°180 × �/180�

۱۲۷
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کار در کلاسصفحه ۱۵۵۷۵

۲( حال جدول زیر را با استفاده از این رابطه کامل کنید.

 بر حسب رادیان باشد، آنگاه:� اندازهٔ زاویهٔ R بر حسب درجه و � اندازهٔ زاویهٔ Dاگر 

D / 180° = R / �

۱۲۳۴۵۶

D)۵......°۲۴......°۱۲۰...... )درجه°

R)7�/36/�......2�/5......5�/4 )رادیان

 استفاده می‌کنیم )خانه‌های پررنگ پاسخ‌اند(:R = (�/180) · D و D = (180/�) · Rاز رابطهٔ 

۱۲۳۴۵۶

D)۵°25.7 ≈ 180/7°۲۴°۷۲°۱۲۰°۲۲۵ )درجه°

R)5�/42�/32�/52�/15�/7�/36 )رادیان

D = 180 × 5/4 = 225 ،R = � × 120/180 = 2�/3 ،D = 180 × 2/5 = 72 ،R = � × 24/180 = 2�/15برای نمونه 
.D = 180/7و 

۱۲۸
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کار در کلاسصفحه ۱۵۶۷۵

۳( در شکل زیر در هریک از جاهای خالی زاویهٔ مناسب را بر حسب رادیان مشخص کنید.

 است. پس زاویه‌ها از محور افقی و درrad 12/� = °15دایره به ۲۴ قسمت مساوی تقسیم شده و هر قسمت 
 هستند و پس از ساده‌کردن کسرها به‌صورت زیر درمی‌آیند:12/�خلاف جهت عقربه‌های ساعت، مضرب‌های 

رادیاندرجهرادیاندرجهرادیاندرجه

۰°0۱۲۰°2�/3۲۴۰°4�/3

۱۵°�/12۱۳۵°3�/4۲۵۵°17�/12

۳۰°�/6۱۵۰°5�/6۲۷۰°3�/2

۴۵°�/4۱۶۵°11�/12۲۸۵°19�/12

۶۰°�/3۱۸۰°�۳۰۰°5�/3

۷۵°5�/12۱۹۵°13�/12۳۱۵°7�/4

۹۰°�/2۲۱۰°7�/6۳۳۰°11�/6

۱۰۵°7�/12۲۲۵°5�/4۳۴۵°23�/12

۱۲۹
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خواندنیصفحه ۱۵۷۷۶

حال مقدار تقریبی زاویه‌های زیر را مشابه نمونه با ماشین حساب به دست آورید.

 است.°57.3 را به‌دست آوریم که تقریباً برابر با 1 × (�/180)نمونه: برای محاسبهٔ ۱ رادیان کافی است حاصل 

مقدار تقریبی بر حسب درجهزاویه

............ �۰/۵ رادیان

............ � رادیان4/5

............ �۲ رادیان

............ �۳ رادیان

............ �۳/۱۴ رادیان

............ � رادیان3/�

............ � رادیان4/�

............ � رادیان�

 ضرب می‌کنیم:57.2958 ≈ �/180هر مقدار را در 

�0.8233.14�/3�/4 = 0.54/5زاویه )رادیان(

°180 =°45 =°60 =°179.9 ≈°171.9 ≈°114.6 ≈°45.8 ≈°28.6 ≈زاویه )درجه(

۱۳۰
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فعالیتصفحه ۱۵۸۷۶

ایستگاه فضایی بین‌المللی را مطابق شکل مقابل در نظر بگیرید که در فاصلهٔ تقریبی ۴۰۰ کیلومتری بالای
سطح کرهٔ زمین قرار دارد. اگر این ایستگاه توسط ایستگاه زمینی از نقطهٔ A تا نقطهٔ B که با مرکز زمین زاویهٔ

°۴۵ می‌سازند، رصد شود، این ایستگاه چه مسافتی را در مدار خود از A′ به B′ پوشش می‌دهد؟ شعاع تقریبی
کرهٔ زمین را ۶۴۰۰ کیلومتر فرض کنید.

۱( ابتدا زاویهٔ مرکزی ۴۵° را به رادیان تبدیل کنید.
۲( شعاع مدار دایره‌ای شکل که ایستگاه فضایی روی آن قرار دارد، برابر است با ......

 به طور تقریبی برابر است با:l / r = � با فرض ۳/۱۴ � � و با استفاده از رابطهٔ ′۳A′ÔB( طول کمان روبه‌روی 

� = �AOB = 45° × ...... = �/4 rad

l = �/4 × ...... � 5338 km

 بر حسب رادیان:AÔB اندازهٔ زاویهٔ مرکزی ۱(

� = 45° × �/180 = �/4 rad

 شعاع مدار برابر است با شعاع زمین به‌علاوهٔ ارتفاع ایستگاه از سطح زمین:۲(

r = 6400 + 400 = 6800 km

 داریم:l/r = � است. از رابطهٔ AÔB = �/4 همان ′A′ÔB زاویهٔ مرکزی ۳(

l = � · r = (�/4) × 6800 ≈ (3.14/4) × 6800 = 5338 km

 از مدار خود را می‌پیماید.۵۳۳۸ کیلومترپس ایستگاه فضایی در این مدت تقریباً 

۱۳۱
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تمرینصفحه ۱۵۹۷۶

 را به رادیان تبدیل کنید و روی دایرهٔ مثلثاتی نشان دهید.°315 و °105−، °72، °36، °12−۱( هریک از زاویه‌های 

:180/�با ضرب هر زاویه در 

ربع انتهای کمانرادیانمحاسبهدرجه

چهارم )جهت منفی(15/�−12�/180−−۱۲°

اول۳۶°36�/180�/5

اول۷۲°72�/1802�/5

سوم )جهت منفی(105�/180−7�/12−−۱۰۵°

چهارم۳۱۵°315�/1807�/4

زاویه‌های مثبت در خلاف جهت عقربه‌های ساعت و زاویه‌های منفی در جهت عقربه‌های ساعت از محور افقی
رسم می‌شوند:

۱۳۲
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تمرینصفحه ۱۶۰۷۶

 رادیان را به درجه6�/5 رادیان، 7�/8 رادیان، 3�/4 رادیان، 2�/5− رادیان، 18/�−۲( هریک از زاویه‌های 
تبدیل کنید و به‌طور تقریبی روی دایرهٔ مثلثاتی نشان دهید.

:�/°180با ضرب هر زاویه در 

ربع انتهای کماندرجهمحاسبهرادیان

چهارم )جهت منفی(18−180/18−10°/�−

چهارم )جهت منفی(180/5−72° × 2�/5−2−

دوم180/4135° × 3�/43

دوم180/8157.5° × 7�/87

سوم180/5216° × 6�/56

تمرینصفحه ۱۶۱۷۶

 رادیان است. اندازهٔ این زاویه چند درجه است؟20/� بر حسب درجه برابر با ۳D( زاویهٔ 

D = (�/20) × (180/�) = 180/20 = 9°

 است.۹ درجهپس این زاویه 

۱۳۳
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تمرینصفحه ۱۶۲۷۶

۴( دایره‌ای به شعاع ۱۰ سانتی‌متر مفروض است. اندازهٔ زاویهٔ مرکزی مقابل به کمانی به طول ۸ سانتی‌متر از
این دایره چند رادیان است؟

� = l / r = 8 / 10 = 0.8 rad

 است )حدود ۴۵٫۸ درجه(.۰٫۸ رادیانپس اندازهٔ زاویه 

تمرینصفحه ۱۶۳۷۶

۵( درستی یا نادرستی هریک از جمله‌های زیر را با ذکر دلیل بررسی کنید.
الف( اگر زاویه بین دو ساق مثلث متساوی‌الساقینی ۱ رادیان باشد، آنگاه اندازهٔ قاعدهٔ این مثلث کوچک‌تر از

اندازهٔ هر یک از ساق‌های آن است.
ب( در دایره‌ای به شعاع ۱ سانتی‌متر طول کمان روبه‌روی زاویهٔ � رادیان تقریباً برابر با ۳/۱۴ سانتی‌متر است.

 رادیان در ربع دوم دایرهٔ مثلثاتی قرار دارد.6�/5پ( انتهای کمان زاویهٔ 
 رادیان، زوایای یک مثلث را تشکیل می‌دهند.7�/36 رادیان، 9/� رادیان، 2�/3ت( زاویه‌های 

 یک رادیان تقریباً ۵۷٫۳° و کمتر از ۶۰° است. زاویهٔ بین دو ساق )زاویهٔ رأس( ۵۷٫۳° است والف( درست.
 می‌شوند. در مثلث، ضلع روبه‌روی زاویهٔ کوچک‌تر،°61.3 ≈ 2/(°57.3 − °180)زاویه‌های قاعده هر کدام 

کوچک‌تر است؛ پس قاعده )روبه‌روی ۵۷٫۳°( از ساق‌ها )روبه‌روی ۶۱٫۳°( کوچک‌تر است.

.l = � · r = � × 1 = � ≈ 3.14 cmب( درست.

سوم(، انتهای کمان در ربع 3�/2 > 6�/5 > � )یعنی °270 > °216 > °180 و چون °216 = 6�/5پ( نادرست.
است.

 رادیان است، ولی� مجموع زاویه‌های هر مثلث ت( نادرست.

2�/3 + �/9 + 7�/36 = (24� + 4� + 7�)/36 = 35�/36 ≠ �

پس این سه زاویه، زاویه‌های یک مثلث نیستند.

۱۳۴
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فعالیتصفحه ۱۶۴۷۷

۱( جدول‌های زیر را مطابق نمونه کامل کنید. )جدول اول(

علامت نسبت مثلثاتیانتهای کمان روبه‌روی �زاویهٔ �

tan � > 0ربع اول۷۵°

۱۵۰°......sin � ......

۲۱۰°......cos � ......

۲۴۰°......cot � ......

۲۸۵°......tan � ......

 ربع سوم،°270–°180 ربع دوم، °180–°90 ربع اول، °90–°0ابتدا ربع را از روی اندازهٔ زاویه تعیین می‌کنیم )
 ربع چهارم( و سپس علامت را از جدول صفحهٔ ۷۷ می‌خوانیم:360°–270°

علامت نسبت مثلثاتیانتهای کمان روبه‌روی �زاویهٔ �

tan � > 0ربع اول۷۵°

sin � > 0ربع دوم۱۵۰°

cos � < 0ربع سوم۲۱۰°

cot � > 0ربع سوم۲۴۰°

tan � < 0ربع چهارم۲۸۵°

۱۳۵
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فعالیتصفحه ۱۶۵۷۷

۱( )ادامه( جدول دوم را مطابق نمونه کامل کنید.

علامت نسبت مثلثاتیانتهای کمان روبه‌روی �زاویهٔ �

cos � < 0ربع دوم رادیان3�/4

...... � sin...... رادیان4�/5

...... � tan...... رادیان5�/3

...... � cos...... رادیان5�/12

...... � cot...... رادیان5�/4

:�2 ,3�/2 ,� ,2/�با تبدیل به درجه یا مقایسه با 

علامت نسبت مثلثاتیانتهای کمان روبه‌روی �زاویهٔ �

cos � < 0ربع دوم رادیان )°۱۳۵(3�/4

sin � > 0ربع دوم رادیان )°۱۴۴(4�/5

tan � < 0ربع چهارم رادیان )°۳۰۰(5�/3

cos � > 0ربع اول رادیان )°۷۵(5�/12

cot � > 0ربع سوم رادیان )°۲۲۵(5�/4

۱۳۶
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فعالیتصفحه ۱۶۶۷۸

 و انتهای کمان روبه‌رو به زاویهٔ � در ربع سوم باشد، محاسبات زیر را کامل کنید:۲sin � = −1/3( اگر 

cos²� = 1 − sin²� = ......   �(cos � < 0)�   cos � = − ....../......

tan � = sin � / cos � = ......   �   tan � = ......

cot � = 1 / tan � = ......   �   cot � = 2√2

cos²� = 1 − sin²� = 1 − 1/9 = 8/9

؛ پسcos � < 0چون � در ربع سوم است، 

cos � = −√(8/9) = −2√2/3

tan � = sin � / cos � = (−1/3) / (−2√2/3) = 1/(2√2) = √2/4

cot � = 1 / tan � = 2√2

( سازگار است.cot � = 2√2که با مقدار داده‌شده در کتاب )

۱۳۷
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فعالیتصفحه ۱۶۷۷۸

، سایر نسبت‌های مثلثاتی � را بیابید.cos � > 0 و ۳cot � = −2( اگر 
 لذا انتهای کمان � در ربع ...... واقع است. بنابراین:cot � < 0 و cos � > 0حل: چون 

1/sin²� = 1 + cot²� = ......   �   sin²� = ......   �   sin � = −1/√5

cos²� = 1 − sin²� = ......   �   cos � = ......

tan � = 1/cot �   �   tan � = ......

 واقع است.چهارم؛ یعنی انتهای کمان � در ربع sin � < 0، پس cot � = cos � / sin � < 0 و cos � > 0چون 
بنابراین:

1/sin²� = 1 + cot²� = 1 + 4 = 5

sin²� = 1/5  �  sin � = −1/√5 = −√5/5

cos²� = 1 − sin²� = 1 − 1/5 = 4/5

cos � = 2/√5 = 2√5/5   (cos � > 0)

tan � = 1/cot � = −1/2

 است.� cot که همان cos � / sin � = (2/√5)/(−1/√5) = −2راستی‌آزمایی: 

کار در کلاسصفحه ۱۶۸۷۸

، نسبت‌های مثلثاتی دیگر زاویهٔ x را بیابید.sin x > 0 و ۱cos x = −4/5( اگر 

، زاویهٔ x در ربع دوم است.sin x > 0 و cos x < 0چون 

sin²x = 1 − cos²x = 1 − 16/25 = 9/25  �  sin x = 3/5   (sin x > 0)

tan x = sin x / cos x = (3/5) / (−4/5) = −3/4

cot x = 1 / tan x = −4/3

۱۳۸
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کار در کلاسصفحه ۱۶۹۷۸

۲( جدول زیر را کامل کنید.

�۰
)۰°(

�/۶
)۳۰°(

�/۴
)۴۵°(

�/۳
)۶۰°(

�/۲ (۹۰°)
�

)۱۸۰°(
۳�/۲
)۲۷۰°(

۲�
)۳۶۰°(

sin �......1/2......√3/2............−10

cos 
�1......√2/2............−1............

tan �........................
تعریف
نشده

......تعریف نشده......

cot �............1√3/3........................

مقدارهای زاویه‌های ۳۰°، ۴۵° و ۶۰° را از مثلث‌های قائم‌الزاویه و مقدارهای زاویه‌های محورها )نقطه‌های
 به‌دست می‌آوریم. »تعریفcos � = x و sin � = y روی دایرهٔ مثلثاتی( را از تعریف (1−,0) ,(1,0−) ,(0,1) ,(1,0)

نشده« یعنی مخرج صفر است.

�)۰°( ۰
�/۶
)۳۰°(

�/۴
)۴۵°(

�/۳
)۶۰°(

�/۲
)۹۰°(

� (۱۸۰°)
۳�/۲
)۲۷۰°(

۲�
)۳۶۰°(

sin 
�01/2√2/2√3/210−10

cos 
�1√3/2√2/21/20−101

tan 
�0√3/31√3

تعریف
نشده

0
تعریف
نشده

0

cot 
�

تعریف
نشده

√31√3/30
تعریف
نشده

0
تعریف
نشده

۱۳۹
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کار در کلاسصفحه ۱۷۰۷۹

۳( حاصل عبارت‌های زیر را به دست آورید.
= cot �/6 − tan �/3 × sin �/4الف( 

= cos²75° + sin²75° + ( cot²(�/4) − cos²(�/3) ) / ( tan²(�/6) + sin²(�/4) )ب( 

:sin �/4 = √2/2 و cot �/6 = √3 ،tan �/3 = √3الف(

√3 − √3 × √2/2 = √3 − √6/2 = (2√3 − √6)/2

:cos²75° + sin²75° = 1 و tan²(�/6) = 1/3 ،sin²(�/4) = 1/2 ،cot²(�/4) = 1 ،cos²(�/3) = 1/4ب(

(1/3 + 1/2) / (1 − 1/4) + 1 = (5/6) / (3/4) + 1 = 10/9 + 1 = 19/9

فعالیتصفحه ۱۷۱۷۹

 در°30−، نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ °30 = �دو زاویهٔ � و −� را قرینهٔ یکدیگر می‌گویند. اگر در شکل مقابل، 
 عبارت‌اند از:OP′Hمثلث 

sin(−30°) = −y/r = −sin 30° = −1/2

cos(−30°) = ...... = ...... = √3/2

tan(−30°) = −y/x = ...... = ......

cot(−30°) = ...... = ...... = ......

:r = 1 نسبت به محور افقی است و P(x, y) قرینهٔ P′(x, −y)نقطهٔ 

cos(−30°) = x/r = cos 30° = √3/2

tan(−30°) = −y/x = −tan 30° = −√3/3

cot(−30°) = x/(−y) = −cot 30° = −√3

.� sin(−�) = −sin � ،cos(−�) = cos � ،tan(−�) = −tan � ،cot(−�) = −cotدر حالت کلی: 

۱۴۰
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کار در کلاسصفحه ۱۷۲۷۹

 رادیان را مطابق نمونه به دست آورید.4/�−۱( سایر نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ 

نمونه:

sin(−�/4) = −sin �/4

sin(−�/4) = −sin �/4 = −√2/2

cos(−�/4) = cos �/4 = √2/2

tan(−�/4) = −tan �/4 = −1

cot(−�/4) = −cot �/4 = −1

کار در کلاسصفحه ۱۷۳۸۰

۲( حاصل هریک از عبارت‌های زیر را مطابق نمونه به دست آورید.
= ( sin(−180°) − cos(−360°) ) / ( cos(−90°) + sin(−270°) )الف( 

= cot(−�/6) + tan(−�/3)ب( 
= cos(−45°) × cos(−60°) + sin(−45°) × sin(−60°)پ( 

نمونه:

cot(−�/3) × cos(−�/6) + tan(−�/4) = −cot �/3 × cos �/6 − tan �/4 = −(√3/3) × (√3/2) − 1 = −3/2

:� sin(−�) = −sin و � cos(−�) = cos با استفاده از الف(

cos(−90°) = cos 90° = 0,   sin(−270°) = −sin 270° = −(−1) = 1

sin(−180°) = −sin 180° = 0,   cos(−360°) = cos 360° = 1

(0 + 1) / (0 − 1) = −1

ب(

cot(−�/6) + tan(−�/3) = −cot �/6 − tan �/3 = −√3 − √3 = −2√3

پ(

cos 45° · cos 60° + sin 45° · sin 60° = (√2/2)(1/2) + (√2/2)(√3/2) = √2/4 + √6/4 = (√2 + √6)/4

۱۴۱
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فعالیتصفحه ۱۷۴۸۰

دو زاویهٔ � و � را مکمل گوییم؛ هرگاه مجموع آنها ۱۸۰° یا � رادیان شود. مثلاً دو زاویهٔ ۳۰° و ۱۵۰° مکمل
 = � رادیان مکمل یکدیگرند )چرا؟(. در دایرهٔ مثلثاتی زیر اگر 2�/3 رادیان و 3/�یکدیگرند. همچنین دو زاویهٔ 

 و انتهای کمان زاویهٔ ۱۵۰° که در ربع دوم واقع است، نسبت‌های″P آنگاه با توجه به مختصات نقطهٔ 30°
مثلثاتی زاویهٔ ۱۵۰° عبارت‌اند از:

sin 150° = sin(180° − 30°) = y = sin 30° = 1/2

cos 150° = cos(180° − 30°) = −x = −cos 30° = −√3/2

tan 150° = ...... = ......

cot 150° = ...... = ......

 است.� = 2�/3 + 3/� زیرا چرا ۳/� و ۲�/۳ مکمل‌اند؟

 نسبت به محور عمودی است، پس:P(x, y) قرینهٔ P″(−x, y)نقطهٔ 

tan 150° = tan(180° − 30°) = −tan 30° = −√3/3

cot 150° = cot(180° − 30°) = −cot 30° = −√3

.� sin(� − �) = sin � ،cos(� − �) = −cos � ،tan(� − �) = −tan � ،cot(� − �) = −cotدر حالت کلی: 

کار در کلاسصفحه ۱۷۵۸۰

 رادیان4/�− رادیان ت( 12/� پ( °25− ب( °۱75( مکمل هریک از زاویه‌های زیر را مشخص کنید: الف( 

( است:� − � )یا � − °180مکمل زاویهٔ � برابر 

°105 = °75 − °180الف( 

°205 = (°25−) − °180ب( 

11�/12 = 12/� − �پ( 

5�/4 = (4/�−) − �ت( 

۱۴۲
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کار در کلاسصفحه ۱۷۶۸۱

 رادیان را مطابق نمونه به‌دست آورید.۲5�/6( نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ 

sin 5�/6 = sin(� − �/6) = sin �/6 = 1/2

cos 5�/6 = ......

tan 5�/6 = ......

cot 5�/6 = ......

cos 5�/6 = cos(� − �/6) = −cos �/6 = −√3/2

tan 5�/6 = tan(� − �/6) = −tan �/6 = −√3/3

cot 5�/6 = cot(� − �/6) = −cot �/6 = −√3

فعالیتصفحه ۱۷۷۸۱

حاصل هریک از نسبت‌های مثلثاتی زیر را مطابق نمونه به دست آورید.

tan 2�/3 = tan(� − �/3) = −tan �/3 = −√3

cos 3�/4 = cos(......) = ......

sin 120° = sin(180° − ......) = ...... = ......

cot(−120°) = −cot(......) = −cot(180° − ......) = ......

cos(135°) = ...... = ...... = ......

cos 3�/4 = cos(� − �/4) = −cos �/4 = −√2/2

sin 120° = sin(180° − 60°) = sin 60° = √3/2

cot(−120°) = −cot 120° = −cot(180° − 60°) = −(−cot 60°) = cot 60° = √3/3

cos 135° = cos(180° − 45°) = −cos 45° = −√2/2

۱۴۳
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فعالیتصفحه ۱۷۸۸۱

 °30نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ ۲۱۰° را به دست آورید. انتهای کمان زاویهٔ ۲۱۰° در ربع سوم واقع است. در ضمن 
°30 = �، یعنی اختلاف دو زاویهٔ ۲۱۰° و ۳۰° برابر با � رادیان است. در دایرهٔ مثلثاتی مقابل، اگر 210° = 180° +

، نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ ۲۱۰° عبارت‌اند از:�Pآنگاه با توجه به مختصات نقطهٔ 

sin 210° = sin(180° + 30°) = −y = −sin 30° = −1/2

cos 210° = ...... = −x = ......

tan 210° = sin 210° / cos 210° = ......

cot 210° = ...... = ......

 نسبت به مبدأ مختصات است:P(x, y) قرینهٔ P�(−x, −y)نقطهٔ 

cos 210° = cos(180° + 30°) = −x = −cos 30° = −√3/2

tan 210° = sin 210° / cos 210° = (−1/2) / (−√3/2) = 1/√3 = √3/3

cot 210° = 1 / tan 210° = √3

.� sin(� + �) = −sin � ،cos(� + �) = −cos � ،tan(� + �) = tan � ،cot(� + �) = cotدر حالت کلی: 

کار در کلاسصفحه ۱۷۹۸۲

 رادیان را مطابق نمونه مشخص کنید.7�/6سایر نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ 

sin 7�/6 = sin(� + �/6) = −sin �/6 = −1/2

cos 7�/6 = cos(� + �/6) = −cos �/6 = −√3/2

tan 7�/6 = tan(� + �/6) = tan �/6 = √3/3

cot 7�/6 = cot(� + �/6) = cot �/6 = √3

۱۴۴
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فعالیتصفحه ۱۸۰۸۲

حاصل هریک از نسبت‌های مثلثاتی زیر را مطابق نمونه بیابید.

sin 225° = sin(180° + 45°) = −sin 45° = −√2/2

tan 225° = ......

cos(−4�/3) = cos ...... = cos(� + ......) = ...... = ......

sin(−7�/6) = ......

cot(5�/4) = ......

tan 225° = tan(180° + 45°) = tan 45° = 1

cos(−4�/3) = cos(4�/3) = cos(� + �/3) = −cos �/3 = −1/2

sin(−7�/6) = −sin 7�/6 = −sin(� + �/6) = −(−sin �/6) = 1/2

cot 5�/4 = cot(� + �/4) = cot �/4 = 1

۱۴۵
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فعالیتصفحه ۱۸۱۸۳

زاویه‌ای معرفی کنید که با متمم خودش برابر باشد. برای چنین زاویه‌ای داریم:
 رادیان متمم یکدیگرند؛ بنابراین:2/�همچنین زاویهٔ ...... و 

sin ...... = cos ...... = ......

tan ...... = cot ...... = ......

sin �/2 = cos ...... = ......

tan �/2 = cot ...... = ......

 است:4/� = °45 = � و در نتیجه � − °90 = �اگر زاویه‌ای با متمم خودش برابر باشد، 

sin 45° = cos 45° = √2/2

tan 45° = cot 45° = 1

(. بنابراین:2/� = 2/� + 0 رادیان متمم است )2/�زاویهٔ ۰ )صفر( نیز با 

sin �/2 = cos 0 = 1

tan �/2 و cot 0.)هر دو تعریف نشده‌اند )مخرج صفر 

.� sin(�/2 − �) = cos � ،cos(�/2 − �) = sin � ،tan(�/2 − �) = cot � ،cot(�/2 − �) = tanدر حالت کلی: 

۱۴۶
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فعالیتصفحه ۱۸۲۸۳

 رادیان در ربع دوم2�/3 رادیان را به‌دست آورید. چون انتهای کمان زاویهٔ 2�/3نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ 
واقع است، به دو روش می‌توان نسبت‌های مثلثاتی آن را یافت.

. بنابراین )جاهای خالی3/� − � = 2�/3 رادیان مکمل یکدیگرند؛ یعنی 3/� رادیان و 2�/3روش اول ـ زاویهٔ 
را کامل کنید(.

.6/� + 2/� = 2�/3 رادیان است؛ یعنی 2/� رادیان برابر با 6/� رادیان و 2�/3روش دوم ـ اختلاف دو زاویهٔ 
بنابراین با توجه به علامت نسبت‌های مثلثاتی در ربع دوم )جاهای خالی را کامل کنید(.

:(3/� − � = 2�/3 )مکمل: روش اول

sin 2�/3 = sin(� − �/3) = sin �/3 = √3/2

cos 2�/3 = cos(� − �/3) = −cos �/3 = −1/2

tan 2�/3 = tan(� − �/3) = −tan �/3 = −√3

cot 2�/3 = cot(� − �/3) = −cot �/3 = −√3/3

:(6/� + 2/� = 2�/3) روش دوم

sin 2�/3 = sin(�/2 + �/6) = cos �/6 = √3/2

cos 2�/3 = cos(�/2 + �/6) = −sin �/6 = −1/2

tan 2�/3 = tan(�/2 + �/6) = −cot �/6 = −√3

cot 2�/3 = cot(�/2 + �/6) = −tan �/6 = −√3/3

 + sin(�/2 + �) = cos � ،cos(�/2 + �) = −sin � ،tan(�/2هر دو روش یک نتیجه می‌دهند. در حالت کلی: 
�) = −cot � ،cot(�/2 + �) = −tan �.
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کار در کلاسصفحه ۱۸۳۸۴

 را به دو روش به‌دست آورید.°135نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ 

:(°45 − °180 = °135 )مکمل، روش اول

sin 135° = sin 45° = √2/2,   cos 135° = −cos 45° = −√2/2

tan 135° = −tan 45° = −1,   cot 135° = −cot 45° = −1

:(°45 + °90 = °135) روش دوم

sin 135° = sin(90° + 45°) = cos 45° = √2/2

cos 135° = cos(90° + 45°) = −sin 45° = −√2/2

tan 135° = −cot 45° = −1,   cot 135° = −tan 45° = −1
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کار در کلاسصفحه ۱۸۴۸۵

به کمک نقاله سؤال‌های زیر را پاسخ دهید:
(۱sin 10° = sin 170°( سینوس کدام دو زاویه برابر است؟ )مثلاً 

 رادیان = ۹۰° می‌شود؟ نسبت‌های مثلثاتی یک نمونه را به دست آورید.۲�/2( اختلاف کدام دو زاویهٔ 
۳( آیا دو زاویه می‌توان یافت که دارای کسینوس یکسان باشند؟ چرا؟

۴( نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ ۱۸۰° را از روی مکمل آن بیابید.
۵( نسبت‌های مثلثاتی زاویهٔ ۱۳۵° را از روی مکمل آن بیابید.

 sin 30° = sin 150° ،sin 45° = sin(؛ مثلاً � sin(180° − �) = sin سینوس دو زاویهٔ مکمل با هم برابر است )۱(
135° ،sin 60° = sin 120° ،sin 80° = sin 100°.

:°30 + °90 = °120 دو زاویه‌ای که اختلافشان ۹۰° است؛ مثلاً ۳۰° و ۱۲۰°. با ۲(

sin 120° = cos 30° = √3/2,   cos 120° = −sin 30° = −1/2

tan 120° = −cot 30° = −√3,   cot 120° = −tan 30° = −√3/3

 بله. دو زاویهٔ قرینه )� و −�( کسینوس برابر دارند، زیرا نقطه‌های انتهای کمانشان نسبت به محور افقی۳(
.� cos(−�) = cos. همچنین cos 60° = cos(−60°) = cos 300° = 1/2قرینه‌اند و طول )x( یکسان دارند؛ مثلاً 

 مکمل ۱۸۰° برابر ۰° است:۴(

sin 180° = sin 0° = 0,   cos 180° = −cos 0° = −1

tan 180° = −tan 0° = 0

 تعریف نشده است(.cot 0° تعریف نشده است )چون cot 180°و 

 مکمل ۱۳۵° برابر ۴۵° است:۵(

sin 135° = sin 45° = √2/2,   cos 135° = −cos 45° = −√2/2

tan 135° = −tan 45° = −1,   cot 135° = −cot 45° = −1
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فعالیتصفحه ۱۸۵۸۵

برای رسم چنین زاویه‌ای )مانند ۴۰۵°( ابتدا در جهت مثلثاتی یک دور کامل را طی می‌کنیم؛ سپس ادامهٔ زاویه
را که به اندازهٔ ۴۵° است رسم می‌کنیم. در این حالت دو زاویهٔ ۴۰۵° و ۴۵° را هم‌انتها می‌نامیم. دو زاویهٔ � و �

را هم‌انتها گوییم؛ هرگاه اضلاع انتهایی آنها بر هم منطبق شود. اگر دو زاویه هم‌انتها باشند، اختلاف آنها
.°360 = °45 − °405مضرب زوجی از � رادیان یا ۱۸۰° است. مثلاً زاویه‌های ۴۰۵° و ۴۵° هم‌انتها هستند؛ زیرا 

در این حالت نسبت‌های مثلثاتی زاویه‌های ۴۰۵° و ۴۵° یکسان‌اند. چون انتهای کمان زاویهٔ ۴۵° در ربع اول
است، بنابراین:

sin 405° = sin(360° + 45°) = sin 45° = ......

cos 405° = ...... = ...... = ......

tan 405° = ...... = ...... = ......

cot 405° = ...... = ...... = ......

sin 405° = sin(360° + 45°) = sin 45° = √2/2

cos 405° = cos(360° + 45°) = cos 45° = √2/2

tan 405° = tan(360° + 45°) = tan 45° = 1

cot 405° = cot(360° + 45°) = cot 45° = 1
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فعالیتصفحه ۱۸۶۸۶

 بنابراین دو زاویهٔ ...... و...... − �2 = 5�/3 رادیان انجام دهید؛ چون 5�/3حال همین بررسی را روی زاویهٔ 
 رادیان در ربع چهارم5�/3 رادیان هم‌انتها هستند )شکل سمت راست(. چون انتهای کمان زاویهٔ 5�/3

است؛ بنابراین نسبت‌های مثلثاتی آن را بیابید.

sin 5�/3 = sin(2� − �/3) = sin(−�/3) = ......

cos 5�/3 = ......

tan 5�/3 = ......

cot 5�/3 = ......

 رادیان هم‌انتها هستند )اختلافشان �5�/3۲ و 3/�− ؛ پس دو زاویهٔ (3/�−) + �2 = 3/� − �2 = 5�/3
است(.

sin 5�/3 = sin(2� − �/3) = sin(−�/3) = −sin �/3 = −√3/2

cos 5�/3 = cos(−�/3) = cos �/3 = 1/2

tan 5�/3 = tan(−�/3) = −tan �/3 = −√3

cot 5�/3 = cot(−�/3) = −cot �/3 = −√3/3

 :k در حالت کلی برای هر عدد صحیحsin(2k� + �) = sin � ،cos(2k� + �) = cos � ،tan(2k� + �) = tan �،
cot(2k� + �) = cot � و sin(2k� − �) = −sin � ،cos(2k� − �) = cos � ،tan(2k� − �) = −tan � ،cot(2k� 

− �) = −cot �.
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کار در کلاسصفحه ۱۸۷۸۶

مطابق نمونه هریک از نسبت‌های مثلثاتی زاویه‌های زیر را مشخص کنید. )شکل سمت راست(
 )۱cos 300° )۲ sin 420° )۳ tan(−225°) )۴ cot(−330°) )۵ sin 11�/4 )۶ cos(−7�/4)

نمونه:

sin 750° = sin(2 × 360° + 30°) = sin 30° = 1/2

tan(−315°) = −tan(315°) = −tan(360° − 45°) = −(−tan 45°) = ... = −1

 )۱cos 300° = cos(360° − 60°) = cos(−60°) = cos 60° = 1/2

 )۲sin 420° = sin(360° + 60°) = sin 60° = √3/2

 )۳tan(−225°) = −tan 225° = −tan(180° + 45°) = −tan 45° = −1

 )۴cot(−330°) = −cot 330° = −cot(360° − 30°) = −(−cot 30°) = cot 30° = √3

 )۵sin 11�/4 = sin(2� + 3�/4) = sin 3�/4 = sin(� − �/4) = sin �/4 = √2/2

 )۶cos(−7�/4) = cos 7�/4 = cos(2� − �/4) = cos �/4 = √2/2

خواندنیصفحه ۱۸۸۸۷

 رادیان را به طور3�/8 رادیان و 8/�با استفاده از ماشین حساب مطابق نمونه نسبت‌های مثلثاتی زاویه‌های 
sin 3�/8 = cos �/8 � 0.9239تقریبی بیابید. )ماشین حساب باید در حالت رادیان باشد.( نمونه: 

، این دو زاویه متمم‌اند. با ماشین حساب )در حالت رادیان(:2/� = 3�/8 + 8/�چون 

sincostancotزاویه

2.4142 ≈0.4142 ≈0.9239 ≈0.3827 ≈ رادیان )°۲۲٫۵(8/�

0.4142 ≈2.4142 ≈0.3827 ≈0.9239 ≈ رادیان )°۶۷٫۵(3�/8
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خواندنیصفحه ۱۸۹۸۷

 tan و cos 105°حاصل هر یک از نسبت‌های مثلثاتی زیر را با ماشین حساب به طور تقریبی به دست آورید. 
tan 170° و tan 3�/4 و cos 5�/9 و sin �/15 و 20°

مقدار تقریبینسبت

sin �/15)۱۲°( ≈ 0.2079

cos 105°≈ −0.2588

tan 20°≈ 0.3640

cos 5�/9)۱۰۰°( ≈ −0.1736

tan 3�/4)۱۳۵°( = −1

tan 170°≈ −0.1763

)برای نسبت‌های با زاویهٔ درجه، ماشین حساب را در حالت درجه و برای نسبت‌های با زاویهٔ رادیان، در حالت
رادیان قرار دهید.(

تمرینصفحه ۱۹۰۸۷

۱( حاصل هر یک از عبارت‌های زیر را به دست آورید.
= sin 630° + tan(−540°) پ( = cos(−210°) + cot(240°) ب( = tan 135° + cot 120°الف( 

الف(

tan 135° = −tan 45° = −1,   cot 120° = −cot 60° = −√3/3

tan 135° + cot 120° = −1 − √3/3 = −(3 + √3)/3

ب(

cos(−210°) = cos 210° = −cos 30° = −√3/2,   cot 240° = cot(180° + 60°) = cot 60° = √3/3

−√3/2 + √3/3 = (−3√3 + 2√3)/6 = −√3/6

پ(

sin 630° = sin(360° + 270°) = sin 270° = −1,   tan(−540°) = −tan 540° = −tan(3 × 180°) = 0

sin 630° + tan(−540°) = −1 + 0 = −1
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تمرینصفحه ۱۹۱۸۷

۱( )ادامه(
= cos(−720°) + cot(−600°) + tan 720° − tan(−600°)ت( 
= sin(25�/3) − cos(23�/4)ث( 
= ( sin(−3�/4) + tan(−4�/3) ) / ( sin 3�/4 − cos 5�/6 )ج( 

ت(

cos(−720°) = cos 720° = 1

cot(−600°) = −cot 600° = −cot(3 × 180° + 60°) = −cot 60° = −√3/3

tan 720° = 0,   tan(−600°) = −tan 600° = −tan 60° = −√3

1 − √3/3 + 0 − (−√3) = 1 − √3/3 + √3 = 1 + 2√3/3 = (3 + 2√3)/3

ث(

25�/3 = 8� + �/3  �  sin 25�/3 = sin �/3 = √3/2

23�/4 = 6� − �/4  �  cos 23�/4 = cos(−�/4) = √2/2

√3/2 − √2/2 = (√3 − √2)/2

 صورت کسر:ج(

sin 3�/4 − cos 5�/6 = √2/2 − (−√3/2) = (√2 + √3)/2

مخرج کسر:

sin(−3�/4) + tan(−4�/3) = −√2/2 − tan(� + �/3) = −√2/2 − √3 = −(√2 + 2√3)/2

حاصل:

(√2 + √3)/(−(√2 + 2√3)) = −(√2 + √3)(2√3 − √2)/((2√3)² − (√2)²) = −(4 + √6)/10 ≈ −0.645
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تمرینصفحه ۱۹۲۸۷

۲( جدول زیر را کامل کنید.

x ٔ۳۳۰°۳۰۰°۲۴۰°۲۲۵°۲۱۰°۱۵۰°۱۳۵°۱۲۰زاویه°

sin x

cos x

tan x

cot x

:(� − °360( و زاویهٔ هم‌انتها یا قرینه )� + °180(، زاویهٔ اختلاف � )� − °180با کمک زاویهٔ مکمل )

x۱۲۰°۱۳۵°۱۵۰°۲۱۰°۲۲۵°۲۴۰°۳۰۰°۳۳۰°

sin x√3/2√2/21/2−1/2−√2/2−√3/2−√3/2−1/2

cos x−1/2−√2/2−√3/2−√3/2−√2/2−1/21/2√3/2

tan x−√3−1−√3/3√3/31√3−√3−√3/3

cot x−√3/3−1−√3√31√3/3−√3/3−√3

تمرینصفحه ۱۹۳۸۷

۳( بدون استفاده از ماشین حساب درستی تساوی‌های زیر را بررسی کنید.
sin 875° = sin 155° ت( tan(−1000°) = tan 80° پ( cos(−324°) = cos 36° ب( sin 840° = sin 60°الف( 

الف( درست.

sin 840° = sin(2 × 360° + 120°) = sin 120° = sin(180° − 60°) = sin 60°

ب( درست.

cos(−324°) = cos 324° = cos(360° − 36°) = cos(−36°) = cos 36°

پ( درست.

tan(−1000°) = −tan 1000° = −tan(5 × 180° + 100°) = −tan 100° = −tan(180° − 80°) = tan 80°

ت( درست.

sin 875° = sin(2 × 360° + 155°) = sin 155°
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تمرینصفحه ۱۹۴۸۷

۴( در تساوی‌های زیر به جای x یک زاویهٔ مناسب قرار دهید:
tan(x + �/18) = cot(2�/9 + x) ب( sin x = cos(20° + x)الف( 

آیا برای زاویهٔ x تنها یک مقدار می‌توان یافت؟ جواب خود را با جواب‌های دوستان خود مقایسه کنید.

 متمم باشند:x و x + °20، کافی است دو زاویهٔ sin x = cos(90° − x) چون الف(

x + (20° + x) = 90°  �  2x = 70°  �  x = 35°

 درست است.sin 35° = cos 55°بررسی: 

، باید دو زاویه متمم باشند:tan � = cot(�/2 − �) چون ب(

(x + �/18) + (2�/9 + x) = �/2  �  2x = �/2 − 5�/18 = 2�/9  �  x = �/9

.tan �/6 = cot �/3 = √3/3 و cot(2�/9 + �/9) = cot �/3 و tan(�/9 + �/18) = tan �/6بررسی: 

 خیر؛ جواب یکتا نیست. به‌دلیل تناوب این توابع، با افزودن مضرب‌های مناسبآیا فقط یک مقدار وجود دارد؟
/� = x )مانند ۲۱۵° یا −۱۴۵°( و در بخش )ب( x = 35° + k·180°نیز تساوی برقرار می‌ماند؛ مثلاً در بخش )الف( 

9 + k�/2 ،k � �.جواب‌اند. هر دانش‌آموز ممکن است یکی از این مقدارها را بنویسد و همه درست باشند 
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فعالیتصفحه ۱۹۵۸۸

۱( جدول روبه‌رو را کامل کنید. مجموعهٔ زوج‌های مرتب حاصل در جدول مقابل یک تابع را به صورت زیر
مشخص می‌کند.

xy = sin xمختصات نقطه

00(0, 0)

�/6......

�/2......

5�/6......

�......

f = {(0,0), (�/6, ...), (..., ...), (..., ...), (..., ...)}

xy = sin xمختصات نقطه

00(0, 0)

�/61/2(�/6, 1/2)

�/21(�/2, 1)

5�/61/2(5�/6, 1/2)

�0(�, 0)

f = {(0, 0), (�/6, 1/2), (�/2, 1), (5�/6, 1/2), (�, 0)}
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فعالیتصفحه ۱۹۶۸۸

۲( نقاط حاصل در جدول را در شکل زیر مشخص کنید.

پنج نقطهٔ جدول را روی صفحهٔ مختصات )با محور افقی بر حسب �( مشخص می‌کنیم:

فعالیتصفحه ۱۹۷۸۸

( به جدول بالا، شکل زیر به‌دست...... ,3�/4( و )3/2√ ,2�/3(، )...... ,3/�(، )2/2√ ,۳�/4( با افزودن نقاط )
(1/7 � 3√ و 1/4 � 2√می‌آید. )با فرض 

sin �/3 = √3/2 ≈ 0.87 و sin 3�/4 = sin(� − �/4) = √2/2 ≈ 0.7 3) و (3/2√ ,3/�)؛ پس نقطه‌های خالی�/
(.0.7 ≈ 2/2√ و 0.85 ≈ 3/2√ هستند. )با تقریب‌های داده‌شده: (2/2√ ,4
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فعالیتصفحه ۱۹۸۸۹

۴( نقاط حاصل در شکل را به‌ترتیب به یکدیگر وصل می‌کنیم تا شکل مقابل به‌دست آید. با افزودن تعداد نقاط
 این شکل به‌طور دقیق‌تری به‌دست می‌آید. شکل حاصل نمودار تابع سینوس با [� ,0] جدول فوق در بازهٔ 

 را در این بازه مشخص می‌کند.y = sin xضابطهٔ 

 بهx = �/2 بالا می‌رود، در (0,0)نقطه‌ها را با یک منحنی هموار از ۰ تا � به هم وصل می‌کنیم؛ منحنی از 
 به محور x برمی‌گردد:(0 ,�)بیشترین مقدار ۱ می‌رسد و دوباره در 
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فعالیتصفحه ۱۹۹۸۹

 انجام دهید. برای این کار ابتدا [�2 ,�] ۵( مراحل صفحهٔ قبل را برای رسم نمودار تابع سینوس در بازهٔ 
جدول زیر را کامل کنید؛ سپس نقاط به‌دست آمده در جدول را در صفحهٔ مختصات مطابق شکل زیر مشخص و

آنها را به‌ترتیب به یکدیگر وصل کنید.

xy = sin xمختصات نقطه

�0(�, 0)

7�/6−1/2(7�/6, −1/2)

3�/2−1(3�/2, −1)

11�/6−1/2(11�/6, −1/2)

2�0(2�, 0)

. نمودار در این بازه زیر محور x قرار می‌گیرد:sin 3�/2 = −1 و sin 7�/6 = −sin �/6 = −1/2برای نمونه 
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فعالیتصفحه ۲۰۰۸۹

 در شکل زیر رسم شده است. [�2 ,0]  در بازهٔ ۶y = sin x( با توجه به شکل‌های فوق، نمودار تابع با ضابطهٔ 
حال با توجه به این شکل جدول زیر را دربارهٔ مقدار این تابع در هر بازه تکمیل کنید.

 [�2 ,3�/2]  [3�/2 ,�]  [� ,2/�]  [2/� ,0] بازه

مقدار تابع سینوس از ۰ به ۱ افزایش می‌یابد.تغییر مقدار

مقدار تابع سینوس در ربع اول مثبت است.علامت

 [�2 ,3�/2]  [3�/2 ,�]  [� ,2/�]  [2/� ,0] بازه

تغییر
مقدار

از ۰ به ۱ افزایش
می‌یابد.

از ۱ به ۰ کاهش
می‌یابد.

از ۰ به ۱− کاهش
می‌یابد.

از ۱− به ۰ افزایش
می‌یابد.

علامت
در ربع اول مثبت

است.
در ربع دوم مثبت

است.
در ربع سوم منفی

است.
در ربع چهارم منفی

است.
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فعالیتصفحه ۲۰۱۸۹

 = sin(x + 2�)، که در درس قبل آشنا شدید می‌توان گفت: � � ۷sin(x + 2k�) = sin x ،k( با توجه به رابطهٔ 
sin xیعنی مقدار تابع سینوس با اضافه کردن �۲ رادیان به کمان آن تغییر نمی‌کند. بنابراین نمودار تابع 

 یعنی مقدارsin(x − 2�) = sin x یکسان است. همچنین داریم:  [�4 ,�2]  و  [�2 ,0] سینوس در بازه‌های 
 ,0] تابع سینوس با کم کردن �۲ رادیان از کمان آن تغییر نمی‌کند. در نتیجه نمودار تابع سینوس در بازه‌های 

 و ........... یکسان است. در حالت کلی چون مقدار تابع سینوس با اضافه یا کم کردن مضارب زوج � [�2
،� � k،  [�2 ,0]  و  [�2k�, (2k+2)] رادیان به کمان آن تغییر نمی‌کند، نمودار تابع سینوس در بازه‌های 

،  [... ,...] ،  [�4 ,�2]  رسم شده در بازه‌های  [�2 ,0] یکسان است. به این ترتیب منحنی این تابع که در بازهٔ 
 تکرار می‌شود. [�4− ,...] ،  [... ,...] ،  [... ,�2−]

در شکل زیر نمودار تابع سینوس در ۲ تکرار رسم شده است. این نمودار را برای ۴ تکرار کامل کنید.

 یکسان است. [0 ,�2−]  و  [�2 ,0] جای خالی اول: نمودار سینوس در بازه‌های 

 رسم شده، در بازه‌های زیر تکرار می‌شود: [�2 ,0] منحنی تابع سینوس که در بازهٔ 

[2�, 4�],   [4�, 6�],   [−2�, 0],   [−4�, −2�],   [−6�, −4�

 را نشان می‌دهد، چهار تکرار کامل )دو تکرار در سمت چپ و دو تکرار در [�4 ,�4−] در شکل کتاب که بازهٔ 
سمت راست مبدأ( به‌صورت زیر است:
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فعالیتصفحه ۲۰۲۹۰

 کامل کنید.۸y = sin x( با توجه به شکل بالا جاهای خالی را دربارهٔ ویژگی‌های تابع با ضابطهٔ 
الف( دامنهٔ تابع سینوس ..... و برد آن ..... است.

، برابر با ..... است.� � x = k� ،kب( مقدار تابع سینوس در طول‌های 
 و..... = x = �/2 ،x = ..... ،x = ..... ،xپ( حداکثر مقدار تابع سینوس برابر با ..... است که در نقاطی به طول‌های 

، به‌دست می‌آید.� � x = �/2 + 2k� ،kدر حالت کلی 
..... = x = 3�/2 ،x = ..... ،x = ..... ،xت( حداقل مقدار تابع سینوس برابر با ..... است که در نقاطی به طول‌های 

، به‌دست می‌آید.� � x = 3�/2 + 2k� ،kو در حالت کلی 

 است. [1 ,1−]  و برد آن بازهٔ بسته � دامنهٔ تابع سینوس مجموعهٔ همهٔ اعداد حقیقی الف(

 است.صفر برابر با �x = k مقدار تابع سینوس در طول‌های ب(

 = x = �/2 ،x = 5�/2 ،x = −3�/2 ،x است که در نقاطی به طول‌های ۱ حداکثر مقدار تابع سینوس برابر با پ(
، به‌دست می‌آید.� � x = �/2 + 2k� ،k و در حالت کلی 7�/2−

 = x = 3�/2 ،x = 7�/2 ،x = −�/2 ،x است که در نقاطی به طول‌های −۱ حداقل مقدار تابع سینوس برابر با ت(
، به‌دست می‌آید.� � x = 3�/2 + 2k� ،k و در حالت کلی 5�/2−

کار در کلاسصفحه ۲۰۳۹۰

هریک از توابع با ضابطه‌های داده شده دارای کدام نمودار است؟
 )۱y = 2 sin x )۲ y = sin(x − �/2) )۳ y = sin x + 1 )۴ y = −sin x + 1

 دامنهٔ نوسان از ۲− تا ۲ است و نمودار از مبدأ مختصات می‌گذرد و ابتدا صعودی است.۱( نمودار )الف(:

 مقدار ۱− )کمینه( را دارد و بین ۱− و ۱ نوسان می‌کند.x = 0؛ در ۲sin(x − �/2) = −cos x( نمودار )پ(:

 مقدار ۱ را دارد وx = 0 یک واحد بالا رفته است؛ بین ۰ و ۲ نوسان می‌کند و در sin x نمودار ۳( نمودار )ب(:
صعودی است.

 مقدار ۱ را دارد وx = 0 یک واحد بالا رفته است؛ بین ۰ و ۲ نوسان می‌کند و در sin x− نمودار ۴( نمودار )ت(:
نزولی است.
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فعالیتصفحه ۲۰۴۹۱

۱( جدول زیر را کامل کنید.
 ,(...... ,......) ,(...... ,......) ,(...... ,......) ,f = {(0, 1)به این ترتیب مجموعهٔ زوج‌های مرتب زیر به‌دست می‌آید. 

 آیا این مجموعه یک تابع را مشخص می‌کند؟{(...... ,......)

xy = cos xمختصات نقطه

01(0, 1)

�/4√2/2 � 0.7(�/4, 0.7)

�/2..............

3�/4..............

�..............

xy = cos xمختصات نقطه

01(0, 1)

�/4√2/2 � 0.7(�/4, 0.7)

�/20(�/2, 0)

3�/4−√2/2 � −0.7(3�/4, −0.7)

�−1(�, −1)

f = {(0, 1), (�/4, 0.7), (�/2, 0), (3�/4, −0.7), (�, −1)}

 بله؛ زیرا هیچ دو زوج مرتبی در این مجموعه مؤلفهٔ اول یکسان ندارند )به هر x دقیقاً یک yآیا تابع است؟
نسبت داده شده است(.
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فعالیتصفحه ۲۰۵۹۱

۲( نقاط جدول بالا را در این شکل مشخص کنید.

فعالیتصفحه ۲۰۶۹۱

 را به جدول بالا اضافه کنید تا شکل زیر به‌دست آید.۳x = �/6, �/3, 2�/3, 5�/6( نقاط به طول‌های 
(√3 � 1/7)

x�/6�/32�/35�/6

y = cos x......−1/2...

x�/6�/32�/35�/6

y = cos x√3/2 � 0.851/2−1/2−√3/2 � −0.85

 برابر ۰٫۸۵ می‌شود.(3/2√ مقدار 1.7 � 3√)با تقریب 
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فعالیتصفحه ۲۰۷۹۲

۴( نقاط شکل صفحهٔ قبل را به‌ترتیب به یکدیگر وصل می‌کنیم تا شکل مقابل به‌دست آید. این شکل نمودار
 مشخص می‌کند. [� ,0]  را در بازهٔ y = cos xتابع کسینوس با ضابطهٔ 

 به کمترین مقدار می‌رسد:(1− ,�) محور x را قطع می‌کند و در x = �/2 شروع می‌شود، در (1 ,0)منحنی از 

فعالیتصفحه ۲۰۸۹۲

 به‌صورت شکل مقابل به‌دست آید. [�2 ,�] ۵( جدول زیر را کامل کنید تا نمودار تابع کسینوس در بازهٔ 

x�5�/43�/27�/42�

y−1.........1

x�5�/43�/27�/42�

y−1−√2/2 � −0.70√2/2 � 0.71

.cos 7�/4 = cos(2� − �/4) = cos �/4 = √2/2 و cos 5�/4 = cos(� + �/4) = −cos �/4 = −√2/2مثلاً 
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فعالیتصفحه ۲۰۹۹۲

 در شکل زیر رسم شده است. با توجه [�2 ,0]  در بازهٔ ۶y = cos x( با توجه به مراحل بالا نمودار تابع با ضابطهٔ 
به این شکل جدول زیر را کامل کنید.

 [�2 ,3�/2]  [3�/2 ,�]  [� ,2/�]  [2/� ,0] بازه

مقدار تابع کسینوس از ۱ به ۰ کاهش می‌یابد.تغییر مقدار

مقدار تابع کسینوس در ربع اول مثبت است.علامت

 [�2 ,3�/2]  [3�/2 ,�]  [� ,2/�]  [2/� ,0] بازه

تغییر
مقدار

از ۱ به ۰ کاهش
می‌یابد.

از ۰ به ۱− کاهش
می‌یابد.

از ۱− به ۰ افزایش
می‌یابد.

از ۰ به ۱ افزایش
می‌یابد.

علامت
در ربع اول مثبت

است.
در ربع دوم منفی

است.
در ربع سوم منفی

است.
در ربع چهارم مثبت

است.

فعالیتصفحه ۲۱۰۹۲

 است. [�2− ,�4−]  و  [0 ,�2−] ،  [�4 ,�2] ،  [�2 ,0] ۷( تابع کسینوس دارای نمودار یکسانی در بازه‌های 
 رسم شده است. شکل را کامل کنید. [�4 ,0] در شکل زیر نمودار تابع کسینوس در بازهٔ 

 هم تکرار [�2− ,�4−]  و  [0 ,�2−]  در بازه‌های  [�2 ,0] ، همان نمودار بازهٔ cos(x + 2k�) = cos xچون 
: [�4 ,�4−] می‌شود. نمودار کامل‌شده در بازهٔ 
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فعالیتصفحه ۲۱۱۹۳

 کامل کنید.۸y = cos x( با توجه به شکل صفحهٔ قبل جاهای خالی را در خصوص ویژگی‌های تابع با ضابطهٔ 
الف( دامنهٔ تابع کسینوس ...... و برد آن ...... است.

ب( مقدار تابع کسینوس در طول‌های ........... برابر با صفر است.
، به‌دست می‌آید.� � x = 2k� ،kپ( حداکثر مقدار تابع کسینوس ...... است که در طول‌های 

ت( حداقل مقدار تابع کسینوس ...... است که در طول‌های ............ به‌دست می‌آید.

 است. [1 ,1−]  و برد آن � دامنهٔ تابع کسینوس الف(

( برابر با صفر… ,3�/2 ,2/� ,2/�− , … )یعنی � � x = �/2 + k� ،k مقدار تابع کسینوس در طول‌های ب(
است.

، به‌دست می‌آید.� � x = 2k� ،k است که در طول‌های ۱ حداکثر مقدار تابع کسینوس پ(

(… ,�3 ,� ,�− , … )یعنی � � x = � + 2k� ،k است که در طول‌های −۱ حداقل مقدار تابع کسینوس ت(
به‌دست می‌آید.

کار در کلاسصفحه ۲۱۲۹۳

 را نشان می‌دهد. به‌طور مشابه هر یک از توابع با ضابطه‌های دادهy = 3cos xشکل زیر نمودار تابع با ضابطهٔ 
، با استفاده از نمودار تابع کسینوس رسم کنید. [�2 ,0] شده را در بازهٔ 

 )۱y = cos(x + �/2) )۲ y = cos x − 1 )۳ y = 1 − (1/2) cos x )۴ y = cos(x − �/2) + 1

 است.y = cos xدر هر شکل، نمودار خط‌چین نمودار 

)۱cos(x + �/2) = −sin x ٔبه چپ منتقل می‌شود )معادل قرینهٔ نمودار2/�؛ نمودار کسینوس به اندازه 
سینوس نسبت به محور x است(.

 است. [0 ,2−]  نمودار کسینوس یک واحد به پایین منتقل می‌شود؛ برد ۲(
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 نمودار کسینوس ابتدا نسبت به محور x قرینه، سپس با ضریب ۱/۲ فشرده و در نهایت یک واحد به بالا۳(
 است. [3/2 ,1/2] منتقل می‌شود؛ برد 

)۴cos(x − �/2) = sin x ؛ پس این نمودار همانy = sin x + 1 ٔبه راست2/� است )نمودار کسینوس به اندازه 
 است. [2 ,0] و یک واحد به بالا منتقل می‌شود(؛ برد 
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تمرینصفحه ۲۱۳۹۳

۱( آیا نمودارهای هر جفت از توابع با ضابطه‌های زیر بر هم منطبق‌اند یا خیر؟
 )۱y = sin x ، y = cos(x − �/2)
 )۲y = cos x ، y = sin(�/2 + x)
 )۳y = cos x ، y = cos(2� − x)
 )۴y = sin x ، y = sin(5� − x)

.cos(x − �/2) = cos(�/2 − x) = sin x زیرا ۱( منطبق‌اند.

.sin(�/2 + x) = cos x زیرا ۲( منطبق‌اند.

.cos(2� − x) = cos(−x) = cos x زیرا ۳( منطبق‌اند.

.sin(5� − x) = sin(� − x + 4�) = sin(� − x) = sin x زیرا ۴( منطبق‌اند.

تمرینصفحه ۲۱۴۹۳

۲( نمودار هر یک از توابع با ضابطه‌های زیر را در دستگاه مختصات در بازه‌های داده شده رسم کنید.
 )۱y = (1/2) sin x ،  [0, 2�] 
 )۲y = 2cos x + 1 ،  [−2�, 2�] 
 )۳y = 1 − sin x ،  [−2�, 2�] 
 )۴y = −1 + cos x ،  [−4�, 4�] 
 )۵y = 1 + sin(x + �/4) ،  [0, 2�] 
 )۶y = cos(x − �/2) ،  [2�, 4�] 

( است.cos x یا sin xدر شکل‌ها، خط‌چین نمودار تابع پایه )

)۱y = (1/2) sin x: [1/2 ,1/2−]  دامنهٔ نوسان نصف می‌شود؛ برد .

)۲y = 2cos x + 1: [3 ,1−]  دامنهٔ نوسان ۲ برابر و نمودار یک واحد بالا می‌رود؛ برد .
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)۳y = 1 − sin x: ٔقرینه sin x و سپس یک واحد بالا؛ برد x [2 ,0]  نسبت به محور .

)۴y = −1 + cos x: [0 ,2−]  نمودار کسینوس یک واحد پایین می‌آید؛ برد .

)۵y = 1 + sin(x + �/4): ٔ[2 ,0]  به چپ و یک واحد به بالا منتقل می‌شود؛ برد 4/� نمودار سینوس به اندازه .
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)۶y = cos(x − �/2) = sin x: ٔنمودار سینوس )همان یک دورِ تکرارشدهٔ سینوس( رسم [�4 ,�2]  در بازه 
. [1 ,1−] می‌شود؛ برد 

تمرینصفحه ۲۱۵۹۴

۳( با توجه به نمودار توابع سینوس و کسینوس، مشخص کنید هریک از دو نمودار زیر کدام یک از ضابطه‌های
داده شده را دارند؟ نمودار تابع با سایر ضابطه‌ها را نیز رسم کنید.

y = sin x − 2 ت( y = 2 − cos x پ( y = 2 sin x − 1 ب( y = 2cos x + 1الف( 

 دوباره مقدار ۱ دارد؛ نمودار سمت�x = 2 مقدار ۳ و در � = x مقدار ۱، در x = 0نمودار سمت چپ کتاب در 
 مقدار ۳− دارد.x = 3�/2 مقدار ۱ و در x = �/2 مقدار ۱−، در x = 0راست در 

 = x و در 3 = (1−) − 2 داریم � = x، در 1 = 1 − 2 داریم x = 0 در :y = 2 − cos xنمودار سمت چپ � ضابطهٔ )پ( 
 دوباره ۱ می‌شود.�2

/�x = 3، در 1 = 1 − 2 داریم x = �/2، در 1− داریم x = 0 در :y = 2 sin x − 1نمودار سمت راست � ضابطهٔ )ب( 
.3− = 1 − 2− داریم 2

 )برد y = sin x − 2، مقدار ۳ در x = ۰( و )ت(  [3 ,1−]  )برد y = 2cos x + 1برای ضابطه‌های دیگر، نمودار )الف( 
( به‌صورت زیر است: [1− ,3−]

y = 2cos x + 1 )الفy = sin x − 2 )ت
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تمرینصفحه ۲۱۶۹۴

۴( با ذکر دلیل مشخص کنید کدام یک از گزاره‌های زیر درست و کدام نادرست‌اند؟
 را نشان می‌دهد. )نموداری بین ۱/۲− و ۱/۲ در بازهٔ ]y = (1/2) sin x, ۰الف( شکل زیر نمودار تابع با ضابطهٔ 

�۲[ با بیشینهٔ ۱/۲ در ۲/�(
 را نشان می‌دهد. )نموداری که از ۱/۲ در x = ۰ آغاز می‌شود،y = cos x − 1/2ب( شکل زیر نمودار تابع با ضابطهٔ 

در � = x به حدود ۳/۲− می‌رسد و در �۲ دوباره ۱/۲ است(
 کافی است نمودار تابع سینوس را به اندازهٔ یک واحد بهy = 1 + sin xپ( برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ 

موازات محور xها انتقال دهیم.
 کافی است نمودار تابع کسینوس را نسبت به محور xها قرینهy = −cos xت( برای رسم نمودار تابع با ضابطهٔ 

کنیم.

 = x در 1/2−، مینیمم x = �/2 در 1/2 با ضریب ۱/۲ فشرده می‌شود: ماکزیمم y = sin x نمودار الف( درست.
؛ دقیقاً مطابق شکل.�x = 0, �, 2 و صفر در 3�/2

 = 1/2 − 1− مقدار � = x، در 1/2− مقدار x = �/2، در 1/2 = 1/2 − 1 مقدار x = 0 در :y = cos x − 1/2ب( درست.
 است؛ این مقدارها با شکل )کمینه‌ای کمی پایین‌تر از خط ۱−( سازگار است.1/2 دوباره �x = 2 و در 3/2−

 را می‌دهد.sin(x + 1) یا sin(x − 1)ها، تابع x انتقال نمودار به اندازهٔ یک واحد به موازات محور پ( نادرست.
 )به موازات محور yها( منتقل کنیم.به بالا باید نمودار سینوس را یک واحد y = 1 + sin xبرای رسم 

 تبدیل می‌شود(.y− نسبت به محور x است )هر y به cos x قرینهٔ cos x− چون ت( درست.
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خواندنیصفحه ۲۱۷۹۴

طول روز به‌طور تقریبی در ایران در t امین روز سال بر حسب ساعت با استفاده از تابع مثلثاتی H با ضابطهٔ زیر
. )مثلاً طول روز در اول مهر ماه که ۱۸۷ امین روزH(t) = 12 + 2.4 sin( 2�/365 (t − 1) )مدل‌سازی می‌شود: 

 ساعت.( حال شما طول روز تقریبی را در روزهای ۱۲ اردیبهشتH(187) � 11.8سال است، تقریباً برابر است با: 
ماه، ۱۵ مرداد ماه، ۲۲ بهمن ماه و ۳۰ آذر ماه به دست آورید.

ابتدا شمارهٔ هر روز را در سال می‌یابیم. شش ماه اول سال ۳۱ روزه )جمعاً ۱۸۶ روز( و ماه‌های مهر تا بهمن ۳۰
روزه‌اند:

H(t) بر حسب ساعتt − ۱شمارهٔ روز )t(تاریخ

sin(2�·42/365) ≈ 13.59 2.4 + 434212 = 12 + ۱۲31 اردیبهشت

sin(2�·138/365) ≈ 13.66 2.4 + 13913812 = 15 + 31 × ۱۵4 مرداد

sin(2�·327/365) ≈ 10.54 2.4 + 32832712 = 22 + 30 × 4 + ۲۲186 بهمن

sin(2�·275/365) ≈ 9.60 2.4 + 27627512 = 30 × 3 + ۳۰186 آذر

پس طول روز تقریباً ۱۳٫۶ ساعت در ۱۲ اردیبهشت، ۱۳٫۷ ساعت در ۱۵ مرداد، ۱۰٫۵ ساعت در ۲۲ بهمن و ۹٫۶
ساعت در ۳۰ آذر )کوتاه‌ترین روز سال( است. )ماشین حساب باید در حالت رادیان باشد.(
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ریاضی ۲ یازدهم - فصل پنجم
توابع نمایی و لگاریتمی

فهرست

۱۷۷صفحه ۹۶ · فعالیت — جام حذفی فوتبال و الگوی توان‌دار۲۱۸

۱۷۸صفحه ۹۷ · فعالیت — جدول و نمودار تابع �۲۱۹۲

۱۷۹صفحه ۹۸ · کار در کلاس — مقایسهٔ نمودار x² و �۲۲۰۲

۲۲۱y = ۲� ۱۸۰صفحه ۹۹ · فعالیت — نمودار تابع نمایی

۲۲۲y = ۴� ۱۸۱صفحه ۱۰۰ · کار در کلاس — نمودار تابع

صفحه ۱۰۰ · خواندنی — محاسبهٔ توان‌های حقیقی با۲۲۳
۱۸۲ماشین‌حساب

۲۲۴y = (۱/۲)� ۱۸۳صفحه ۱۰۱ · فعالیت — نمودار تابع

۱۸۴صفحه ۱۰۲ · کار در کلاس — تقارن نمودار �۲ و )۱/۲(�۲۲۵

۲۲۶y = (۱/۲)� ۱۸۵صفحه ۱۰۲ · کار در کلاس — رسم نمودار

۱۸۵صفحه ۱۰۳ · فعالیت — دامنه و برد تابع نمایی۲۲۷

۱۸۶صفحه ۱۰۴ · تمرین ۱ — تشخیص تابع نمایی۲۲۸

۲۲۹y = ۳� ۱۸۶صفحه ۱۰۴ · تمرین ۲ — نقاط روی نمودار

صفحه ۱۰۴ · تمرین ۳ — درست یا نادرست دربارهٔ توابع۲۳۰
۱۸۷نمایی

صفحه ۱۰۴ · تمرین ۴ — مقدار تقریبی توان‌های گنگ از۲۳۱
۱۸۸روی نمودار

۱۸۸صفحه ۱۰۴ · تمرین ۵ — محاسبهٔ مقدار توابع نمایی۲۳۲

۱۸۹صفحه ۱۰۴ · تمرین ۶ — حل معادلات نمایی۲۳۳

۱۹۰صفحه ۱۰۵ · فعالیت — وارون تابع نمایی �۲۳۴۲

صفحه ۱۰۶ · فعالیت — وارون تابع نمایی �۳ و تابع۲۳۵
۱۹۱لگاریتمی

صفحه ۱۰۷ · کار در کلاس — توابع نمایی و لگاریتمی۲۳۶
۱۹۲وارون یکدیگر

صفحه ۱۰۷ · کار در کلاس — برآورد مقدار لگاریتم از روی۲۳۷
۱۹۳نمودار

صفحه ۱۰۸ · کار در کلاس — نوشتن ضابطهٔ تابع۲۳۸
۱۹۳لگاریتمی از روی نمودار

۱۹۴صفحه ۱۰۸ · فعالیت — دامنه و برد تابع لگاریتمی۲۳۹

۱۹۵صفحه ۱۰۹ · فعالیت — رابطهٔ نمایی و لگاریتمی )مبنای ۲(۲۴۰

۱۹۶صفحه ۱۱۰ · کار در کلاس — تبدیل شکل نمایی و لگاریتمی۲۴۱

۱۹۶صفحه ۱۱۱ · فعالیت ۱ — ویژگی‌های لگاریتم )۱(۲۴۲

۱۹۷صفحه ۱۱۱ · فعالیت ۲ — لگاریتم حاصل‌ضرب۲۴۳

۱۹۷صفحه ۱۱۱ · فعالیت ۳ — لگاریتم توان۲۴۴

۱۹۸صفحه ۱۱۱ · فعالیت ۴ — لگاریتم خارج‌قسمت۲۴۵

۱۹۸صفحه ۱۱۱ · خواندنی — فشار هوا در قلهٔ دماوند۲۴۶

۱۹۹صفحه ۱۱۲ · کار در کلاس — محاسبهٔ تقریبی لگاریتم۲۴۷

۱۹۹صفحه ۱۱۲ · فعالیت — معادلات لگاریتمی۲۴۸

۲۰۰صفحه ۱۱۳ · کار در کلاس — حل معادلات لگاریتمی۲۴۹

۲۰۱صفحه ۱۱۳ · تمرین ۱ — اثبات تساوی‌های لگاریتمی۲۵۰

۲۰۱صفحه ۱۱۴ · تمرین ۲ — محاسبهٔ عبارت‌های لگاریتمی۲۵۱
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۲۰۲صفحه ۱۱۴ · تمرین ۳ — مقدار تابع لگاریتمی۲۵۲

۲۰۲صفحه ۱۱۴ · تمرین ۴ — تعیین پایهٔ تابع لگاریتمی۲۵۳

۲۵۴y = log�⁄� x ۲۰۳صفحه ۱۱۴ · تمرین ۵ — رسم نمودار

صفحه ۱۱۴ · تمرین ۶ — درستی و نادرستی گزاره‌های۲۵۵
۲۰۳لگاریتمی

۲۰۴صفحه ۱۱۴ · تمرین ۷ — حل معادلات لگاریتمی۲۵۶

صفحه ۱۱۵ · فعالیت — نظیر کردن ضابطه و نمودار۲۵۷
۲۰۴)انتقال توابع(

۲۰۵صفحه ۱۱۶ · کار در کلاس — ضابطهٔ توابع انتقال‌یافته۲۵۸

۲۰۵صفحه ۱۱۶ · کار در کلاس — نظیر کردن ضابطه‌ها با نمودارها۲۵۹

۲۰۶صفحه ۱۱۷ · کار در کلاس — انرژی زلزلهٔ رودبار ـ منجیل۲۶۰

۲۰۶صفحه ۱۱۸ · تمرین ۱ — تعیین a و b از روی نمودار۲۶۱

۲۶۲g(x) = ۴� + ۲ ۲۰۶صفحه ۱۱۸ · تمرین ۲ — مقدار تابع

۲۶۳y = ۴�� − ۱ ۲۰۷صفحه ۱۱۸ · تمرین ۳ — رسم نمودار

۲۰۸صفحه ۱۱۸ · تمرین ۴ — رسم نمودار توابع انتقال‌یافته۲۶۴
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فعالیتصفحه ۲۱۸۹۶

مسابقات جام حذفی فوتبال ایران در فصل ۹۴-۹۳ با شرکت ۳۲ تیم و در پنج مرحله بازی از یک شانزدهم
نهایی تا بازی نهایی به صورت زیر برگزار شد. همان‌طور که می‌بینید، در هر مرحله تیم برنده به مرحلهٔ بعدی

می‌رود و تیم بازنده حذف می‌شود؛ به همین دلیل جام حذفی نامیده می‌شود.
۱( در بازی نهایی چند تیم حضور دارند؟

۲( در مرحلهٔ قبل از بازی نهایی چند تیم حضور دارند؟
۳( تعداد تیم‌ها در هر مرحله با تعداد تیم‌ها در مرحلهٔ قبل از آن چه ارتباطی دارد؟

۴( چه رابطه‌ای بین تعداد مراحل و تعداد کل تیم‌های شرکت‌کننده در این مسابقات برقرار است؟
۵( با توجه به الگوی ارائه شده در شکل، اگر تعداد مراحل برابر ۶ باشد، تعداد تیم‌های اولیه چند است؟

 برقرار است؟y و x باشد، چه رابطه‌ای بین y و تعداد کل تیم‌ها ۶x( اگر تعداد مراحل 

 حضور دارند.۲ تیم در بازی نهایی ۱(

 حضور دارند.۴ تیم در مرحلهٔ قبل از بازی نهایی )نیمه‌نهایی( ۲(

 تعداد تیم‌های مرحلهٔدو برابر در هر مرحله نیمی از تیم‌ها حذف می‌شوند؛ پس تعداد تیم‌های هر مرحله ۳(
بعد از آن است.

 × 2 × 2 × 2 × 2 اگر از بازی نهایی به عقب برگردیم، تعداد تیم‌ها در هر مرحله دو برابر می‌شود. با ۵ مرحله: ۴(
؛ یعنی تعداد کل تیم‌ها برابر است با عدد ۲ به توان تعداد مراحل.32 = �2 = 2

 در ابتدا شرکت داشته‌اند.۶۴ تیم؛ پس 64 = �2 با ۶ مرحله: ۵(

)۶y = 2�

تعداد مراحل و تعداد کل تیم‌ها

x )تعداد مراحل(۶۵۴۳۲۱

y )تعداد تیم‌ها(۶۴۳۲۱۶۸۴۲
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فعالیتصفحه ۲۱۹۹۷

جدول زیر را کامل و نقاط به‌دست آمده را در نمودار مشخص کنید. مقادیر به‌صورت تقریبی نوشته شده است.

 = 2¹، 1 = �2، 0.25 = 1/4 = 2�² را با ماشین‌حساب )یا از روی خواص توان( حساب می‌کنیم؛ مثلاً �2هر مقدار 
.8 = 2³ و 4 = 2²، 2

۱⁄۳−۱−۳⁄۲−۲−۵⁄۲−۳−۴−x

۰/۷۹۰/۵۰/۳۵۰/۲۵۰/۱۸۰/۱۲۰/۰۶2�

۳۷⁄۳۲۳⁄۲۱۱⁄۴۰x

۸۵/۰۴۴۲/۸۳۲۱/۱۹۱2�

. با(8 ,3) و (2 ,1)، (1 ,0)، (0.5 ,1−)، (0.06 ,4−) را در دستگاه مختصات مشخص می‌کنیم؛ مثلاً (�x, 2)نقاط 
 کوچک‌تر )منفی‌تر( شود، منحنی بهxوصل کردن این نقاط، منحنی هموار شکل زیر به‌دست می‌آید. هرچه 

 نزدیک‌تر می‌شود بی‌آنکه آن را قطع کند.xمحور 
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کار در کلاسصفحه ۲۲۰۹۸

 را با تکمیل جدول‌های زیر رسم کنید. مقادیر به‌صورت تقریبی�y = 2 و ۱y = x²( نمودار توابع با ضابطه‌های 
نوشته شده است.

 با همx² و �۲2( حال این دو نمودار را در یک دستگاه مختصات رسم می‌کنیم. در چند نقطه مقادیر 
مساوی‌اند؟

، ........ در توان و ........ در پایه است.�2، متغیر در ........ و عدد ثابت در ........ است؛ ولی در ۳x²( در 

 جدول‌ها را کامل می‌کنیم:۱(

۵⁄۲۲۳⁄۲۱۱⁄۲۰۱⁄۲−۱−۳⁄۲−۲−۵⁄۲−x

۶/۲۵۴۲/۲۵۱۰/۲۵۰۰/۲۵۱۲/۲۵۴۶/۲۵y = x²

۵⁄۲۲۳⁄۲۱۱⁄۲۰۱⁄۲−۱−۳⁄۲−۲−۳−x

۵/۶۶۴۲/۸۳۲۱/۴۱۱۰/۷۱۰/۵۰/۳۵۰/۲۵۰/۱۲y = 2�

 وy = x²نقاط هر جدول را در دستگاه مختصات مشخص و به هم وصل می‌کنیم )شکل زیر؛ منحنی بنفش 
.(�y = 2منحنی آبی 

 )مقدار مشترک ۱۶( وx = 4 )مقدار مشترک ۴(، در x = 2 یکدیگر را قطع می‌کنند: در سه نقطه دو نمودار در ۲(
 است.x² = �2(. پس در سه نقطه 0.5− و 1− )بین x ≈ −0.77 با طول تقریبی yدر نقطه‌ای در سمت چپ محور 

پایه و عدد ثابت )۲( در توان( در x، متغیر )�2 است؛ ولی در توان و عدد ثابت )۲( در پایه( در x متغیر )x² در ۳(
است.
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فعالیتصفحه ۲۲۱۹۹

 رسم شده است.�y = 2در شکل مقابل نمودار تابع نمایی با ضابطهٔ 
۱( محل تقاطع این نمودار با محور عرض‌ها چه نقطه‌ای است؟

۲( دامنه و برد این تابع را به صورت بازه بنویسید.
۳( آیا این تابع یک‌به‌یک است؟ چرا؟

 را به‌صورت تقریبی به‌دست آورید.(2√)^2 ها مشخص کنید و به کمک نمودار، مقدار x را روی محور 2√۴( عدد 
 را از روی محورa ها مشخص شده است. با استفاده از نمودار، مقدار تقریبی عدد y روی محور ۵7/2( عدد 

.�2 ≈ 7/2طول‌ها به‌دست آورید؛ به طوری که 
۶( اعداد زیر را از کوچک به بزرگ مرتب کنید.

2^(√5),   2³⁄²,   2�⁄²,   2^(0.3),   2�,   2^(−0.4),   2�¹
 برقرار است؟�2 و �2، چه رابطه‌ای بین ۷x < y( در حالت کلی اگر 

.(1 = �2 قطع می‌کند )چون (1 ,0) ها را در نقطهٔ y نمودار محور ۱(

 ها است(.x )نمودار همواره بالای محور (∞+ ,0)؛ برد: (∞+ ,∞−) = � دامنه: ۲(

 ها( نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می‌کند؛ یعنیx بله، یک‌به‌یک است؛ زیرا هر خط افقی )موازی محور ۳(
 نمی‌دهند.2^(x�) = (�x)^2 هرگز مقدار یکسان �x� ≠ xدو عدد متفاوت 

 ها مشخص می‌کنیم و از آن خطی قائم تا نمودار و از نقطهٔ برخورد خطی افقی تاx را روی محور 1.41 ≈ 2√۴(
.2.7 ≈ (2√)^2 ها می‌کشیم )شکل زیر(: yمحور 

 ها می‌کشیم؛ طولx ها خطی افقی تا نمودار و از آنجا خطی قائم تا محور y روی محور 3.5 = 7/2 از عدد ۵(
.(3.48 ≈ (1.8)^2 است )راستی‌آزمایی: a ≈ 1.8نقطهٔ برخورد تقریباً 

 3/2 > 0.3 > 0.4− > 1− صعودی است، اعداد به ترتیب توان‌هایشان مرتب می‌شوند. توان‌ها: �2 چون تابع ۶(
�2 > 2�⁄² > (5√)^2 > 2³⁄² > (0.3)^2 > (0.4−)^2 > 2�¹. پس: 5 > 5/2 > 2.24 ≈ 5√ >

 اکیداً صعودی است(.�2 )تابع �2 > �2 آنگاه x < y اگر ۷(
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کار در کلاسصفحه ۲۲۲۱۰۰

 با استفاده از نقاط جدول زیر رسم شده است.�y = 3نمودار تابع با ضابطهٔ 
 را رسم کنید.�۱y = 4( جدول زیر را کامل کنید و با استفاده از آن نمودار تابع 

۲( دامنه و برد توابع فوق را با هم مقایسه کنید.
۳( با استفاده از نمودار، در جاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.

(5√)^4 � (7√)^4 ب( 3�⁄³ � (2.5)^3الف( 
، در جاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.۴x < y( اگر 

�4 � �4 ب( �3 � �3الف( 

y = ۳� ٔجدول داده‌شده

۱۱⁄۲۰۱−۳⁄۲−۲−x

۳۱/۷۳۱۰/۳۳۰/۱۹۰/۱۱y = 3�

y = ۴� ٔجدول تکمیل‌نشده

۳⁄۲۱⁄۲۰۱⁄۲−......x

۸............۱⁄۲۱⁄۴y = 4�

.8 = 4³⁄² و 2 = 4¹⁄²، 1 = �4، 1/2 = 4�¹⁄²، 1/4 = 4�¹ را حساب می‌کنیم: �4 مقدار ۱(

۳⁄۲۱⁄۲۰۱⁄۲−۱−x

۸۲۱۱⁄۲۱⁄۴y = 4�

( نمودار زیر به‌دست می‌آید.(1/16 ,2−)، (4 ,1)با نقاط جدول )و نقاط 

۱۸۱

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

 ها راx می‌گذرد، صعودی است و محور (1 ,0) دارند. نمودار هر دو از نقطهٔ (∞+ ,0) و برد � هر دو تابع دامنهٔ ۲(
 هاx به محور x < 0 است( و برای �3 تندتر بالا می‌رود )بالاتر از �4 نمودار x > 0قطع نمی‌کند. تفاوت: برای 

نزدیک‌تر است.

:(2.5 یعنی عدد اعشاری ۲/۵ هر دو تابع صعودی‌اند، پس توان بزرگ‌تر مقدار بزرگ‌تری می‌دهد )در کتاب ۳(

.(< )علامت 3�⁄³ < (2.5)^3 پس 2.33 ≈ 7/3 < 2.5الف( 

.(< )علامت (5√)^4 < (7√)^4 پس 2.24 ≈ 5√ < 2.65 ≈ 7√ب( 

 )چون پایه‌ها بزرگ‌تر از ۱ و توابع صعودی‌اند(.�4 > �4 ب( �3 > �3 الف( ۴(

خواندنیصفحه ۲۲۳۱۰۰

برای تمرین، مقادیر زیر را با استفاده از ماشین حساب به دست آورید. )تا یک رقم اعشار(
 )۱2^(√2) )۲ 2^(√8) )۳ 2^(0.1) )۴ 2^(−0.5) )۵ 2^((1+√3))

 را مانند نمونهٔ کتاب پشت‌سرهم می‌زنیم. نتیجه‌ها:√، پرانتز و x^yدکمه‌های 

عبارت۵۴۳۲۱

مقدار دقیق‌تر۶/۶۴۴۰/۷۰۷۱/۰۷۲۷/۱۰۳۲/۶۶۵

تقریب تا یک رقم اعشار۶/۶۰/۷۱/۱۷/۱۲/۷

)۱2^(√2) ≈ 2.7

(²((2√)^2) = (8√)^2 پس 2√2 = 8√ )توجه: 7.1 ≈ (8√)^۲2(

)۳2^(0.1) ≈ 1.1

(2√/1 )برابر 0.7 ≈ (0.5−)^۴2(

)۵2^((1+√3)) ≈ 6.6

۱۸۲

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۲۲۴۱۰۱

 را رسم کنید.�۱y = (1/2)( با استفاده از جدول زیر، نمودار تابع با ضابطهٔ 
 ها چه نقطه‌ای است؟۲y( محل تقاطع نمودار این تابع با محور 

۳( دامنه و برد این تابع را بنویسید.
۴( آیا این تابع یک‌به‌یک است؟ چرا؟

۵( با استفاده از نمودار فوق، در جاهای خالی علامت مناسب قرار دهید.
³(1/2) � ⁴(1/2) پ( ⁴(1/2) � (2√)^(1/2) ب( (1.5)^(1/2) � (0.5)^(1/2)الف( 

 وجود دارد؟�(1/2) و �(1/2)، چه رابطه‌ای بین ۶x < y( با استفاده از نمودار، اگر 

جدول تکمیل‌نشده

۳......۱۰......۲−۳−x

۱⁄۸۱⁄۴......۱√2............y = (1/2)�

. بقیهx = 2ٔ پس 1/4 = ²(1/2)؛ و چون x = −1/2 پس 2√ = 2¹⁄² = �¹⁄²(1/2) جاهای خالی جدول: چون ۱(
مقدارها:

۳۲۱۰۱⁄۲−۲−۳−x

۱⁄۸۱⁄۴۱⁄۲۱√2۴۸y = (1/2)�

 قطع می‌کند.(1 ,0) ها را در نقطهٔ y نمودار محور ۱(

.(∞+ ,0)؛ برد: � دامنه: ۲(

 ها نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می‌کند.x بله، یک‌به‌یک است؛ زیرا هر خط موازی محور ۳(

۱۸۳
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 اعداد۱/۵ و ۰/۵(. )در کتاب < )علامت (1.5)^(1/2) < (0.5)^(1/2) و تابع نزولی است، پس 1.5 > 0.5 الف( ۴(
 )علامت³(1/2) > ⁴(1/2) پس 3 < 4(. پ( < )علامت ⁴(1/2) < (2√)^(1/2) پس 4 > 1.41 ≈ 2√اعشاری‌اند.( ب( 

<).

، مقدار تابع کوچک‌تر می‌شود(.x نزولی است؛ با بزرگ‌تر شدن �(1/2) )تابع �(1/2) > �(1/2) آنگاه x < y اگر ۵(

کار در کلاسصفحه ۲۲۵۱۰۲

 را در نظر بگیرید.�y = (1/2) و �y = 2نمودار توابع 
۱( نمودارهای این دو تابع نسبت به کدام محور مختصات قرینه‌اند؟

 دست........ = y یا همان ........ = y به تابع با ضابطهٔ �y = 2 در تابع با ضابطهٔ x به جای x−۲( با جایگذاری 
می‌یابیم.

۳( دامنه و برد این دو تابع چه رابطه‌ای با هم دارند؟
 ها قرینه‌اند، مثال بزنید.۴y( دو تابع نمایی دیگری که نسبت به محور 

 قرینه‌اند. هاyمحور  نمودارها نسبت به ۱(

)۲y = 2�� یا همان y = (1/2)� (�(1/2) = �(2�¹) = ��2 )زیرا.

 است؛ یعنی دامنه و برد آنها یکسان است.(∞+ ,0) و برد هر دو � دامنهٔ هر دو ۳(

 هاy نسبت به محور ��y = a و �y = a. در حالت کلی �y = (1/5) و �y = 5؛ یا �y = (1/3) و �y = 3 مثلاً ۴(
قرینه‌اند.

۱۸۴
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کار در کلاسصفحه ۲۲۶۱۰۲

 را رسم کنید.�y = (1/2)نمودار تابع با ضابطهٔ 

چند نقطه از نمودار را به‌دست می‌آوریم:

۲۱۰۱−۲−x

۱⁄۴۱⁄۲۱۲۴y = (1/2)�

 می‌گذرد و(1 ,0)نقاط را در دستگاه مختصات مشخص و به هم وصل می‌کنیم. نمودار نزولی است، از نقطهٔ 
 ها نزدیک می‌شود )بدون آنکه آن را قطع کند(.x بزرگ می‌شود به محور xوقتی 

فعالیتصفحه ۲۲۷۱۰۳

با توجه به مطالبی که در این درس آموخته‌اید، جمله‌های زیر را تکمیل کنید.
( مجموعهٔ اعداد حقیقی و برد آن ........ است.a > 1) �۱y = a( دامنهٔ تابع با ضابطهٔ 

 است.(∞+ ,0)( ........ و برد آن بازهٔ 0 < a < 1) �۲y = a( دامنهٔ تابع با ضابطهٔ 
 ها را در هیچ نقطه‌ای قطع نمی‌کند.x ها را در نقطهٔ ........ قطع می‌کند و محور ۳y( نمودار توابع فوق محور 

 ها، نمودار آنها را حداکثر در ........ نقطه قطع می‌کند.۴x( این دو تابع، یک‌به‌یک ........ زیرا خطوط موازی محور 

 )مجموعهٔ اعداد حقیقی مثبت( است.(∞+ ,0) برد آن ۱(

 است.(∞+ ,∞−) = � دامنهٔ آن مجموعهٔ اعداد حقیقی ۲(

.(a� = 1 )چون (1 ,0)۳(

 نقطه قطع می‌کند.یک ها نمودار آنها را حداکثر در x، زیرا خطوط موازی محور هستند این دو تابع یک‌به‌یک ۴(

۱۸۵
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تمرین ۱صفحه ۲۲۸۱۰۴

کدام یک از ضابطه‌های زیر مربوط به یک تابع نمایی است؟
�y = (0.1) پ( y = x³ ب( y = 2x² − 3x + 1الف( 

y = √(x − 1) ج( y − 3x = 2 ث( �y = (3/2)ت( 

 قرار دارد.توان و متغیر در a ≠ 1 و a > 0 است که �y = aتابع نمایی به شکل 

الف( چندجمله‌ای درجهٔ ۲ است؛ نمایی نیست.

 متغیر در پایه است؛ نمایی نیست.:x³ب( 

 است.نمایی مثبت و مخالف ۱ است؛ 0.1 پایه :�y = (0.1)پ(

 است.نمایی مثبت و مخالف ۱ است؛ 3/2 پایه :�y = (3/2)ت(

 خطی است؛ نمایی نیست.y = 3x + 2ث( 

ج( تابع رادیکالی است؛ نمایی نیست.

 گزینه‌های »پ« و »ت«.پاسخ:

تمرین ۲صفحه ۲۲۹۱۰۴

 قرار دارند؟�y = 3کدام یک از نقطه‌های زیر، روی نمودار تابع با ضابطهٔ 
(1/3 ,1−) ج( (3 ,1) ث( (1/3 ,3√) ت( (1 ,0) پ( (1 ,3) ب( (0 ,1)الف( 

 باشد:b = �3 روی نمودار است اگر (a, b)نقطهٔ 

� 0 ≠ 3 = 3¹الف( 

� 1 ≠ 27 = 3³ب( 

� 1 = �3پ( 

� 1/3 ≠ 6.7 ≈ (3√)^3ت( 

� 3 = 3¹ث( 

� 1/3 = 3�¹ج( 

 نقطه‌های »پ«، »ث« و »ج«.پاسخ:

۱۸۶
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تمرین ۳صفحه ۲۳۰۱۰۴

کدام گزاره صحیح است؟
 قرار دارد.�y = 5 روی نمودار تابع با ضابطهٔ (5√ ,1/2)الف( نقطهٔ 

 است.(10 ,0) ها، نقطهٔ y با محور �y = 10ب( محل تقاطع نمودار تابع با ضابطهٔ 
 مساوی‌اند.y = x² و �y = 2پ( دامنهٔ توابع با ضابطه‌های 

 است.(0 ,6) ها، نقطهٔ x با محور �y = 6ت( محل تقاطع نمودار تابع با ضابطهٔ 

.5√ = 5¹⁄²الف( درست:

.(10 ,0) قطع می‌کند، نه (1 ,0) ها را در y پس نمودار محور 1 = �10ب( نادرست: 

 است.� دامنهٔ هر دو تابع پ( درست:

 ها را قطع نمی‌کند.x همواره مثبت است و هرگز صفر نمی‌شود؛ پس نمودار محور �6ت( نادرست: 

 گزاره‌های »الف« و »پ« صحیح‌اند.پاسخ:

۱۸۷
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تمرین ۴صفحه ۲۳۱۱۰۴

 را با توجه به نمودار به‌دست آورید.(2√)^3 را رسم کنید و مقدار تقریبی عدد �y = 3الف( نمودار تابع با ضابطهٔ 
 را با توجه به نمودار به‌دست(5√)^(1/2) را رسم کنید و مقدار تقریبی �y = (1/2)ب( نمودار تابع با ضابطهٔ 

آورید.

 را روی محور1.41 ≈ 2√. نقاط را به هم وصل می‌کنیم. 9 = 3²، 3 = 3¹، 1 = �3، 1/3 = 3�¹، 1/9 = 3�² جدول: الف(
x ها مشخص و از آن خط قائم تا نمودار و سپس خط افقی تا محور yها رسم می‌کنیم؛ مقدار تقریبی 

 به‌دست می‌آید.4.7 ≈ (2√)^3

 هاx را روی محور 2.24 ≈ 5√ .1/2 = ¹(1/2)، 1 = �(1/2)، 2 = �¹(1/2)، 4 = �²(1/2)، 8 = �³(1/2) جدول: ب(
 است و از نمودار0.25 = ²(1/2) و 0.125 = ³(1/2)مشخص می‌کنیم؛ مقدار تابع در این نقطه بین 

 خوانده می‌شود.0.21 ≈ (5√)^(1/2)

بالف

تمرین ۵صفحه ۲۳۲۱۰۴

، مقادیر زیر را به‌دست آورید.�h(x) = 10 و �g(x) = (1/16) و �f(x) = 3فرض کنیم 
h(−2) پ( g(−1) ب( f(3)الف( 

f(3) = 3³ = 27الف( 

g(−1) = (1/16)�¹ = 16ب( 

h(−2) = 10�² = 1/100 = 0.01پ( 

۱۸۸
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تمرین ۶صفحه ۲۳۳۱۰۴

معادلات نمایی زیر را حل کنید.
1/64³ = 4³��² پ( 27��¹ = 9³��³ ب( 2³ⁿ�² = 1/32²الف( 

25/9 = ��¹(3/5) ث( (x²−4x)^3 = �9ت( 

. دو طرف را با پایهٔ یکسان می‌نویسیم.x = y آنگاه �a� = aاز یک‌به‌یک بودن تابع نمایی استفاده می‌کنیم: اگر 

2³ⁿ�² = 2�¹� � 3n − 2 = −10 � n = −8/3 پس �2¹ = ²(�2) = 32²الف(

6y − 6 = 3y + 3 � y = 3 � 3³��³ = 27��¹ و ����3 = �3²�³��³ = 9³��³ب(

3x + 2 = −9 � x = −11/3 � ��4 = 4³��² پس �4 = ³(4³) = 64³پ(

x = 6 یا 2x = x² − 4x � x² − 6x = 0 � x(x − 6) = 0 � x = 0 پس �3² = �9ت(

x + 1 = −2 � x = −3 پس �²(3/5) = ²(5/3) = 25/9ث(

۱۸۹
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فعالیتصفحه ۲۳۴۱۰۵

 و نمودار آن آشنا شدیم. همان‌طور که مشاهده کردیم، این تابع یک‌به‌یک�f(x) = 2در درس اول با تابع نمایی 
 در دستگاه مختصات زیر رسمf�¹ و وارون آن، تابع fاست؛ بنابراین وارون آن نیز یک تابع است. نمودار تابع 

شده است.
 در نمودار قبل را به‌دست آورید.f�¹ و ۱f( دامنه و برد دو تابع 

 در نمودار، جدول زیر را تکمیل کنید.f�¹ و ۲f( با توجه به نقاط 

۲۰۱−۲−x

..................۱⁄۴f(x)

۴۱۱⁄۲۱⁄۴x

........................f�¹(x)

 است.f�¹ روی (b, a) باشد، f روی (a, b) است؛ پس اگر y = x نسبت به خط f قرینهٔ نمودار f�¹نمودار 

. )دامنه و برد وارون با هم جابه‌جا� و برد (∞+ ,0) دامنه :f�¹. برای (∞+ ,0) و برد � دامنه :�f(x) = 2 برای ۱(
می‌شوند.(

.f�¹(1/4) = −2 ،f�¹(1/2) = −1 ،f�¹(1)  = 0 ،f�¹(4) = 2؛ f(−1) = 1/2 ،f(0) = 1 ،f(2) = 4 جاهای خالی: ۲(

۱۹۰

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۲۳۵۱۰۶

 در دستگاه مختصات زیر رسم شده است.�f(x) = 3نمودار تابع 
 را رسم کنید.f�¹، نمودار ۱f( با توجه به نقاط نمودار 

 در نمودار قبل، جاهای خالی را تکمیل کنید.f�¹ و ۲f( با توجه به نقاط 
 را به‌دست آورید.f�¹ و ۳f( دامنه و برد دو تابع 

 درx نشان می‌دهیم و آن را لگاریتم f�¹(x) = log� x را به‌صورت �f(x) = 3با توجه به مطالب فوق، وارون تابع 
مبنای ۳ می‌نامیم. به عبارت دیگر توابع نمایی و لگاریتمی وارون یکدیگرند.

۴( با توجه به نمودار توابع نمایی و لگاریتمی، دامنه و برد آنها را به‌طور کلی بنویسید.

......۱۰۲−x

۹............۱⁄۹f(x)

۹......۱۱⁄۹x

......۱............f�¹(x)

 ,1)، (1 ,3)، (2 ,9) قرینه می‌کنیم؛ نقاط y = x را نسبت به خط f از (1/3 ,1−) و (1 ,0)، (3 ,1)، (9 ,2) نقطه‌های ۱(
 به‌دست می‌آیند )منحنی سبز(.f�¹ روی (1− ,1/3) و (0

 جدول کامل‌شده:۲(

۲۱۰۲−x

۹۳۱۱⁄۹f(x) = 3�

۹۳۱۱⁄۹x

۱۹۱
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۲۱۰۲−f�¹(x)

)۳f: ؛ (∞+ ,0)، برد � دامنهf�¹: برد (∞+ ,0) دامنه ،�.

 و برد(∞+ ,0) دامنه :f(x) = log_a x. برای تابع لگاریتمی (∞+ ,0) و برد � دامنه :�f(x) = a برای تابع نمایی ۴(
�.

کار در کلاسصفحه ۲۳۶۱۰۷

در شکل مقابل، نمودار شش تابع رسم شده است که دو به دو وارون یکدیگرند. برای توابعی که ضابطهٔ آنها
نوشته شده، ضابطهٔ وارون آنها را روی نمودار مربوطه بنویسید و دامنه و برد هر تابع را مشخص کنید.

 رسم شده است. درlog� x ،log� x ،log� x و سه تابع لگاریتمی �5، �4، �3روی نمودار کتاب سه تابع نمایی 
 نام‌گذاری شده‌اند؛ وارون آنها:log� x و �4، �3نمودار، توابع 

برد تابعدامنهٔ تابعوارون آنتابع

4�log� x�(0, +∞)

3�log� x�(0, +∞)

log� x5�(0, +∞)�

�5 و وارون �3 همان log� x، وارون �4 همان log� xسه تابع باقی‌مانده نیز وارون همین‌هاست: وارون 

 ,0) دامنه :log_a x؛ برای هر تابع لگاریتمی (∞+ ,0) و برد � دامنه :�a است. برای هر تابع نمایی log� xهمان 

 قرینه است.y = x. نمودار هر جفت نسبت به خط � و برد (∞+

۱۹۲
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کار در کلاسصفحه ۲۳۷۱۰۷

 را در نظر بگیرید. اعداد زیر بین کدام اعداد صحیح قرار دارند؟y = log�⁄� xنمودار تابع 
log�.�(1.5) ب( log�⁄� 3الف( 

 می‌گذرد و نزولی است )مقدار تابع هم‌زمان با بزرگ(2− ,4)، (1− ,2)، (0 ,1)، (1 ,1/2) از نقاط y = log�⁄� xنمودار 
 کم می‌شود(.xشدن 

.(1.58− ≈ )در واقع log�⁄� 3 < −1 > 2− است؛ پس 2− و 1−، مقدار تابع بین 4 > 3 > 2الف( چون 

.(0.58− ≈ )در واقع log�.�(1.5) < 0 > 1− است؛ پس 1− و 0، مقدار تابع بین 2 > 1.5 > 1ب( چون 

 1/5 > 1/8 باشد، چون 0.2 = 1/5 نوشته شده است. اگر منظور کسر 1.5« به شکل عدد اعشاری ۱/۵)در کتاب »
 است.(3 و 2، مقدار لگاریتم بین 1/4 >

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

کار در کلاسصفحه ۲۳۸۱۰۸

نمودار چند تابع لگاریتمی در زیر رسم شده است. ضابطهٔ مربوط به هر کدام را بنویسید.

 است؛a، پایهٔ تابع برابر log_a a = 1 بگذرد، چون (a, 1) می‌گذرد. اگر نمودار از نقطهٔ (0 ,1)هر نمودار از نقطهٔ 
 دارد می‌خوانیم و با نقطهٔ دیگر امتحان می‌کنیم:y = 1پس پایه را از نقطه‌ای که 

.(2 = �¹(1/2) )زیرا y = log�⁄� x:(1− ,2) و (1 ,1/2) نقاط ۱(

.(4 = 2² )زیرا y = log� x:(2 ,4) و (1 ,2) نقاط ۲(

.(5 = �¹(1/5) )زیرا y = log�⁄� x:(1− ,5) و (1 ,1/5) نقاط ۳(

.(1/3 = 3�¹ )زیرا y = log� x:(1− ,1/3) و (1 ,3) نقاط ۴(

.(3 = �¹(1/3) )زیرا y = log�⁄� x:(1− ,3) و (1 ,1/3) نقاط ۵(

.(1/5 = 5�¹ )زیرا y = log� x:(1− ,1/5) و (1 ,5) نقاط ۶(

نمودارهای )۲(، )۴( و )۶( صعودی‌اند )پایه بزرگ‌تر از ۱( و نمودارهای )۱(، )۳( و )۵( نزولی‌اند )پایه بین ۰ و ۱(.
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فعالیتصفحه ۲۳۹۱۰۸

با توجه به مطالعی که تا به‌حال خوانده‌اید، جملات زیر را تکمیل کنید.
(، مجموعهٔ اعداد حقیقی مثبت و برد آن ........ است.a > 1) ۱y = log_a x( دامنهٔ تابع با ضابطهٔ 

(، بازهٔ ........ و برد آن ........ است.0 < a < 1) ۲y = log_a x( دامنهٔ تابع با ضابطهٔ 
 ها را قطع نمی‌کند.۳y( نمودار توابع فوق، محور ........ را در نقطهٔ ........ قطع می‌کند و محور 

 ها، نمودار آنها را حداکثر در ........ نقطه قطع می‌کند.۴x( این دو تابع، یک‌به‌یک ........ زیرا خطوط موازی محور 
۵( وارون تابع نمایی، تابع ........ است و وارون تابع لگاریتمی، تابع ........ است.

 است.(∞+ ,∞−) = � برد آن مجموعهٔ اعداد حقیقی ۱(

.(∞+ ,∞−) = �؛ برد: (∞+ ,0) دامنه: بازهٔ ۲(

.(log_a 1 = 0 قطع می‌کند )چون (0 ,1) ها را در نقطهٔ x محور ۳(

 نقطه قطع می‌کنند.یک ها نمودار آنها را حداکثر در x، زیرا خطوط موازی محور هستند یک‌به‌یک ۴(

 است.نمایی است و وارون تابع لگاریتمی، تابع لگاریتمی وارون تابع نمایی، تابع ۵(
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فعالیتصفحه ۲۴۰۱۰۹

 را در نظر بگیرید.f�¹(x) = log� x و �f(x) = 2نمودار تابع 
با توجه به نقاط این دو نمودار، جدول زیر را تکمیل کنید.

جدول تکمیل‌نشده

لگاریتمینمایی

2�² = 1/4log�(1/4) = −2

2�¹ = 1/2log�(1/2) = ......

2� = 1......

......log� 2 = 1

2² = 4......

......log� 8 = ......

 می‌نویسیم و برعکس:log� x = y را به صورت لگاریتمی x = �2هر تساوی نمایی 

لگاریتمینمایی

2�² = 1/4log�(1/4) = −2

2�¹ = 1/2log�(1/2) = −1

2� = 1log� 1 = 0

2¹ = 2log� 2 = 1

2² = 4log� 4 = 2

2³ = 8log� 8 = 3

.(x > 0 ،a > 0 ،a ≠ 1 و به عکس )log_a x = y آنگاه a� = xبه‌طور کلی اگر 
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کار در کلاسصفحه ۲۴۱۱۱۰

جدول زیر را مانند نمونه تکمیل کنید.
log� 1 = 0 � 8� = 1 و log�� 1000 = 3 � 1000 = 10³نمونه‌ها: 

 استفاده می‌کنیم. ردیف‌های سمت چپ جدول کتاب از شکل نمایی بهb� = c � log_b c = aاز رابطهٔ 
لگاریتمی و ردیف‌های سمت راست از شکل لگاریتمی به نمایی تبدیل می‌شوند:

لگاریتمی � نمایینمایی � لگاریتمی

9¹⁄² = 3 � log� 3 = 1/2log�(1/16) = −4 � 2�⁴ = 1/16

4³ = 64 � log� 64 = 3log� 125 = 3 � 5³ = 125

2� = 32 � log� 32 = 5log�⁄� 27 = −3 � (1/3)�³ = 27

2�³ = 1/8 � log�(1/8) = −3log�⁄� 125 = −3 � (1/5)�³ = 125

3�⁴ = 1/81 � log�(1/81) = −4log�⁄� 16 = −4 � (1/2)�⁴ = 16

فعالیت ۱صفحه ۲۴۲۱۱۱

log_a(1/a) = −1 و log_a a = 1 و log_a 1 = 0( باشد، همواره داریم: a ≠ 1 عدد حقیقی مثبت )aاگر 

:(log_a x = y � a� = xطبق تعریف لگاریتم )

a� = 1 پس log_a 1 = 0؛

a¹ = a پس log_a a = 1؛

a�¹ = 1/a پس log_a(1/a) = −1.
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فعالیت ۲صفحه ۲۴۳۱۱۱

log_c ab = log_c a + log_c b( داریم: c ≠ 1) c و b و aبرای اعداد حقیقی و مثبت 
 ab = c� · cⁿ، از این‌رو ........ = b و ........ = a، پس طبق تعریف n = log_c b و m = log_c aاثبات: فرض کنیم 

log_c ab = log_c a + log_c b و در نتیجه ........ = log_c ab بنابراین طبق تعریف لگاریتم داریم: ........ =

 است. پسb = cⁿ طبق تعریف n = log_c b و از �a = c طبق تعریف m = log_c aاز 

ab = c� · cⁿ = c��ⁿ

:n = log_c b و m = log_c a و چون log_c ab = m + nطبق تعریف لگاریتم، 

log_c ab = log_c a + log_c b ∎

.a = c� ،b = cⁿ ،c��ⁿ ،m + nجاهای خالی:

.log 3 ≈ 0.48:log 6 = log 3 + log 2 ≈ 0.48 + 0.3 = 0.78 و log 2 ≈ 0.3مثال کتاب: با 

فعالیت ۳صفحه ۲۴۴۱۱۱

log_a bⁿ = n log_a b یک عدد طبیعی باشد، داریم: n و a ≠ 1 اعدادی حقیقی و مثبت و b و aاگر 
n(   log_a bⁿ = log_a (b · b ··· b) بارn(   log_a b + ···· + log_a b = ) بار( = n log_a bاثبات: 

 بار(. طبق فعالیت ۲ لگاریتم حاصل‌ضرب برابر جمعn) bⁿ = b · b ··· bتوان طبیعی یعنی ضرب مکرر: 
لگاریتم‌هاست )این ویژگی برای چند عامل نیز برقرار است(، پس

log_a bⁿ = log_a(b · b ··· b) = log_a b + log_a b + ··· + log_a b (n)جمله 

= n · log_a b ∎

 قرار می‌گیرد.log_a b جملهٔ n بار( و در جمع، n) b · b ··· b در تساوی دوم جاهای خالی:
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فعالیت ۴صفحه ۲۴۵۱۱۱

log_c(a/b) = log_c a − log_c b( داریم: c ≠ 1) c و b و aبرای اعداد حقیقی و مثبت 
........ − a = bd � log_c a = log_c b + log_c d � log_c d = log_c a. بنابراین a/b = dاثبات: فرض می‌کنیم 

log_c(a/b) = ........ − log_c ........

. با لگاریتم گرفتن و استفاده از لگاریتم حاصل‌ضرب:a = bd نتیجه می‌شود a/b = dاز 

log_c a = log_c(bd) = log_c b + log_c d

:d = a/b و چون log_c d = log_c a − log_c bپس 

log_c(a/b) = log_c a − log_c b ∎

.log_c b ،log_c a ،log_c bجاهای خالی:

.log 5 = log(10/2) = log 10 − log 2 = 1 − log 2 ≈ 1 − 0.3 = 0.7مثال کتاب: 

خواندنیصفحه ۲۴۶۱۱۱

همزمان با افزایش ارتفاع، فشار هوای اتمسفر )جو زمین( کاهش می‌یابد. رابطهٔ محاسبهٔ فشار براساس
 نیز فشار برحسب پاسکالp ارتفاع برحسب متر و a است، که در آن a = 15500(5 − log p)ارتفاع به‌صورت 

است. فشار هوا را در بالای قلهٔ دماوند به ارتفاع ۵۶۱۰ متر محاسبه کنید.

a = 5610:)۱۰ را در رابطه می‌گذاریم )لگاریتم در مبنای 

5610 = 15500(5 − log p)   5 − log p = 5610/15500 ≈ 0.362

log p ≈ 5 − 0.362 = 4.638   p ≈ 10^(4.638) ≈ 43 400

 پاسکال )حدود ۴۳ هزار پاسکال، نزدیک به نصف فشار سطح10⁴ × 4.3 فشار هوا در قلهٔ دماوند تقریباً پاسخ:
 پاسکال( است.�10 ≈دریا 
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کار در کلاسصفحه ۲۴۷۱۱۲

، مقادیر تقریبی اعداد زیر را به‌دست آورید.log 3 ≈ 0.48 و log 2 ≈ 0.3اگر 
 )۱log 12 = log(3 × 4) = log 3 + log 2² = log 3 + 2 log 2 ≈ 0.48 + 0.6 = 1.08
 )۲log 0.75 )۳ log √5 )۴ log (25/18) )۵ log �6 )۶ log (√27 / ⁴√5)

.log 5 = log(10/2) = 1 − log 2 ≈ 1 − 0.3 = 0.7یادآوری: 

log 12 ≈ 1.08 )نمونهٔ کتاب( ۱(

)۲log 0.75 = log(3/4) = log 3 − 2 log 2 ≈ 0.48 − 0.6 = −0.12

)۳log √5 = (1/2) log 5 ≈ (1/2)(0.7) = 0.35

)۴log (25/18) = 2 log 5 − log 2 − 2 log 3 ≈ 1.4 − 0.3 − 0.96 = 0.14 (5² = 25 و 3² × 2 = 18 )زیرا

)۵log �6 = (1/3) log(2 × 3) = (1/3)(log 2 + log 3) ≈ (1/3)(0.78) = 0.26

)۶log (√27 / ⁴√5) = (3/2) log 3 − (1/4) log 5 ≈ 0.72 − 0.175 = 0.545 (3³⁄² = 27√ )زیرا

فعالیتصفحه ۲۴۸۱۱۲

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.
 )۱log� x = 2 )۲ log�(x + 6) = log�(2x − 3) )۳ log�(x + 6) + log�(x + 2) = 1

 )۴log�(x + 2) = log� 8 )۵ 3 log� x = −log� 27 )۶ log(x + 1) − log(x − 3) = 3

در حل معادلهٔ لگاریتمی باید جواب‌ها را در معادلهٔ اصلی امتحان کنیم؛ زیرا عبارت داخل لگاریتم باید مثبت
باشد.

)۱log� x = 2 � x = 3² = 9

)۲x + 6 = 2x − 3 � x = 9 ؛ برایx = 9 و مثبت‌اند؛ پس 15 هر دو عبارت x = 9.قابل قبول است 

)۳log�[(x + 6)(x + 2)] = 1 � (x + 6)(x + 2) = 5 � x² + 8x + 7 = 0 � (x + 7)(x + 1) = 0 � x = −7یا 
x = −1 برای .x = −7 عبارت x + 6 = −1 منفی است، پس قابل قبول نیست؛ تنها جواب x = −1.است 

)۴x + 2 = 8 � x = 6 قابل قبول، چون( x + 2 = 8 > 0).

)۵3 log� x = −log� 27 � log� x³ = log� 27�¹ = log�(1/27) � x³ = 1/27 � x = 1/3مثبت است و قابل( 
قبول(.

)۶log((x + 1)/(x − 3)) = 3 � (x + 1)/(x − 3) = 10³ = 1000 � x + 1 = 1000x − 3000 � 999x = 3001
� x = 3001/999 ≈ 3.004 این مقدار از ۳ بزرگ‌تر است و هر دو عبارت .x + 1 و x − 3مثبت‌اند؛ پس قابل 

قبول است.
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کار در کلاسصفحه ۲۴۹۱۱۳

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.
 )۱log� x = 3 )۲ log�(2x + 1) = 3 )۳ log�(x + 1) + log�(x + 4) = 2 )۴ log� 243 = 2x + 1

 )۵log�(x − 1) = 4 )۶ log(2x) − log(x − 3) = 1 )۷ 2 log�(x − 1) = 3

)۱x = 5³ = 125

)۲2x + 1 = 2³ = 8 � 2x = 7 � x = 7/2

)۳log�[(x + 1)(x + 4)] = 2 � (x + 1)(x + 4) = 4 � x² + 5x = 0 � x(x + 5) = 0 � x = 0 یا x = −5برای .
x = −5 عبارت‌های x + 1 و x + 4 :منفی‌اند و قابل قبول نیست؛ جواب x = 0.

log� 243 = 5 � 5 = 2x + 1 � x = 2 پس �3 = ۴243(

)۵x − 1 = 3⁴ = 81 � x = 82

)۶log (2x/(x − 3)) = 1 � 2x/(x − 3) = 10 � 2x = 10x − 30 � x = 30/8 = 15/4بزرگ‌تر از ۳ است و( 
قابل قبول(.

)۷log�(x − 1) = 3/2 � x − 1 = 4³⁄² = (√4)³ = 8 � x = 9
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تمرین ۱صفحه ۲۵۰۱۱۳

تساوی‌های زیر را ثابت کنید.
(c ≠ 1 اعداد حقیقی مثبت‌اند و d و c و b و a) log_c abd = log_c a + log_c b + log_c dالف( 

(c ≠ 1 و b اعداد حقیقی مثبت‌اند و c و b و a) log_b a = log_c a / log_c bب( 
(a ≠ 1 اعداد حقیقی مثبت‌اند و b و a) a^(log_a b) = bپ( 
log_b a × log_a b = 1ت( 

 با دوبار استفاده از لگاریتم حاصل‌ضرب:الف(

log_c abd = log_c(ab · d) = log_c ab + log_c d = log_c a + log_c b + log_c d ∎

 می‌گیریم و از لگاریتم توانc. از دو طرف لگاریتم در مبنای b� = a؛ طبق تعریف y = log_b a فرض می‌کنیم ب(
استفاده می‌کنیم:

log_c b� = log_c a � y · log_c b = log_c a � y = log_c a / log_c b

∎ log_b a = log_c a / log_c b و تقسیم ممکن است.( پس b ≠ 1 ،log_c b ≠ 0)چون 

∎ y:a^(log_a b) = b. با جایگذاری a� = b؛ طبق تعریف لگاریتم y = log_a b فرض می‌کنیم پ(

. بنابراینc = a:log_b a = log_a a / log_a b = 1 / log_a b طبق )ب( با ت(

log_b a × log_a b = (1 / log_a b) × log_a b = 1 برای( ∎ a ≠ 1 و b ≠ 1)مثبت 

تمرین ۲صفحه ۲۵۱۱۱۴

حاصل عبارات زیر را به‌دست آورید.
log�� √1000 3 ت( log� 125− پ( log� 27¹⁄² ب( log� �√49الف( 

log� 7²⁄� = 2/5 پس �⁄7² = �⁄¹(7²) = �⁄49¹ = 49√�الف(

log� 27¹⁄² = (1/2) log� 27 = (1/2) × 3 = 3/2ب(

log� 125 = −log� 5³ = −3−پ(

log�� 10³⁄² = 3 × 3/2 = 9/2 3 پس 10³⁄² = 1000√ت(
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تمرین ۳صفحه ۲۵۲۱۱۴

 را به‌دست آورید.f(42)، مقدار f(x) = 3 − 2 log�(x/2 − 5)اگر 

f(42) = 3 − 2 log�(42/2 − 5) = 3 − 2 log�(21 − 5) = 3 − 2 log� 16

log� 16 = 2   f(42) = 3 − 2 × 2 = −1

تمرین ۴صفحه ۲۵۳۱۱۴

 را به‌دست آورید.a عبور کند، مقدار (2 ,2) از نقطهٔ f(x) = log_a xالف( اگر نمودار تابع با ضابطهٔ 
 چند است؟a عبور کند، مقدار (4− ,1/2) از نقطهٔ f(x) = log_a xب( اگر نمودار تابع با ضابطهٔ 

a > 0:a = √2 و چون f(2) = 2 � log_a 2 = 2 � a² = 2الف(

f(1/2) = −4 � log_a(1/2) = −4 � a�⁴ = 1/2 � a⁴ = 2 � a = ⁴√2 = 2¹⁄⁴ ≈ 1.19ب(

 منفیx« با چینش چپ‌به‌راست خوانده شد؛ چون تابع لگاریتمی برای (4− ,1/2))در کتاب، نقطهٔ ب به صورت »
 باشد.(4− و عرض آن 1/2تعریف نمی‌شود، طول نقطه باید 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

۲۰۲

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرین ۵صفحه ۲۵۴۱۱۴

 را رسم کنید.y = log�⁄� xنمودار تابع با ضابطهٔ 

log�⁄� x = y � (1/3)� = xچند نقطه: 

۹۳۱۱⁄۳۱⁄۹x

۲−۱−۰۱۲y = log�⁄� x

 هاy می‌گذرد و به محور (0 ,1)؛ از نقطهٔ � و برد (∞+ ,0)پایه بین ۰ و ۱ است، پس نمودار نزولی است؛ دامنه 
نزدیک می‌شود )بدون برخورد(.

تمرین ۶صفحه ۲۵۵۱۱۴

کدام یک از گزاره‌های زیر درست و کدام نادرست است؟
.a� = y، آنگاه y = log_a xالف( اگر 

 عبور می‌کند.(0 ,1)( از نقطهٔ 0 < a < 1) y = log_a xب( نمودار تابع با ضابطهٔ 
پ( لگاریتم اعداد منفی تعریف نمی‌شود.

 ولیy = log� 8 = 3(. مثلاً x است نه y )توان y = log_a x � a� = x طبق تعریف الف( نادرست:
2� = 256 ≠ 3.

 روی نمودار است.(0 ,1)(؛ پس نقطهٔ a < 1 > 0 برای هر پایه )از جمله log_a 1 = 0ب( درست:

 نمی‌تواند منفی باشد و دامنهٔ تابع لگاریتمی فقط�x = a( همواره مثبت است؛ پس a > 0 )با �aپ( درست:
اعداد مثبت است.
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تمرین ۷صفحه ۲۵۶۱۱۴

معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.
log�(x + 1) + log�(x − 1) = 1 ب( log�(p² − 2) = log� pالف( 

log�⁄��(x² − 21) = −2 ت( log� a − log� 5 = log� 25 3پ( 

 تعریفp لگاریتم p = −1. برای p = −1 یا p² − 2 = p � p² − p − 2 = 0 � (p − 2)(p + 1) = 0 � p = 2الف(
.(p² − 2 = 2 > 0 )و p = 2نمی‌شود؛ پس 

 ردx = −√6 لازم است، x − 1 > 0. چون log�[(x + 1)(x − 1)] = 1 � x² − 1 = 5 � x² = 6 � x = ±√6ب(
.x = √6می‌شود؛ جواب: 

log� a³ − log� 5 = log� 25 � log�(a³/5) = log� 25 � a³/5 = 25 � a³ = 125 � a = 5پ(

 است؛ پسx² − 21 = 100 > 0. در هر دو حالت x = −11 یا x² − 21 = (1/10)�² = 100 � x² = 121 � x = 11ت(
هر دو جواب قابل قبول‌اند.

فعالیتصفحه ۲۵۷۱۱۵

نمودار هر تابع را به ضابطهٔ آن نظیر کنید.
�h(x) = −(1/2) پ( l(x) = 2 + log x ب( k(x) = −log� xالف( 

f(x) = 2� + 1 ج( �j(x) = 3���¹ ث( g(x) = log(x − 1)ت( 

هر ضابطه را با انتقال یا قرینه‌سازی تابع پایه به نمودار مناسب می‌رسانیم:

.)۱( � نمودار (2 ,0) و عبور از y = 1 یک واحد بالا رفته است؛ مجانب افقی �2 نمودار :1 + �2ج(

 � نمودار(0 ,2) و عبور از x = 1 نمودار لگاریتم یک واحد به راست رفته است؛ مجانب قائم :log(x − 1)ت(

)۲(.

.)۳( � نمودار (1− ,0) ها و عبور از x ها؛ زیر محور x نسبت به محور �(1/2) قرینهٔ :�(1/2)−پ(

.)۴( � نمودار (2 ,1) و عبور از x = 0 نمودار لگاریتم دو واحد بالا رفته است؛ مجانب قائم :log x + 2ب(

.)۵( � نمودار (1/3 ,0) و (1 ,1) یک واحد به راست رفته است؛ عبور از �3 نمودار :�3���¹ث(

.)۶( � نمودار (0 ,1) ها؛ نزولی و عبور از x نسبت به محور log� x قرینهٔ :log� x−الف(

جثتپبالفضابطه

۶۴۳۲۵۱شمارهٔ نمودار

۲۰۴
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کار در کلاسصفحه ۲۵۸۱۱۶

در شکل‌های زیر، نمودار یک تابع نمایی و یک تابع لگاریتمی و انتقال یافته‌های آنها رسم شده است. ضابطهٔ
توابع انتقال یافته را بنویسید.

:(�y = 4 )تابع نمایی شکل سمت چپ

y�: مجانب افقی y = 2 دو واحد بالا رفته است: �4؛ نمودار (3 ,0) و گذر از y� = 4� + 2.

y�: مجانب افقی y = −2 نسبت به محور �4؛ نمودار (3− ,0) و گذر از xها قرینه و سپس دو واحد پایین 
.y� = −4� − 2رفته است: 

:(y = log� x )تابع لگاریتمی شکل سمت راست

y�: مجانب قائم همان x = 0 ؛ نمودار دو واحد بالا رفته است: (4 ,4)، (3 ,2)، (2 ,1) و گذر ازy� = log� x + 2.

y�: مجانب قائم x = 4 ؛ نمودار چهار واحد به راست رفته است: (2 ,8)، (0 ,5) و گذر ازy� = log�(x − 4).

کار در کلاسصفحه ۲۵۹۱۱۶

کدام یک از ضابطه‌ها به کدام یک از نمودارها تعلق دارند؟
 )۱y = log�(x − 1) )۲ y = 3� + 1 )۳ y = 1 − 3�

 )۴y = log� x − 1 )۵ y = 1 − log� x )۶ y = 3���²�

نمودارها در کتاب به صورت ردیف بالا: )الف(، )ب(، )پ( و ردیف پایین: )ت(، )ث(، )ج( )از چپ به راست(
نام‌گذاری شده‌اند.

.(0 ,2) و گذر از x = 1 مجانب قائم ۱( � )ت(:

.(2 ,0) و گذر از y = 1 مجانب افقی ۲( � )ج(:

.(0 ,0) نزولی، همواره کمتر از ۱ و گذر از مبدأ ۳( � )پ(:

.(log� 3 − 1 = 0 )چون (0 ,3) و گذر از x = 0 صعودی با مجانب قائم ۴( � )الف(:

.(1 ,1) و (0 ,3) و گذر از x = 0 نزولی با مجانب قائم ۵( � )ب(:

.(3 ,3) و (1 ,2) دو واحد به راست رفته است؛ گذر از �3 نمودار ۶( � )ث(:

۲۰۵
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کار در کلاسصفحه ۲۶۰۱۱۷

زلزلهٔ ۳۱ خرداد سال ۱۳۶۹ رودبار ـ منجیل به بزرگی ۷/۴ ریشتر در ساعت سی دقیقهٔ بامداد رخ داد. مقدار
انرژی آزاد شده در این زلزله را محاسبه کنید.

:M = 7.4. برای log E = 11.8 + 1.5 Mرابطهٔ انرژی و بزرگی زلزله: 

log E = 11.8 + 1.5 × 7.4 = 11.8 + 11.1 = 22.9

E = 10^(22.9) ≈ 7.9 × 10²²

 ارگ بوده است.10²² × 7.9 ≈ (22.9)^10 انرژی آزاد شده در این زلزله حدود پاسخ:

تمرین ۱صفحه ۲۶۱۱۱۸

 را به‌دست آورید.b و a رسم شده است. �����y = a + 2در دستگاه مختصات روبه‌رو نمودار تابع با ضابطهٔ 

 است؛y = 1 واحد قائم انتقال یافته است. در نمودار، مجانب افقی خط a واحد افقی و b به اندازهٔ �2نمودار 
.a = 1پس 

.b = 0 � 1 = ��2 � �����2 + 1 = 2 می‌گذرد: (2 ,0)نمودار از نقطهٔ 

 که با نمودار می‌خواند.(x = 2 � y = 5 و x = 1 � y = 3. )راستی‌آزمایی: �y = 1 + 2؛ یعنی b = 0 و a = 1پاسخ:

تمرین ۲صفحه ۲۶۲۱۱۸

 چقدر است؟x، مقدار g(x) = 66 را به‌دست آورید. ب( اگر g(−1). الف( g(x) = 4� + 2فرض می‌کنیم 

g(−1) = 4�¹ + 2 = 1/4 + 2 = 9/4الف(

x = 3 � 4³ = 64 = �4 � 66 = 2 + �4ب(

۲۰۶
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تمرین ۳صفحه ۲۶۳۱۱۸

 رسم کنید. [2 ,2−]  را در بازهٔ y = 4�� − 1نمودار تابع 

y = 4�� − 1 = (1/4)� − 1: است که یک واحد پایین آمده؛ نزولی با مجانب افقی �(1/4) نمودار y = −1.

۲۱۰۱−۲−x

۱۵⁄۱۶−۳⁄۴−۰۳۱۵y = 4�� − 1

۲۰۷
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تمرین ۴صفحه ۲۶۴۱۱۸

نمودار توابع زیر را رسم کنید.
y = −log�(x − 1) ب( y = −2� + 1الف( 

؛ نقاط:y = 1( و یک واحد بالا می‌بریم. مجانب افقی �2− ها قرینه می‌کنیم )x را نسبت به محور �2 نمودار الف(

۲۱۰۱−x

۳−۱−۰۱⁄۲y = −2� + 1

( و سپس(∞+ ,1)، دامنه x = 1، مجانب قائم log�(x − 1) را یک واحد به راست می‌بریم )log� x نمودار ب(
 ها قرینه می‌کنیم. نقاط:xنسبت به محور 

۵۳۲۳⁄۲x

۲−۱−۰۱y = −log�(x − 1)

بالف

۲۰۸
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ریاضی ۲ یازدهم - فصل ششم
حد و پیوستگی

فهرست

صفحه ۱۲۰ · فعالیت — چندضلعی‌های منتظم محاطی۲۶۵
۲۱۱در دایره

۲۱۲صفحه ۱۲۱ · کار در کلاس — چندضلعی‌های منتظم محیطی۲۶۶

صفحه ۱۲۱ · فعالیت — مساحت مستطیل‌ها و حد از۲۶۷
۲۱۳چپ و راست

۲۱۴صفحه ۱۲۳ · مثال — حد چپ و راست تابع دو ضابطه‌ای۲۶۸

۲۱۵صفحه ۱۲۵ · فعالیت — رفتار سه تابع در نزدیکی ۲۶۹۴

۲۱۷صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۱ — نمودار و حد۲۷۰

۲۱۸صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۲ — حد برابر ۲۷۱−۱

۲۷۲f(3)=1 ۲۱۸صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۳ — تابع بدون حد با

صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۴ — حد ۴ و تعریف‌نشده۲۷۳
۲۱۹در ۲

۲۷۴)x−2(√ ۲۱۹صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۵ — حدهای

۲۲۰صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین x| — ۶| بدون نقطهٔ صفر۲۷۵

۲۷۶f، g، h ۲۲۰صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۷ — سه تابع

۲۷۷x=2 ۲۲۱صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۸ — وجود حد در

۲۲۱صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۹ — حد در صفر۲۷۸

۲۷۹x|/x| — ۱۰ ۲۲۲صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین

۲۲۲صفحه ۱۲۸ · کار در کلاس — حد تابع ثابت و همانی۲۸۰

۲۲۳صفحه ۱۲۹ · کار در کلاس — حد مجموع۲۸۱

۲۲۳صفحه ۱۳۰ · کار در کلاس — حد حاصل ضرب و توان۲۸۲

۲۲۴صفحه ۱۳۱ · فعالیت — حد تابع چندجمله‌ای۲۸۳

۲۲۴صفحه ۱۳۱ · فعالیت — حد تابع کسری )مخرج غیرصفر(۲۸۴

صفحه ۱۳۲ · کار در کلاس — حد با ساده‌سازی۲۸۵
(x²+5x+6)/(x+2)۲۲۵

۲۸۶)x−1(/)x³−1( ۲۲۵صفحه ۱۳۳ · کار در کلاس — حد با ساده‌سازی

۲۸۷))2x−6(√( ۲۲۶صفحه ۱۳۳ · کار در کلاس — حد ریشه

۲۸۸h(x)=|x|/x ۲۲۶صفحه ۱۳۴ · کار در کلاس — بررسی گزاره‌های

۲۲۷صفحه ۱۳۴ · کار در کلاس — حد جزء صحیح از روی نمودار۲۸۹

۲۲۸صفحه ۱۳۴ · فعالیت — حدهای مثلثاتی۲۹۰

۲۹۱g و f ۲۲۹صفحه ۱۳۵ · تمرین — تمرین ۱ — حد با نمودار

صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۱ )ادامه( — طرح پرسش۲۹۲
۲۳۰مشابه

۲۳۰صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۲ )دو تابع با حد برابر(۲۹۳

۲۳۱صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۳ — محاسبهٔ حدها۲۹۴

۲۳۲صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۴ — قوانین حد۲۹۵

۲۳۳صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین x−3|/(x−3)| — ۵ و ۲۹۶۱

۲۳۳صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۶ — حد مجموع۲۹۷

۲۳۴صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۷ — حد جزء صحیح۲۹۸

۲۳۵صفحه ۱۳۷ · فعالیت — نمودارهای پیوسته و ناپیوسته۲۹۹

۲۰۹
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۲۳۶صفحه ۱۳۸ · فعالیت — مثال‌های دیگر از ناپیوستگی۳۰۰

۳۰۱x=1 ۲۳۶صفحه ۱۳۹ · کار در کلاس — ناپیوستگی در

۳۰۲)x−2(√ ۲۳۷صفحه ۱۳۹ · فعالیت — پیوستگی راست

۳۰۳g(x) ۲۳۷صفحه ۱۴۰ · کار در کلاس — پیوستگی چپ

۲۳۸صفحه ۱۴۰ · کار در کلاس — پیوستگی روی بازه‌های نیم‌باز۳۰۴

۲۳۸صفحه ۱۴۱ · کار در کلاس — سه تابع روی بازه‌های مختلف۳۰۵

صفحه ۱۴۱ · کار در کلاس — تابع سه ضابطه‌ای —۳۰۶
۲۳۹نمودار، دامنه، پیوستگی

صفحه ۱۴۱ · کار در کلاس — درست یا نادرست درباره۳۰۷ٔ
f ۲۴۰پیوستگی

۲۴۰صفحه ۱۴۲ · کار در کلاس — بازهٔ بسته با پیوستگی متفاوت۳۰۸

۳۰۹x=2 در h و f، g — ۱ ۲۴۱صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین

۲۴۱صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۲ — نمودار و ناپیوستگی۳۱۰

۳۱۱)x−3(/)x²−9( — ۳ ۲۴۲صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین

۲۴۲صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۴ — پیوستگی جزء صحیح۳۱۲

۲۴۲صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۵ — پیوستگی در صفر۳۱۳

۲۴۳صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۶ — حد ۱− ولی ناپیوسته۳۱۴

صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۷ — پیوستگی در x=1 از۳۱۵
۲۴۳روی نمودار

۲۴۴صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۸ — جرم کودک۳۱۶

۲۱۰
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فعالیتصفحه ۲۶۵۱۲۰

 یک مثلث متساوی‌الاضلاع و یک مربع به گونه‌ای رسم شده‌اند که رأس‌های آنهاrدر دایره‌های زیر به شعاع 
روی دایره واقع‌اند. چنین چند ضلعی‌هایی را محاطی می‌نامیم. واضح است که مساحت مثلث

متساوی‌الاضلاع و مساحت مربع از مساحت دایره کمتر است.
حدس می‌زنید مساحت کدام‌یک به مساحت دایره نزدیک‌تر است؟ هرچه تعداد اضلاع چندضلعی‌های منتظم

محاطی بیشتر شوند، چه اتفاقی می‌افتد؟
 )با دقت یک رقم اعشار( داده شدهr ضلعی‌های منتظم محاطی به شعاع nدر جدول زیر مساحت تعدادی از 

است. برای نزدیک‌تر شدن مساحت چند ضلعی‌های منتظم محاطی به مساحت دایره چه می‌توان کرد؟ آیا به
هر میزان که بخواهیم می‌توانیم مساحت چند ضلعی‌های منتظم را به مساحت دایره نزدیک کنیم؟

r ضلعی منتظم محاطی در دایره‌ای به شعاع n مساحت تقریبی

۱۲…۳۴۵۶۷تعداد اضلاع

۱.۳r²۲r²۲.۳۸r²۲.۶r²۲.۷r²…۳r²مساحت تقریبی

 مساحت مربع به مساحت دایره نزدیک‌تر است؛ زیرا مربع بخش بیشتری از دایره را می‌پوشاند وحدس:
فاصلهٔ ضلع‌هایش با دایره کمتر از مثلث است. با بیشتر شدن تعداد اضلاع، چندضلعی منتظم محاطی هرچه

بیشتر شبیه دایره می‌شود و مساحتش بزرگ‌تر می‌شود و به مساحت دایره نزدیک‌تر می‌گردد.

 می‌شوند و به1.3r² ، 2r² ، 2.4r² ، 2.6r² ، 2.7r² ، … ، 3r² با افزایش تعداد اضلاع، مساحت‌ها به‌ترتیب جدول:
 نزدیک می‌شوند. پس جای خالی جدول »مساحت دایره« است.�r² ≈ 3.14r²مساحت دایره، یعنی 

 برای نزدیک‌تر شدن مساحت چندضلعی به مساحت دایره باید تعداد اضلاع را بیشتر کنیم.پاسخ پرسش آخر:
بله؛ به هر میزان که بخواهیم )هر چقدر هم که کوچک باشد فاصلهٔ مطلوب( می‌توانیم با انتخاب تعداد اضلاع

به‌اندازهٔ کافی بزرگ، مساحت چندضلعی منتظم محاطی را به مساحت دایره نزدیک کنیم.

۲۱۱
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کار در کلاسصفحه ۲۶۶۱۲۱

 از چندضلعی‌های منتظم محیطی )چند ضلعی که همهٔ اضلاعrفرض کنید در فعالیت قبل برای دایره به شعاع 
آن بر یک دایره مماس باشند( استفاده کنیم. نتیجه مشابه آنچه را در فعالیت قبل به‌دست آمد، دربارهٔ این

چند ضلعی‌ها بیان کنید )محاسبه مساحت‌ها لازم نیست(.

 است )مثلث محیطی بزرگ‌تر از مربع محیطیبیشترمساحت چندضلعی منتظم محیطی از مساحت دایره 
است(. هرچه تعداد اضلاع چندضلعی منتظم محیطی بیشتر شود، مساحت آن کمتر می‌شود و به مساحت

دایره نزدیک‌تر می‌گردد.

یعنی مساحت چندضلعی‌های منتظم محیطی را نیز می‌توانیم به هر میزان که بخواهیم به مساحت دایره
نزدیک کنیم، به شرط آنکه تعداد اضلاع را به‌اندازهٔ کافی بزرگ اختیار کنیم؛ با این تفاوت که این مساحت‌ها از

بالا )از سمت بزرگ‌تر( به مساحت دایره نزدیک می‌شوند.
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فعالیتصفحه ۲۶۷۱۲۱

 وصل می‌کند. مساحتDC را به وسط AB وسط MN به ضلع ۴ واحد را در نظر می‌گیریم. پاره‌خط ABCDمربع 
 پاره‌خط‌هایی رسم می‌کنیم که مانند شکل، نقاط انتهایی آنهاMN چقدر است؟ به موازات AMNDمستطیل 

 است. مساحت مستطیل‌های جدید پدید آمده، در جدول داده شده است. جاهای خالی را پرCD و ABروی 
کنید )طول مستطیل‌ها برابر ۴ واحد است(.

 رسم می‌شوند،BC انجام می‌دهیم. پاره‌خط‌هایی که به موازات BCمشابه همین کار را با شروع از پاره‌خط 
همانند شکل زیر، مستطیل‌های جدیدی را می‌سازند. جدول را کامل کنید.

خلاصهٔ دو جدول قبل در جدول زیر ارائه شده است )جاهای خالی را پر کنید(.

 با عرض AMND۲ می‌شود. مساحت مستطیل f(x) = 4x است، پس مساحت xطول مستطیل‌ها ۴ و عرض آنها 
 است.8 = 2 × 4برابر 

جدول اول: عرض‌های کمتر از ۳

۲۲.۱۲.۵۲.۷۲.۸۲.۹۲.۹۹عرض مستطیل‌ها

۸۸.۴۱۰۱۰.۸۱۱.۲۱۱.۶۱۱.۹۶مساحت مستطیل رنگی

 نزدیک می‌شود.۱۲هرچه عرض مستطیل‌ها )با مقادیر کمتر از ۳( به ۳ نزدیک‌تر می‌شود، مساحت به عدد 

جدول دوم: عرض‌های بیشتر از ۳

۴۳.۹۳.۵۳.۲۳.۱۳.۰۱عرض مستطیل‌ها

۱۶۱۵.۶۱۴۱۲.۸۱۲.۴۱۲.۰۴مساحت مستطیل رنگی

 نزدیک می‌شود.۱۲هرچه عرض مستطیل‌ها )با مقادیر بیشتر از ۳( به ۳ نزدیک‌تر می‌شود، مساحت به عدد 

جدول خلاصه

x۲۲.۱۲.۵۲.۸۲.۹۲.۹۹� ۳ �۳.۰۱۳.۱۳.۲۳.۵۳.۹۴

f(x)۸۸.۴۱۰۱۱.۲۱۱.۶۱۱.۹۶� ۱۲ �۱۲.۰۴۱۲.۴۱۲.۸۱۴۱۵.۶۱۶

 به ۱۲ نزدیک می‌شود.f(x) از سمت چپ یا از سمت راست به ۳ نزدیک می‌شود، مقدار xیعنی وقتی 
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مثالصفحه ۲۶۸۱۲۳

 رسم شده است. جدول صفحهٔ بعد راx > 1 برای f(x) = −x + 5 و x < 1 برای f(x) = 2xنمودار تابع با ضابطهٔ 
 را محاسبه کنید.lim(x�1�) f(x) و lim(x�1�) f(x)کامل کنید و با استفاده از آن و به کمک نمودار 

جدول کامل‌شده )x از سمت راست و چپ به ۱ نزدیک می‌شود(

x۲۱.۸۱.۵۱.۲۱.۱۱.۰۱� ۱ �۰.۹۹۰.۹۰.۸۰.۵۰.۲۰

f(x)۳۳.۲۳.۵۳.۸۳.۹۳.۹۹۱.۹۸۱.۸۱.۶۱۰.۴۰

 داریمx < 1 به ۴ نزدیک می‌شود. برای f(x) از راست به ۱ نزدیک می‌شود، x؛ وقتی f(x) = −x + 5 داریم x > 1برای 
f(x) = 2x ؛ وقتیx ،از چپ به ۱ نزدیک می‌شود f(x):به ۲ نزدیک می‌شود 

lim(x�1�) f(x) = 2   and   lim(x�1�) f(x) = 4

 حد ندارد.x = 1حد چپ و حد راست هر دو موجود ولی نابرابرند؛ بنابراین تابع در 
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فعالیتصفحه ۲۶۹۱۲۵

 x = 4 ، h(x) = 2x − 1 (x برای g(x) = 5 و x ≠ 4 برای f(x) = 2x − 1 ، g(x) = 2x − 1نمودار توابع زیر رسم شده‌اند: 
. هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد؟ آیا این سه تابع با یکدیگر برابرند؟ دامنه و برد این سه تابع را معلوم(4 ≠

کنید.
می‌خواهیم رفتار این سه تابع را در نزدیکی نقطهٔ ۴ بررسی کنیم. ابتدا جدول را کامل کنید.

 به قدر کافیx را به اندازه‌ای که بخواهیم می‌توانیم به عدد … نزدیک کنیم؛ به شرط آنکه مقادیر h و f ، gمقادیر 
 به سمت ۴ میل می‌کند( برابر … است. بهx )بخوانید x�4به عدد … نزدیک شود. حد هر سه تابع وقتی که 

… = lim(x�4) f(x) = ، … lim(x�4) g(x) = ، … lim(x�4) h(x)عبارت دیگر: 

 مربوط به((7 ,4) )از چپ به راست در کتاب(: نمودار اول )آبی، خط با یک دایرهٔ توخالی در نقطهٔ تعلق نمودارها
h ؛ نمودار دوم )صورتی، خط کامل( مربوط به f و نقطهٔ جدا در(7 ,4) ؛ نمودار سوم )سبز، خط با دایرهٔ توخالی در 

 است.g مربوط به ((5 ,4)

 فرق دارد:x = 4این سه تابع با هم برابر نیستند؛ زیرا دامنهٔ آنها یا مقدارشان در 

f: و برد � دامنه �

g: مقدار ۷ هرگز گرفته نمی‌شود؛ مقدار {7} − � و برد � دامنه( g(4) = 5 هم برای x = 3)گرفته شده است 

h: {7} − � و برد {4} − � دامنه

جدول کامل‌شده

x۳۳.۵۳.۸۳.۹۳.۹۹� ۴ �۴.۰۱۴.۱۴.۲۴.۵۵

f(x)۵۶۶.۶۶.۸۶.۹۸� ۷ �۷.۰۲۷.۲۷.۴۸۹

g(x)۵۶۶.۶۶.۸۶.۹۸� ۷ �۷.۰۲۷.۲۷.۴۸۹

h(x)۵۶۶.۶۶.۸۶.۹۸� ۷ �۷.۰۲۷.۲۷.۴۸۹
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 به قدر کافیx نزدیک کنیم؛ به شرط آنکه مقادیر ۷ را به اندازه‌ای که بخواهیم می‌توانیم به عدد h و f ، gمقادیر 
 است:۷ برابر x�4 نزدیک شود. حد هر سه تابع وقتی ۴به عدد 

lim(x�4) f(x) = 7   ,   lim(x�4) g(x) = 7   ,   lim(x�4) h(x) = 7

 تعریف نشده است؛ با این حال حد هر سه تابع در ۴ برابر h(4)۷ است ولی f(4) = 7 و g(4) = 5توجه: مقدار 
است )حد به مقدار تابع در خود نقطه بستگی ندارد(.
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تمرینصفحه ۲۷۰۱۲۷

 که نمودار آن داده شده، کدام‌یک درست و کدام‌یک نادرست است؟fبرای تابع 
lim(x�1) f(x) = 2الف( 

f(1) = 2ب( 
f(2) = 1پ( 
lim(x�−2�) f(x) = 0ت( 
lim(x�−1) f(x) = 2ث( 
lim(x�0) f(x) = 1ج( 
 وجود ندارد.lim(x�2) f(x)چ( 
 وجود ندارد.lim(x�−1) f(x)ح( 

lim(x�1) f(x) = 0 به ۰ نزدیک می‌شود. پس f(x) از چپ یا راست به ۱ نزدیک می‌شود، x؛ وقتی نادرستالف( 
 فقط مقدار تابع است(.(2 ,1))نقطهٔ 

.f(1) = 2 روی نمودار است: (2 ,1)؛ نقطهٔ توپر درستب( 

 تعریف نشده است.f(2) است، یعنی (1 ,2) دایرهٔ توخالی x = 2؛ در نادرستپ( 

 شروع می‌شود و حد راست برابر ۰ است.(0 ,2−) نمودار از نقطهٔ 2−؛ از سمت راست درستت( 

 برابر ۱ و حد راست برابر ۲ است؛ نابرابرند و حد وجود ندارد.1−؛ حد چپ در نادرستث( 

.lim(x�0) f(x) = 1 می‌گذرد و (1 ,0)؛ نمودار از نقطهٔ درستج( 

؛ تابع فقط در سمت چپ ۲ تعریف شده است )حد چپ برابر ۱ است ولی حد راست وجود ندارد(،درستچ( 
پس حد وجود ندارد.

 وجود ندارد.1−؛ حد چپ ۱ و حد راست ۲ است، پس حد در درستح( 
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تمرینصفحه ۲۷۱۱۲۷

مثالی از یک تابع، همراه با نمودار آن ارائه کنید که حد تابع در نقطهٔ ۲ مساوی ۱− باشد.

.lim(x�2) (x − 3) = 2 − 3 = −1 را در نظر می‌گیریم: f(x) = x − 3تابع 

 وg(x) = (x−2)(x−3)/(x−2) = x − 3 داریم x ≠ 2 هم مثال دیگری است؛ برای g(x) = (x² − 5x + 6)/(x − 2)تابع 
 تعریف نشده است، ولی حد آن در ۲ برابر ۱− است.x = 2در 

تمرینصفحه ۲۷۲۱۲۷

.f(3) = 1 ارائه کنید که در نقطهٔ ۳ حد نداشته باشد. fتابعی مانند 

تابع زیر را در نظر می‌گیریم:
x < 3 اگر   f(x) = x − 1
x = 3 اگر       f(x) = 1
x > 3 اگر   f(x) = x + 1

 است. چون حد چپ و راست نابرابرند، تابع در ۳ حد4 = 1 + 3 و حد راست برابر 2 = 1 − 3حد چپ در ۳ برابر 
 است.f(3) = 1ندارد، و 
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تمرینصفحه ۲۷۳۱۲۷

lim(x�2.) f(x) = 4 ارائه کنید که در نقطهٔ ۲ تعریف نشده باشد. fتابعی مانند 

f(x) = (x² − 4)/(x − 2)   x = 2   x ≠ 2:

f(x) = (x−2)(x+2)/(x−2) = x + 2 پس ، lim(x�2) f(x) = lim(x�2) (x + 2) = 4.

تمرینصفحه ۲۷۴۱۲۷

lim(x�2�) f(x) موارد زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: الف( f(x) = √(x − 2)دربارهٔ تابع با ضابطهٔ 
lim(x�2�) f(x)ب( 
lim(x�2) f(x)پ( 
f(2)ت( 

lim(x�2�) √(x−2) = 0الف( 

.وجود ندارد تعریف نشده است، پس حد چپ x < 2ب( تابع برای 

.وجود نداردlim(x�2) f(x)پ( چون حد چپ وجود ندارد، 

f(2) = √0 = 0ت( 
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تمرینصفحه ۲۷۵۱۲۷

 در نقطهٔ صفر حد دارد؟ آیاf را در نظر می‌گیریم. آیا x < 0 برای f(x) = −x و x > 0 برای f(x) = xتابع با ضابطهٔ 
f(0)موجود است؟ 

 است.|f(x) = −x = |x مقدار x < 0 و برای f(x) = x مقدار x > 0برای 

lim(x�0�) x = 0 و lim(x�0�) (−x) = 0 است.0 و برابر حد وجود دارد؛ حد چپ و راست برابرند، پس 

.موجود نیستf(0) تعریف نشده است؛ پس x = 0اما ضابطهٔ تابع برای 

تمرینصفحه ۲۷۶۱۲۷

 x برای f(x) = 2x + 1 ، g(x) = 2x + 1 (x ≠ 2) ، h(x) = 2x + 1توابع زیر را در نظر بگیرید و به سؤالات پاسخ دهید: 
.x = 2 برای h(x) = 3 و 2 ≠

 را در صورت وجود به‌دست آورید.g(2) و f(2) ، h(2)الف( مقادیر 
 محاسبه کنید.x�2 را وقتی lim f(x) ، lim g(x) ، lim h(x)ب( حدهای 

 تعریف نشده است.g(2) ؛ h(2) = 3 ؛ f(2) = 2×2 + 1 = 5الف(

 نزدیک می‌شود:5 = 1 + 2×2 به x�2 است و وقتی 2x + 1 مقدار تابع x ≠ 2 در هر سه تابع برای ب(

lim(x�2) f(x) = lim(x�2) g(x) = lim(x�2) h(x) = 5

 است؛ یعنی حد تابع با مقدار تابع در آن نقطه لزوماً برابر نیست.h(2) = 3 ≠ 5توجه: 
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تمرینصفحه ۲۷۷۱۲۷

x < 2 برای x = 2 ، f(x) = x − 3 برای x > 2 ، f(x) = −2 برای f(x) = −x + 2 موجود است؟ x = 2آیا حد تابع زیر در 

lim(x�2�) (x − 3) = −1حد چپ: 

lim(x�2�) (−x + 2) = 0حد راست: 

 در این نتیجه تأثیریf(2) = −2 )مقدار وجود نداردx = 2چون حد چپ و حد راست برابر نیستند، حد تابع در 
ندارد(.

تمرینصفحه ۲۷۸۱۲۷

 را رسم کنید و حد تابع در صفر را ــx ≤ 0 برای f(x) = −2x − 2 و x > 0 برای f(x) = x² + 2نمودار تابع با ضابطهٔ 
در صورت وجود ــ بیابید.

lim(x�0�) (−2x − 2) = −2 ؛ حد چپ: lim(x�0�) (x² + 2) = 2حد راست: 

.(f(0) = −2)حد نداردحد چپ و راست نابرابرند، پس تابع در صفر 
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تمرینصفحه ۲۷۹۱۲۷

 موجود است؟lim(x�0) f(x) را رسم کنید. آیا f ، نمودار f(x) = |x| / xاگر 

 تابع تعریف نشده است.x = 0 −۱؛ در = f(x) = −x/x داریم x < 0 و برای f(x) = x/x = 1 داریم x > 0برای 

lim(x�0�) f(x) = 1 و lim(x�0�) f(x) = −1 وجود ندارد؛ چون برابر نیستند، حد در صفر.

کار در کلاسصفحه ۲۸۰۱۲۸

حدهای زیر را حساب کنید:

lim(x�7) x = 7

lim(x�7) 5 = 5

lim(x�0) x = 0

lim(x�5) 0 = 0

lim(x�4) (−2) = −2

lim(x�−7) x = −7
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کار در کلاسصفحه ۲۸۱۱۲۹

 را به کمک قانون بالا محاسبه کنید. جاهای خالی را پرlim(x�2) (f(x) + g(x)) آنگاه g(x) = 2x − 1 و f(x) = xاگر 
کنید و به کمک نمودارها قانون حد مجموع را نیز توضیح دهید.

lim(x�2) f(x) = lim(x�2) x = 2   and   lim(x�2) g(x) = lim(x�2) (2x − 1) = 3

lim(x�2) (f(x) + g(x)) = lim(x�2) f(x) + lim(x�2) g(x) = 2 + 3 = 5

 به x۲ می‌رسد. وقتی 5 = 1 − 2×3 به ارتفاع x = 2 ، در 3x − 1 = (x)(f+g) نمودار مجموع، یعنی توضیح با نمودار:
 ۵ نزدیک می‌شود.= ۳ + به ۳ نزدیک می‌شود؛ پس مقدار مجموع به g ۲ به ۲ و مقدار fنزدیک می‌شود، مقدار 

کار در کلاسصفحه ۲۸۲۱۳۰

 = lim (f(x))² ، به کمک قانون حد حاصل ضرب حد هریک از حدهای زیر را بیابید: lim(x�a) f(x) = lالف( اگر 
lim (f(x)·f(x)) = ؛ … lim (f(x))³ = …

 چگونه از قوانین ۲، ۴ و ۵ استفاده می‌کنید؟ توضیح دهید.lim(x�20) ((2/5)x − 3)ب( برای محاسبهٔ حد 

lim(x�a) (f(x))² = lim(x�a) (f(x)·f(x)) = lim(x�a) f(x) · lim(x�a) f(x) = l · l = l²الف(

lim(x�a) (f(x))³ = lim(x�a) ((f(x))²·f(x)) = l² · l = l³

. طبق قانون ۵ )ضریب ثابت از حد بیرون می‌آید(lim(x�20) x = 20 طبق قانون ۲ )حد تابع همانی( ب(
lim(x�20) (2/5)x = (2/5) · 20 = 8 )طبق قانون ۱ )حد تابع ثابت .lim(x�20) 3 = 3سپس با قانون ۴ )حد .

تفاضل(:

lim(x�20) ((2/5)x − 3) = 8 − 3 = 5
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فعالیتصفحه ۲۸۳۱۳۱

 ،f(x) = 3x² + 2x − 7 با ضابطهٔ ۱f( برای تابع 
 lim f(x) = lim (3x² + 2x − 7) = lim (3x²) + lim را به‌دست آورید: lim(x�1) f(x)الف( با تکمیل جاهای خالی 

(2x) − lim 7 = 3 lim x² + … + …
 را بررسی کنید.lim f(x) = f(1) را محاسبه کنید و درستی تساوی f(1)ب( 

 بررسیx�2 را وقتی lim g(x) = g(2) ، درستی تساوی g(x) = (1/8)x⁴ − x³ + 5x − 1/2پ( دربارهٔ تابع با ضابطهٔ 
کنید.

 2؛ یعنی جاهای خالی lim(x�1) x² + 2 lim(x�1) x − lim(x�1) 7 = 3×1² + 2×1 − 7 = 3 + 2 − 7 = −2 3 =الف(
lim(x�1) x و − lim(x�1) 7.هستند 

 و تساوی درست است.lim(x�1) f(x) = f(1) = −2 ؛ پس f(1) = 3×1 + 2×1 − 7 = −2ب(

 = g(2) = (1/8)·2⁴ − 2³ + 5·2 − 1/2 و lim(x�2) g(x) = (1/8)·16 − 8 + 10 − 1/2 = 2 − 8 + 10 − 0.5 = 3.5پ(
 درست است.lim(x�2) g(x) = g(2). پس 3.5

فعالیتصفحه ۲۸۴۱۳۱

 . جاهای خالی را کامل کنید:۲lim(x�3) (2x − 1)/(x² − 4x + 1)( الف( مطلوب است: 
lim (2x−1)/(x²−4x+1) = lim(2x−1) / lim(x²−4x+1) = … / …

 + lim(x�1) (x² − 1)/((3/5)x² − 2x ؛ lim(x�1) (x⁴ + 2x³ + 1)/(5x² + 2/3)ب( حدهای مقابل را حساب کنید: 
1)

 = lim(x�3) (2x−1)/(x²−4x+1) = lim(x�3)(2x−1) / lim(x�3)(x²−4x+1) = 5 / (9 − 12 + 1) = 5/(−2)الف(
−5/2

lim(x�1) (x⁴+2x³+1)/(5x²+2/3) = (1+2+1)/(5+2/3) = 4/(17/3) = 12/17ب(

lim(x�1) (x²−1)/((3/5)x²−2x+1) = (1−1)/(3/5 − 2 + 1) = 0/(−2/5) = 0

۲۲۴
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کار در کلاسصفحه ۲۸۵۱۳۲

مانند مثال قبل حدها را محاسبه کنید؛ سپس به کمک نمودارها نیز محاسبهٔ حد را توضیح دهید. الف(
lim(x�−2) (x² + 5x + 6)/(x + 2) = lim ( … )( … ) / ( … )

 صفرند. صورت را تجزیه می‌کنیم:x = −2صورت و مخرج هر دو در 

lim(x�−2) (x²+5x+6)/(x+2) = lim(x�−2) (x+2)(x+3)/(x+2) = lim(x�−2) (x + 3) = 1

 = y همان خط f برابر است؛ نمودار g(x) = x + 3 با f(x) = (x²+5x+6)/(x+2) تابع x ≠ −2 برای توضیح با نمودار:
x + 3 ٔاست. وقتی (1 ,2−) با یک »حفره« در نقطه x نزدیک می‌شود، ارتفاع نمودار هر دو تابع به ۱ نزدیک2− به 

 تعریف نشده است(.f(−2)می‌شود؛ پس حد برابر ۱ است )هرچند 

کار در کلاسصفحه ۲۸۶۱۳۳

 )مانند مثال قبل محاسبه کنید و با نمودار توضیح دهید(.lim(x�1) (x³ − 1)/(x − 1)ب( 

lim(x�1) (x³−1)/(x−1) = lim(x�1) (x−1)(x²+x+1)/(x−1) = lim(x�1) (x² + x + 1) = 3

 برابر است؛ نمودار آن همان سهمی با یک حفره درg(x) = x² + x + 1 این تابع با x ≠ 1 برای توضیح با نمودار:
 ارتفاع نمودار به ۳ نزدیک می‌شود.x�1 است و وقتی (3 ,1)نقطهٔ 

۲۲۵
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کار در کلاسصفحه ۲۸۷۱۳۳

 رسم شده‌اند.g(x) = √(2x − 6) (x ≠ 5) و ۱f(x) = √(2x − 6)( نمودارهای توابع با ضابطه‌های 
الف( هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد؟

 موجودند؟lim(x�5) g(x) و lim f(x)ب( آیا 
 ؛lim(x�3�) √(2x−6) ؛ lim(x�3) √(2x−6)پ( کدام‌یک از حدهای زیر موجودند؟ آنها را محاسبه کنید: 

lim(x�3�) √(2x−6)

((2 ,5) و نمودار سمت راست )با دایرهٔ توخالی در f نمودار سمت چپ )بدون دایرهٔ توخالی( مربوط به الف(
 است.gمربوط به 

.(lim(x�5)(2x−6) = 4 > 0 )چون lim(x�5) f(x) = lim(x�5) g(x) = √(2×5 − 6) = √4 = 2 بله؛ ب(

lim(x�3�) √(2x−6) است. حد چپ موجودlim(x�3�) √(2x−6) = √0 = 0 است. حد راست: x ≥ 3 دامنه پ(

.وجود ندارد نیز lim(x�3) √(2x−6) تعریف نشده است(. در نتیجه x < 3 )تابع برای وجود ندارد

کار در کلاسصفحه ۲۸۸۱۳۴

h(x) = 1 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را بررسی کنید: الف( ۲h(x) = |x| / x( دربارهٔ تابع 
D_h = � − {0}ب( 
lim(x�0�) h(x) = 1پ( 
h(0) = 0ت( 
 وجود ندارد.lim(x�0) h(x)ث( 

 است.1− برابر x < 0 است و برای x > 0 فقط برای h(x) = 1؛ نادرستالف( 

 تعریف نشده است.x = 0؛ تابع فقط در درستب( 

. h(x) = 1 داریم x > 0؛ برای درستپ( 

 تعریف نشده است.h(0)؛ نادرستت( 

 برابر نیستند.(1) و حد راست (1−)؛ حد چپ درستث( 

۲۲۶

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

کار در کلاسصفحه ۲۸۹۱۳۴

 lim(x�2�) [x] حدهای زیر را در صورت وجود بیابید: الف(  ۳f(x) = [x]( با استفاده از نمودار تابع 
 lim(x�2�) [x]ب( 
 lim(x�2) [x]پ( 
 lim(x�1) [x]ت( 
 lim(x�1.5) [x]ث( 
 lim(x�−√2) [x]ج( 

lim(x�2�) [x] = 2الف( 

lim(x�2�) [x] = 1ب( 

.وجود ندارد lim(x�2) [x]پ( حد چپ )۱( و حد راست )۲( برابر نیستند؛ 

.وجود ندارد lim(x�1) [x]ت( به همین دلیل )حد چپ ۰ و حد راست ۱( 

lim(x�1.5) [x] = 1ث( در نزدیکی ۱٫۵ تابع ثابت و برابر ۱ است؛ 

lim(x�−√2) [x] = −2؛ پس 2− = [x] و در نزدیکی آن 1.41− ≈ 2√−ج( 

۲۲۷
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فعالیتصفحه ۲۹۰۱۳۴

lim(x��/2) sin x حدهای زیر را بیابید: الف( g(x) = cos x و f(x) = sin xبا استفاده از نمودار 
lim(x�−�) sin xب( 
lim(x��/3�) sin xپ( 
lim(x���) sin xت( 
lim(x�0) cos xث( 
lim(x��/4�) cos xج( 
lim(x�−�/2) cos xچ( 
lim(x��/3�) cos xح( 

lim(x��/2) sin x = sin(�/2) = 1الف( 

lim(x�−�) sin x = sin(−�) = 0ب( 

lim(x��/3�) sin x = sin(�/3) = √3/2پ( 

lim(x���) sin x = sin � = 0ت( 

lim(x�0) cos x = cos 0 = 1ث( 

lim(x��/4�) cos x = cos(�/4) = √2/2ج( 

lim(x�−�/2) cos x = cos(−�/2) = 0چ( 

lim(x��/3�) cos x = cos(�/3) = 1/2ح( 

 پیوسته‌اند.� روی cos و sinدر همهٔ موارد حد با مقدار تابع در آن نقطه برابر است؛ زیرا 

۲۲۸
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تمرینصفحه ۲۹۱۱۳۵

 حدهای زیر را )در صورت وجود( به دست آورید.g و ۱f( با استفاده از قوانین حد و نمودارهای 
lim(x�3) f(x)الف( 

lim(x�−1) f(x)ب( 
lim(x�3) g(x)پ( 
lim(x�3) (f(x)+g(x))ت( 
lim(x�−1) (f(x)+g(x))ث( 
lim(x�2) (2f(x)+5g(x))ج( 
lim(x�0) (f(x))⁴چ( 
lim(x�0) (g(x))²ح( 
lim(x�2) f(x)/g(x)خ( 
lim(x�5) (f(x)·g(x))د( 

 حد چپ ۲ و حد راست 1۱− در f اثری ندارد(. f(3) = 6) در ۳ از هر دو طرف به ۲ نزدیک می‌شود fاز نمودارها: 
 برابر f۵. در ۵ حد lim f = −1. در ۲ داریم lim(x�0) f(x) = 1/3 است و y = 1 − (2/3)(x+1) در ۰ روی خط fدارد. 

 حد چپ و راست ۱− است؛ در ۰ حد چپ ۱ و حد راست 1۰− در ۳ حد چپ و راست ۵ است؛ در :gاست. نمودار 
است؛ در ۲ حد چپ ۳٫۵ و حد راست ۱− است؛ در ۵ حد برابر ۵ است.

lim(x�3) f(x) = 2الف( 

.وجود نداردlim(x�−1) f(x)ب( حد چپ ۲ و حد راست ۱ است؛ 

lim(x�3) g(x) = 5پ( 

lim(x�3) (f+g)(x) = 2 + 5 = 7ت( هر دو حد موجودند: 

.وجود ندارد است؛ پس حد 0 = (1−) + 1 و حد راست 1 = (1−) + 2 حد ندارد؛ حد چپ مجموع 1− در fث( 

 و حد راست15.5 = (3.5)5 + (1−)2 در ۲ حد ندارد )حد چپ ۳٫۵ و حد راست ۱−(؛ حد چپ عبارت gج( 
.وجود ندارد است؛ پس حد 7− = (1−)5 + (1−)2

lim(x�0) (f(x))⁴ = (1/3)⁴ = 1/81چ( 
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.حد وجود ندارد برابر ۱ و حد راست آن ۰ است؛ حد چپ مربع ۱ و حد راست ۰ است؛ gح( حد چپ 

.حد وجود ندارد است؛ 1 = 1−/1− و حد راست 2/7− = 1/3.5−خ( حد چپ 

lim(x�5) f(x)·g(x) = 5 × 5 = 25د( 

تمرینصفحه ۲۹۲۱۳۶

حداقل سه پرسش مانند موارد صفحهٔ بعد مطرح کنید و به آنها پاسخ دهید. دربارهٔ مسائل مطرح‌شده در
کلاس گفت‌وگو کنید.

نمونه‌ای از سه پرسش و پاسخ آنها:

lim(x�−1) (x³ + 2x − 5) :8− = 5 − 2 − 1− را بیابید. پاسخ.

lim(x�4) (x² − 16)/(x − 4) :را بیابید. پاسخ lim (x−4)(x+4)/(x−4) = lim (x+4) = 8.

lim(x�2�) [x]  و lim(x�2�) [x]  :؛ چون برابر نیستند، 2 و 1 را بیابید. پاسخlim(x�2) [x] .وجود ندارد 

تمرینصفحه ۲۹۳۱۳۶

دو تابع متفاوت مثال بزنید که در یک نقطه دارای حدهای برابر باشند.

 است( ولی{2} − � برابر g و دامنهٔ � برابر f متفاوت‌اند )دامنهٔ g(x) = (x² − 4)/(x − 2) و f(x) = x + 2تابع‌های 
lim(x�2) f(x) = lim(x�2) g(x) = 4.

 نیز در ۲ حد برابر ۴ دارند.k(x) = 4 برای x = 2 ، x² برای x ≠ 2 و h(x) = x²مثال دیگر: 

۲۳۰
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تمرینصفحه ۲۹۴۱۳۶

حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.
lim(x�7) (−3)الف( 

lim(x�0) (−2x−7)ب( 
lim(x�−1) (3x²−4x+5)پ( 
lim(x�3) (x²−3x)/(x²−9)ت( 
lim(x�0) x/(2x²−x)ث( 
lim(x�−2) (x³+8)/(x+2)ج( 
 lim(x�−2) [x]چ( 
lim(x�0�) √xح( 
lim(x�2) √(x+7)خ( 
lim(x�0�) √xد( 
lim(x�2) √(x+5)ذ( 
lim(x�1) √(x−2)ر( 
lim(x�3�) (x−2)/([x]+1)ز( 
lim(x�−�/3) cos xژ( 

lim(x��/4) (sin x + cos x)س( 
 lim(x�−2�) x/[x]ش( 
lim(x��/2) (1−sin²x)/(1−sin x)ص( 
lim(x�0) (x + [x])ض( 

3−الف( 

7− = 7 − (0)2−ب( 

12 = 5 + 4 + 3 = 5 + (1−)4 − (1)3پ( 

lim x(x−3)/((x−3)(x+3)) = lim x/(x+3) = 3/6 = 1/2ت( 

lim x/(x(2x−1)) = lim 1/(2x−1) = 1/(−1) = −1ث( 

lim (x+2)(x²−2x+4)/(x+2) = lim (x²−2x+4) = 4 + 4 + 4 = 12ج( 

.حد وجود ندارد −۲؛ = [x] داریم 2− کمی بیشتر از x و برای 3− = [x] داریم 2− کمی کمتر از xچ( برای 

0ح( 

3 = 9√ = (7+2)√خ( 

.حد وجود ندارد تعریف نشده است؛ x < 0د( تابع برای 

7√ = (5+2)√ذ( 
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.حد وجود ندارد و تابع تعریف نشده است؛ x − 2 < 0ر( در نزدیکی ۱ داریم 

1/4 = (1+3)/(2−3) ۳؛ = [x] کمی بزرگ‌تر از ۳ داریم xز( برای 

cos(−�/3) = cos(�/3) = 1/2ژ( 

sin(�/4) + cos(�/4) = √2/2 + √2/2 = √2س( 

1 = (2−)/(2−) −۲؛ = [x] داریم 2− کمی بزرگ‌تر از xش( برای 

lim (1−sin x)(1+sin x)/(1−sin x) = lim (1 + sin x) = 1 + 1 = 2ص( 

.حد وجود ندارد؛ نابرابرند و 0 = 0 + 0 ؛ حد راست: 1− = (1−) + 0ض( حد چپ: 

تمرینصفحه ۲۹۵۱۳۶

lim (f(x) ، حدهای زیر را در صورت وجود بیابید. الف( lim(x�2) h(x) = −1 و lim g(x) = 0 و ۴lim f(x) = 3( اگر 
+h(x))

�lim (h(x))ب( 
lim f(x)/g(x)پ( 
lim g(x)/f(x)ت( 
lim 3f(x)/(g(x)−5h(x))ث( 
lim 1/h(x)ج( 

2 = (1−) + 3الف( 

1− = �(1−)ب( 

پ( مخرج به ۰ و صورت به ۳ )غیرصفر( میل می‌کند؛ قانون تقسیم کاربرد ندارد و عبارت بی‌کران می‌شود،
.وجود نداردپس حد )به‌عنوان عدد حقیقی( 

0 = 0/3ت( 

9/5 = ((1−)×5 − 0) / 3×3ث( 

1− = (1−)/1ج( 

۲۳۲
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تمرینصفحه ۲۹۶۱۳۶

 موجود است؟ )چرا؟(lim(x�3) f(x) را رسم کنید. آیا g(x) = 1 و ۵f(x) = |x − 3|/(x − 3)( نمودار دو تابع 
lim(x�3) g(x)چطور؟ در چه نقاطی حد دو تابع با هم برابرند؟ 

x > 3 و y = −1 روی x < 3) دو نیم‌خط افقی f −۱؛ پس نمودار = f(x) داریم x < 3 و برای f(x) = 1 داریم x > 3برای 
 است.y = 1 خط افقی g است؛ نمودار x = 3 با دایرهٔ توخالی در (y = 1روی 

lim(x�3�) f(x) = −1 و lim(x�3�) f(x) = 1 ،؛ چون حد چپ و راست برابر نیستندlim(x�3) f(x)وجود ندارد.
 موجود است.lim(x�3) g(x) = 1اما 

 و1− برابر f حد a < 3 ؛ در نقاط (a نزدیک f = g = 1 داریم a > 3 برابر ۱ است )برای a > 3حد دو تابع در هر نقطهٔ 
 برابر است.x > 3 وجود ندارد. پس حد دو تابع در نقاط f حد a = 3 برابر ۱ است )برابر نیستند( و در gحد 

تمرینصفحه ۲۹۷۱۳۶

 چه می‌توان گفت؟۶f + g( در هر یک از حالت‌های زیر دربارهٔ حد تابع 
 حد نداشته باشند.a هیچ‌کدام در نقطه‌ای مانند g و fالف( اگر توابع 

 حد نداشته باشد.a در g حد داشته باشد ولی تابع a در fب( اگر تابع 

 و f(x) = [x] حد داشته باشد یا نداشته باشد. مثال: f + g نمی‌توان نتیجه‌ای قطعی گرفت؛ ممکن است الف(
g(x) = −[x]  در a = 1 حد ندارند ولی f + g = 0 حد دارد. اما f(x) = [x]  و g(x) = [x]  در a = 1 حد ندارند و f + g = 

2[x] .هم حد ندارد 

 به‌عنوان تفاضل دو تابع دارای حد، حد داشت کهg = (f + g) − f حد داشت، آنگاه f + g. اگر ندارد حد f + gب(
با فرض در تناقض است.
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تمرینصفحه ۲۹۸۱۳۶

 lim(x�m�) [x] یک عدد صحیح باشد، حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: الف( ۷m( اگر 
 lim(x�m�) [x]ب( 
 در چه نقاطی حد دارد؟ f(x) = [x] . به طور کلی تابع  lim(x�m) [x]پ( 

lim(x�m�) [x] = mالف( 

lim(x�m�) [x] = m − 1ب( 

.وجود ندارد lim(x�m) [x]پ( حد چپ و راست نابرابرند؛ 

 حد دارد و برابرa در هر عدد صحیح حد ندارد، و در هر عدد حقیقی غیرصحیح مانند  f(x) = [x] تابع به طور کلی:
[a] .است 
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فعالیتصفحه ۲۹۹۱۳۷

نمودارهای نُه تابع در شکل‌های زیر رسم شده‌اند.
الف( کدام‌یک از نمودارهای فوق را می‌توان بدون آنکه قلم را از روی کاغذ برداشت، رسم کرد؟

ب( مثال دیگری مشابه توابع بالا ارائه کنید. ردیف‌های اول و دوم نمونه‌ای از توابع پیوسته هستند.

 وf(x) = |x| ، 2x + 3 ، x² ، 2� ، sin x نمودارهای ردیف اول و دوم را می‌توان بدون برداشتن قلم رسم کرد: الف(
log x :روی دامنهٔ خودش(. نمودارهای ردیف سوم را نمی‌توان بدون برداشتن قلم کشید( (x²−4)/(x−2)حفره( 

.(x = 0 )گسست در x/1 )پرش در هر عدد صحیح( و  x = 2) ، [x]در 

 ،(x−3)/(x²−9)؛ توابع ناپیوسته مانند 2x + 1− و �x³ ، cos x ، √x ، 3 مثال‌های مشابه: توابع پیوسته مانند ب(
x − [x]  1 و/(x−1).
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فعالیتصفحه ۳۰۰۱۳۸

 در شرایط مختلف نمایش داده شده است. شما همcدر نمودارهای صفحه ناپیوسته بودن یک تابع در نقطهٔ 
مثال‌های دیگری ارائه کنید.

x = c نمونه‌هایی از ناپیوستگی در

مثالحالت

 در f(x) = [x] c = ۱حد چپ و راست موجود ولی نابرابر )پرش(

 در f(x) = 1/xc = ۰حد وجود ندارد )تابع بی‌کران می‌شود(

 در f(c)f(x) = (x²−1)/(x−1)c = ۱ موجود نیست ولی حد موجود است

 در f(x) = xc = ۲ برای x ≠ 2 و f(2) = 5حد و f(c) هر دو موجودند ولی برابر نیستند

 در f(c)f(x) = |x|/xc = ۰ موجود نیست و حد وجود ندارد

کار در کلاسصفحه ۳۰۱۱۳۹

f(x) = (x−3)² ناپیوسته‌اند؟ الف( x = 1کدام‌یک از توابع با ضابطه‌های داده شده در 
g(x) = |x−1|/(x−1)ب( 
x < 1 برای x > 1 ، h(1) = 2 ، h(x) = −x + 2 برای h(x) = xپ( 

 است.پیوسته؛ lim(x�1) f(x) = 4 = f(1) چندجمله‌ای است و fالف(

 است.ناپیوسته برابر نیست(؛ 1 با حد راست 1− تعریف نشده است )و حد چپ g(1)ب(

 است.ناپیوسته؛ h(1) = 2 ≠ 1 ولی lim(x�1) h(x) = 1، پس lim(x�1�) (−x+2) = 1 و lim(x�1�) x = 1پ(

 ناپیوسته‌اند.x = 1 در h و gپس توابع 
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فعالیتصفحه ۳۰۲۱۳۹

�x�2 و lim(x�2�) f(x) با نمودار زیر را در نظر بگیرید. الف( کدام‌یک از حدهای f(x) = √(x − 2)تابع 
 پیوسته است؟x = 2 در f موجود است؟ پ( آیا تابع lim(x�2) f(x)موجودند؟ ب( آیا 

 موجود نیست )تابع در سمت چپ ۲ تعریف نشدهlim(x�2�) f(x) موجود است، ولی lim(x�2�) f(x) = 0الف(
است(.

 خیر، چون حد چپ وجود ندارد.ب(

.lim(x�2�) f(x) = 0 = f(2) در ۲ پیوسته نیست )حد وجود ندارد(. فقط پیوسته از راست است، زیرا f خیر؛ پ(

کار در کلاسصفحه ۳۰۳۱۴۰

 و نمودار آن را در نظر بگیرید. الف( کدام‌یک ازx ≤ 2 برای g(x) = x + 1 و x > 2 برای g(x) = 3xتابع با ضابطهٔ 
x = 2 در g موجود است؟ پ( آیا تابع lim(x�2) g(x) موجودند؟ ب( آیا �x�2 و lim(x�2�) g(x)حدهای 

پیوسته است؟

.lim(x�2�) g(x) = 3×2 = 6 و lim(x�2�) g(x) = 2 + 1 = 3 هر دو موجودند: الف(

 خیر؛ حد چپ و راست نابرابرند.ب(

 = g(2) = 3 از چپ پیوسته است، زیرا g) در ۲ پیوسته نیست. g خیر؛ چون حد در ۲ وجود ندارد، پ(
lim(x�2�) g(x).)
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کار در کلاسصفحه ۳۰۴۱۴۰

 پیوسته است هرگاه(a,b] روی بازهٔ f را به طور مشابه تعریف کنید. تابع  [a,b) و (a,b]پیوستگی روی بازه‌های 
 پیوسته است هرگاه … [a,b) روی بازهٔ f… ؛ تابع 

 پیوستگی راستa پیوسته باشد و در نقطهٔ (a, b) روی بازهٔ باز f پیوسته است هرگاه  (a, b] روی بازهٔ fتابع 
.lim(x�a�) f(x) = f(a)داشته باشد، یعنی 

 پیوستگی چپb پیوسته باشد و در نقطهٔ (a, b) روی بازهٔ باز f پیوسته است هرگاه  [a, b) روی بازهٔ fتابع 
.lim(x�b�) f(x) = f(b)داشته باشد، یعنی 

کار در کلاسصفحه ۳۰۵۱۴۱

 پیوسته باشد.(∞+ ,2−] پیوسته باشد. ب( روی بازهٔ (∞ ,∞−)سه تابع متفاوت مثال بزنید که: الف( روی بازهٔ 
 پیوسته باشد. [0 ,∞−)پ( روی بازهٔ 

.f(x) = x² + 1 ، g(x) = sin x ، h(x) = 2x − 5 ، مثلاً cos x و sin x هر چندجمله‌ای یا الف(

.h(x) = x√(x+2) و g(x) = √(x+2) + 3 و پیوسته روی آن(، (∞+ ,2−] )دامنه f(x) = √(x + 2) توابعی مانند ب(

.h(x) = 2√(−x) و g(x) = √(−x) − 1 و پیوسته روی آن(،  [0 ,∞−) )دامنه f(x) = √(−x) توابعی مانند پ(
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کار در کلاسصفحه ۳۰۶۱۴۱

 = x < 2 ، f(x) ≥ 1− برای x < −1 ، f(x) = x² − 1 برای f(x) = 2x + 4 با ضابطهٔ مقابل را در نظر می‌گیریم: ۱f( تابع 
−x + 5 2 برای < x < 5.

 ,2) و  [1 ,1−] را به‌دست آورید. پ( پیوستگی تابع را روی بازه‌های f را کامل کنید. ب( دامنه و برد fالف( نمودار 
 بررسی کنید. [0 ,2−] و (5

 y ۰(، سهمی ,1−) ۲(، نقطهٔ توپر ,1−) تا دایرهٔ توخالی y = 2x + 4 نمودار کامل‌شده در شکل زیر است: خط الف(
= x² − 1 ۳(، و پاره‌خط ,2) تا دایرهٔ توخالی (0 ,1−) از y = −x + 5 (0 ,5) تا دایرهٔ توخالی (3 ,2) از دایرهٔ توخالی.

 است؛(3 ,0) و بخش سوم (3 ,1−] ، بخش دوم (2 ,∞−). برد: بخش اول D_f = (−∞, 2) � (2, 5) دامنه: ب(
.R_f = (−∞, 3)پس 

 lim(x�−1�) فقط پیوستگی راست لازم است و x = −1 چندجمله‌ای است؛ در x² − 1 ضابطه : [1 ,1−] روی پ(
(x²−1) = 0 = f(−1) ؛ پسf ضابطه :(5 ,2) است. روی پیوسته [1 ,1−] روی −x + 5است و چندجمله‌ای است؛ 

 ناپیوسته است، پس1− در f؛ lim(x�−1�) f(x) = 2 ≠ f(−1) = 0 داریم x = −1 در : [0 ,2−] است. روی پیوسته
.پیوسته نیست [0 ,2−]روی 
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کار در کلاسصفحه ۳۰۷۱۴۱

 پیوسته [1− ,∞−) روی بازهٔ f کدام‌یک از گزاره‌های زیر درست و کدام‌یک نادرست است؟ الف( ۲f( دربارهٔ تابع 
 . ث(lim(x�5) f(x) = 0 پیوسته است. ت(  [5 ,2] روی بازهٔ f پیوسته است. پ( (1− ,∞−) روی بازهٔ fاست. ب( 

lim(x�5�) f(x) = 0 )ج . f ٔپیوسته است.(0 ,2−) روی بازه 

 پیوستگی چپ ندارد.1− در f ؛ f(−1) = 0 حد چپ ۲ است ولی x = −1؛ در نادرستالف( 

 چندجمله‌ای است.2x + 4؛ روی این بازه ضابطه درستب( 

 در ۲ و ۵ تعریف نشده است.f؛ نادرستپ( 

؛ تابع در سمت راست ۵ تعریف نشده است، پس حد دوطرفه وجود ندارد.نادرستت( 

.lim(x�5�) (−x + 5) = 0؛ درستث( 

 ناپیوسته است.1− در f است و 1− شامل (0 ,2−)؛ بازهٔ نادرستج( 

کار در کلاسصفحه ۳۰۸۱۴۲

 : الف( دو بازهٔ بسته مثال بزنید که تابع در یکی از آنها پیوسته و در دیگری ناپیوسته باشد.۳f( با توجه به تابع 
 پیوسته نباشد. [a,b] پیوسته باشد؛ اما روی (a,b) ای را مثال بزنید که تابع روی b و aب( 

 پیوستگی راست دارد( ولی روی1− روی آن پیوسته است و در x² − 1 پیوسته است )چون  [1 ,1−] روی fالف(
 ناپیوسته است(.x = −1 پیوسته نیست )در  [0 ,2−]

 تعریف نشده است، پس رویf(2) ولی (x² − 1 پیوسته است )ضابطهٔ (2 ,1−) روی b = 2: f و a = −1 مثلاً ب(
 پیوستگیb = −1 پیوسته است ولی در (1− ,3−) روی f ؛ b = −1 و a = −3 پیوسته نیست. )مثال دیگر:  [2 ,1−]

چپ ندارد.(
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تمرینصفحه ۳۰۹۱۴۲

 ≠ f(x) = 2x + 1 ، g(x) = 2x + 1 (x با ضابطه‌های داده شده، به سؤالات پاسخ دهید: h و g و ۱f( با توجه به توابع 
2) ، h(x) = 2 + x برای x ≠ 2 و h(2) = 3.

.f(2) ، g(2) ، h(2)الف( مقادیر زیر را در صورت وجود به دست آورید: 
. lim f(x) ، lim g(x) ، lim(x�2) h(x)ب( حدود زیر را در صورت وجود به‌دست آورید: 

 پیوسته است؟x = 2پ( کدام تابع در 

.h(2) = 3 تعریف نشده است ؛ g(2) ؛ f(2) = 5الف(

.lim(x�2) h(x) = 2 + 2 = 4 ؛ lim(x�2) g(x) = 5 ؛ lim(x�2) f(x) = 5ب(

 ناپیوسته است زیراh در ۲ تعریف نشده است و g .(lim f = f(2) = 5) پیوسته است f تنها پ(
lim h = 4 ≠ h(2) = 3.

تمرینصفحه ۳۱۰۱۴۲

 در چه نقاطیf را رسم کنید. x > 2 برای x < 2 ، f(2) = −2 ، f(x) = −x + 2 برای ۲f(x) = x − 3( نمودار تابع 
پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟

0 و حد راست 1− حد چپ x = 2 ضابطهٔ تابع چندجمله‌ای است و تابع پیوسته است. در x ≠ 2در هر نقطهٔ 
 است.ناپیوستهx = 2 در fاست؛ حد وجود ندارد، پس 

 ناپیوسته است.x = 2 پیوسته و در {2} − �تابع در همهٔ نقاط 
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تمرینصفحه ۳۱۱۱۴۲

 را در نظر می‌گیریم. پیوستگیg(x) = (x² − 9)/(x − 3) ، و f(3) = 6 و x ≠ 3 برای ۳f(x) = (x² − 9)/(x − 3)( توابع 
 بررسی کنید.x = 3این توابع را در 

.lim(x�3) f(x) = lim(x�3) g(x) = 6 ؛ پس x ≠ 3:(x²−9)/(x−3) = x + 3برای 

f:f(3) = 6 = lim(x�3) f(x) ؛ f ۳ است.پیوسته در 

g:g(3) تعریف نشده است؛ g ۳ است.ناپیوسته در 

تمرینصفحه ۳۱۲۱۴۲

 ، تابع در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟ ۴f(x) = [x]( با توجه به نمودار تابع 

 است )پرشناپیوسته است؛ حد وجود ندارد و تابع m و حد راست m − 1 حد چپ mدر هر عدد صحیح مانند 
به اندازهٔ ۱(.

 است.پیوسته؛ تابع  lim(x�a) [x] = [a] ثابت است و a تابع در همسایگی aدر هر عدد حقیقی غیرصحیح 

 � پیوسته و در نقاط � ناپیوسته است )در اعداد صحیح فقط پیوستگی راست دارد(.− � روی fیعنی 

تمرینصفحه ۳۱۳۱۴۲

 بررسی کنید. پیوستگیx = 0 را در نقطهٔ x > 0 برای f(x) = x² + 2 و x ≤ 0 برای ۵f(x) = −2x + 2( پیوستگی تابع 
تابع در نقاط دیگر چگونه است؟

f(0) = −2(0) + 2 = 2 ؛ lim(x�0�) (−2x + 2) = 2 ؛ lim(x�0�) (x² + 2) = 2.

 است.پیوستهx = 0 در f برابرند؛ پس f(0)حد چپ و راست با هم و با 

 پیوسته است.� در همهٔ نقاط f چندجمله‌ای است؛ بنابراین x² + 2 ضابطه x > 0 و در 2x + 2− ضابطه x < 0در 
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تمرینصفحه ۳۱۴۱۴۲

 مساوی ۱− باشد؛ ولی تابع در ۱ پیوسته نباشد. نمودار این تابع را۶x = 1( تابعی مثال بزنید که حد آن در نقطهٔ 
رسم کنید.

 در f۱؛ پس f(1) = 2 ≠ −1 ولی lim(x�1) f(x) = −1 را در نظر می‌گیریم: f(x) = −1 برای x ≠ 1 ، f(1) = 2تابع 
پیوسته نیست.

تمرینصفحه ۳۱۵۱۴۲

 پیوسته است؟۷x = 1( کدام‌یک از توابع زیر در 

f: شروع می‌شود؛ (1 ,1) از چپ ثابت ۱ و از راست منحنی‌ای که از lim f = f(1) = 1 است.پیوسته؛ 

g: ناپیوسته ۲((؛ حد وجود ندارد؛ ,1) حد چپ ۱ ولی حد راست ۲ است )دایرهٔ توخالی در.

h:lim(x�1) h(x) = 1 ولی h(1) = 3 ناپیوسته؛.

k: ناپیوسته تابع بلافاصله بعد از ۱ تا ۲ تعریف نشده است، پس حد راست وجود ندارد؛.

 پیوسته است.x = 1 در fپس فقط تابع 
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تمرینصفحه ۳۱۶۱۴۲

۸( در مواقعی تجویز دارو برای کودکان بر اساس جرم کودک انجام می‌گیرد. روش‌های مختلفی برای برآورد
کردن جرم یک کودک )برحسب کیلوگرم( در شرایط اضطراری )که جرم نمی‌تواند اندازه‌گیری شود( وجود دارد.

 است که در آنt ≤ 10 ≥ 1 برای f(t) = 2t + 10 و t < 1 ≥ 0 برای f(t) = 6t + 4یکی از این روش‌ها استفاده از تابع 
t:سن کودک برحسب سال است. به‌طور مثال جرم یک کودک ۶ ماهه به کمک این تابع چنین محاسبه می‌شود 

.f(1/2) = 6×(1/2) + 4 = 7 ۱/۲ سال ، = ۶/۱۲ �۶ ماه 
 پیوسته است؟ [10 ,0] در بازهٔ f را بیابید. ب( آیا f(5) و f(2)الف( 

 )کیلوگرم(.f(5) = 2×5 + 10 = 20 و f(2) = 2×2 + 10 = 14الف(

 = lim(t�1�) (6t + 4) داریم t = 1 هر ضابطه چندجمله‌ای است و درون بازه‌های خودش پیوسته است. در ب(
 ,0] روی f ناپیوسته است؛ پس t = 1 در f. چون حد چپ با مقدار تابع برابر نیست، f(1) = 2×1 + 10 = 12 ولی 10

.پیوسته نیست [10
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ریاضی ۲ یازدهم - فصل هفتم
آمار و احتمال

فهرست

۲۴۶صفحه ۱۴۴ · پرسش — احتمال شرطی )قرعه‌کشی(۳۱۷

صفحه ۱۴۵ · کار در کلاس — احتمال شرطی )مسابقه۳۱۸ٔ
۲۴۶اتومبیل‌رانی(

۲۴۷صفحه ۱۵۱ · تمرین ۱ — استقلال سه پیشامد در پرتاب تاس۳۱۹

۲۴۷صفحه ۱۵۱ · تمرین ۲ — پرتاب سه‌بارهٔ سکه۳۲۰

۲۴۸صفحه ۱۵۱ · تمرین ۳ — متمم پیشامدهای مستقل۳۲۱

۲۴۸صفحه ۱۵۲ · تمرین ۴ — تیم کوهنوردی و تیم ملی۳۲۲

۲۴۹صفحه ۱۵۲ · تمرین ۵ — قبولی در درس ریاضی۳۲۳

۲۴۹صفحه ۱۵۲ · تمرین ۶ — احتمال شرطی در پرتاب دو تاس۳۲۴

۲۵۰صفحه ۱۵۲ · تمرین ۷ — واکنش مواد شیمیایی۳۲۵

۲۵۰صفحه ۱۵۳ · فعالیت — محاسبهٔ میانگین جرم دوستان۳۲۶

۲۵۱صفحه ۱۵۴ · پرسش — ویژگی‌های میانگین۳۲۷

۲۵۱صفحه ۱۵۴ · کار در کلاس — میانگین جرم و دمای هوا۳۲۸

۲۵۲صفحه ۱۵۵ · مثال — میانگین یا میانه؟ )نمره‌های سمیرا(۳۲۹

۲۵۲صفحه ۱۵۵ · کار در کلاس — میانه و میانگین ضربان قلب۳۳۰

۲۵۳صفحه ۱۵۶ · فعالیت — میانه و میانگین نمرهٔ دو کلاس۳۳۱

صفحه ۱۵۷ · کار در کلاس — دامنهٔ تغییرات )کتاب‌های۳۳۲
۲۵۳غیردرسی(

۲۵۴صفحه ۱۵۷ · فعالیت — اختلاف داده‌ها از میانگین۳۳۳

صفحه ۱۵۸ · فعالیت — مجذور اختلاف از میانگین و۳۳۴
۲۵۵واریانس

صفحه ۱۵۹ · کار در کلاس — واریانس تعداد کتاب‌های۳۳۵
۲۵۶مطالعه‌شده

۲۵۷صفحه ۱۵۹ · پرسش — ویژگی‌های واریانس۳۳۶

۲۵۷صفحه ۱۵۹ · کار در کلاس — واریانس جرم و دمای هوا۳۳۷

۲۵۸صفحه ۱۶۰ · پرسش — انتخاب شاخص پراکندگی۳۳۸

صفحه ۱۶۰ · کار در کلاس — ضریب تغییرات دمای۳۳۹
۲۵۸مشهد و کیش

صفحه ۱۶۲ · کار در کلاس — چارک‌های زمان استفاده از۳۴۰
۲۵۹اینترنت

۲۶۰صفحه ۱۶۲ · خواندنی — دهک و صدک۳۴۱

صفحه ۱۶۲ · تمرین ۱ — درستی یا نادرستی جمله‌ها۳۴۲
۲۶۱)ویژگی‌های میانگین و پراکندگی(

۲۶۱صفحه ۱۶۲ · تمرین ۲ — مقایسهٔ دو نوع لاستیک۳۴۳

۲۶۲صفحه ۱۶۲ · تمرین ۳ — پول توجیبی مینا و مریم۳۴۴

۲۶۳صفحه ۱۶۳ · تمرین ۴ — نرخ تورم سال‌های ۸۴ تا ۳۴۵۹۴

صفحه ۱۶۳ · تمرین ۵ — ارتفاع شهرهای مرکزی و۳۴۶
۲۶۴کهگیلویه و بویراحمد
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پرسشصفحه ۳۱۷۱۴۴

فرض کنیم در یک قرعه‌کشی اعداد ۱ تا ۲۰ به بیست نفر اختصاص داده شده‌اند و قرار است یک شماره به
تصادف انتخاب و به عنوان برنده اعلام شود. اگر شمارهٔ ۸ به‌دست شما افتاده باشد، با چه احتمالی شما برنده

خواهید شد؟
اگر بدانید که یک شمارهٔ یک رقمی انتخاب خواهد شد، با چه احتمالی برنده خواهید شد؟

. فقط یکی از ۲۰ حالت به نفع شماست، پسn(S) = 20 است و S = {1, 2, …, 20} فضای نمونه‌ای بخش اول:

P(A) = 1/20 = 0.05

. باn(B) = 9 و B = {1, 2, …, 9} پیشامد B را »یک رقمی بودن شمارهٔ انتخاب‌شده« می‌گیریم؛ بخش دوم:
دانستن اینکه B رخ داده است، فقط ۹ حالت ممکن )هم‌شانس( باقی می‌ماند و شمارهٔ ۸ یکی از آنهاست:

P(A|B) = n(A�B) / n(B) = 1/9 ≈ 0.11

یعنی احتمال برنده‌شدن شما از ۱/۲۰ به ۱/۹ افزایش می‌یابد؛ چون اطلاع از رخ‌دادن B احتمال را تغییر داده
است.

کار در کلاسصفحه ۳۱۸۱۴۵

در یک مسابقهٔ اتومبیل‌رانی احتمال اینکه یک اتومبیل دچار نقص فنی نشود و به خط پایان نیز برسد، برابر ۰/۷
است و احتمال اینکه یک اتومبیل دچار نقص فنی نشود، برابر ۰/۸ است. اگر بدانیم یک اتومبیل دچار نقص

فنی نشده است، با چه احتمالی به خط پایان رسیده است؟

A:پیشامد دچار نقص فنی نشدن اتومبیل 
B:پیشامد رسیدن به خط پایان 

طبق مسئله:

P(A) = 0.8   and   P(A�B) = 0.7

P(B|A) = P(A�B) / P(A) = 0.7 / 0.8 = 7/8 = 0.875

پس اگر بدانیم اتومبیل دچار نقص فنی نشده است، با احتمال ۷/۸ )یعنی ۸۷/۵ درصد( به خط پایان می‌رسد.

۲۴۶
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تمرین ۱صفحه ۳۱۹۱۵۱

 ظاهر شدن عددی با مضرب ۳ وB ظاهر شدن عدد زوج، پیشامد Aدر پرتاب یک تاس فرض کنید پیشامد 
 ظاهر شدن عددی بزرگ‌تر از ۲ باشد. مستقل یا غیرمستقل بودن هر دو پیشامد را بررسی کنید.Cپیشامد 

 است. پیشامدها:S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}فضای نمونه‌ای 

A = {2, 4, 6}   ,   B = {3, 6}   ,   C = {3, 4, 5, 6}

P(A) = 3/6 = 1/2   ,   P(B) = 2/6 = 1/3   ,   P(C) = 4/6 = 2/3

.P(X�Y) = P(X)·P(Y)دو پیشامد مستقل‌اند اگر و فقط اگر 

A و B:A�B = {6} پس P(A�B) = 1/6 و P(A)·P(B) = 1/2 × 1/3 = 1/6 هستند.مستقل. برابرند، پس 

A و C:A�C = {4, 6} پس P(A�C) = 2/6 = 1/3 و P(A)·P(C) = 1/2 × 2/3 = 1/3 مستقل. برابرند، پس
هستند.

B و C:B�C = {3, 6} پس P(B�C) = 2/6 = 1/3 اما P(B)·P(C) = 1/3 × 2/3 = 2/9برابر نیستند، پس .
 هستند.وابسته )غیرمستقل(

تمرین ۲صفحه ۳۲۰۱۵۱

یک سکه را سه بار پرتاب می‌کنیم. احتمال رو آمدن سکه در پرتاب سوم را به‌دست آورید، به شرطی که در دو
پرتاب اول و دوم پشت ظاهر شده باشد.

 پشت آمدن در دو پرتاب اول و دوم. فضای نمونه‌ای B:۸ رو آمدن سکه در پرتاب سوم؛ پیشامد :Aپیشامد 
.(n(S) = 8حالت هم‌شانس دارد )

. همچنین P(B) = 2/8 = 1/4A�Bپیشامد B دو حالت دارد: »پشت، پشت، رو« و »پشت، پشت، پشت«؛ پس 
.P(A�B) = 1/8فقط حالت »پشت، پشت، رو« است و 

P(A|B) = P(A�B) / P(B) = (1/8) / (1/4) = 1/2

این نتیجه انتظار می‌رفت؛ زیرا پرتاب‌های سکه از هم مستقل‌اند و نتیجهٔ دو پرتاب اول بر پرتاب سوم اثری
ندارد.

۲۴۷
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تمرین ۳صفحه ۳۲۱۱۵۱

 دو پیشامد ناتهی و مستقل از یکدیگرند.B و Aفرض کنید 
 مستقل‌اند.B و 'Aالف( نشان دهید 

 نیز مستقل‌اند.'B و 'Aب( با توجه به )الف( نشان دهید 

 را به دو بخش ناسازگار »همراه با A« و »بدون B»A. پیشامد P(A�B) = P(A)·P(B) مستقل‌اند، B و A چون الف(
 و این دو بخش مشترکی ندارند، پسB = (A�B) � (A'�B)تقسیم می‌کنیم: 

P(A'�B) = P(B) − P(A�B) = P(B) − P(A)·P(B) = P(B)·(1 − P(A)) = P(A')·P(B)

 مستقل‌اند.B و 'Aیعنی 

 )به جای A و B('A و B مستقل‌اند. حال همان استدلال )الف( را برای دو پیشامد مستقل B و 'A طبق )الف(، ب(
( مستقل است:'A( با دیگری )'Bتکرار می‌کنیم؛ نتیجه می‌شود متمم یکی از آنها )یعنی 

P(B'�A') = P(A') − P(B�A') = P(A') − P(B)·P(A') = P(A')·(1 − P(B)) = P(A')·P(B')

 نیز مستقل‌اند.'B و 'Aپس 

تمرین ۴صفحه ۳۲۲۱۵۲

احمد به احتمال ۰/۷ در تیم کوهنوردی مدرسه‌شان و به احتمال ۰/۸ در تیم ملی فوتبال نوجوانان انتخاب
می‌شود. احتمال‌های زیر را محاسبه کنید.
الف( در هر دو تیم مورد نظر انتخاب شود.
ب( در هیچ‌کدام از دو تیم انتخاب نشود.
پ( فقط در تیم ملی فوتبال انتخاب شود.

ت( فقط در یکی از تیم‌ها انتخاب شود.
ث( حداقل در یکی از تیم‌ها انتخاب شود.

 انتخاب در تیم:B انتخاب در تیم کوهنوردی، :Aفرض می‌کنیم انتخاب شدن در دو تیم از هم مستقل است. 
.(P(B') = 0.2 و P(A') = 0.3 )پس P(B) = 0.8 و P(A) = 0.7ملی فوتبال؛ 

P(A�B) = P(A)·P(B) = 0.7 × 0.8 = 0.56

P(A'�B') = P(A')·P(B') = 0.3 × 0.2 = 0.06)متمم‌ها نیز مستقل‌اند( 

P(A'�B) = P(A')·P(B) = 0.3 × 0.8 = 0.24

P(A�B') + P(A'�B) = 0.7 × 0.2 + 0.3 × 0.8 = 0.14 + 0.24 = 0.38

P(A�B) = P(A) + P(B) − P(A�B) = 0.7 + 0.8 − 0.56 = 0.94 یا( 1 − P(A'�B') = 1 − 0.06 = 0.94)

۲۴۸
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تمرین ۵صفحه ۳۲۳۱۵۲

احتمال اینکه رؤیا در درس ریاضی قبول شود، دو برابر احتمال آن است که دوستش در این درس قبول شود.
اگر احتمال اینکه حداقل یکی از آنها در درس ریاضی قبول شوند، برابر ۰/۶۲۵ باشد، رؤیا با چه احتمالی در این

درس قبول خواهد شد؟

 می‌گیریم؛ پس احتمال قبولی رؤیاxفرض می‌کنیم قبولی دو نفر مستقل است. احتمال قبولی دوست رؤیا را 
2x.است 

»حداقل یکی قبول شود« متمم »هیچ‌کدام قبول نشوند« است:

1 − (1 − 2x)(1 − x) = 0.625

(1 − 2x)(1 − x) = 0.375  �  1 − 3x + 2x² = 0.375  �  2x² − 3x + 0.625 = 0

x = 1.25  4 = 5 − 9 = �  یا  �  x = (3 ± 2)/4 � x = 0.25

 است.2x = 0.5 و احتمال قبولی رؤیا برابر x = 0.25چون احتمال نمی‌تواند از ۱ بیشتر باشد، 

 رؤیا با احتمال ۰/۵ )۵۰ درصد( در درس ریاضی قبول می‌شود. )راستی‌آزمایی: ۱ − ۰/۵ × ۰/۷۵ = ۰/۶۲۵(پاسخ:

تمرین ۶صفحه ۳۲۴۱۵۲

دو تاس با هم برتاب شده‌اند. احتمال آنکه هر دو عدد رو شده زوج باشند، به شرط اینکه بدانیم مجموع اعداد
رو شده برابر ۸ است را به دست آورید.

B: مجموع دو عدد برابر ۸ باشد؛ A:.هر دو عدد زوج باشند 

B = {(2,6), (3,5), (4,4), (5,3), (6,2)}   n(B) = 5

� A�B = {(2,6), (4,4), (6,2)}از این پنج حالت، حالت‌های )۲,۶(، )۴,۴( و )۶,۲( هر دو عدد زوج دارند: 

n(A�B) = 3

P(A|B) = n(A�B) / n(B) = 3/5 = 0.6
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تمرین ۷صفحه ۳۲۵۱۵۲

، ۱/۵ وA هستند. احتمال واکنش نشان دادن مادهٔ B و Aترکیبی از ۴ مادهٔ شیمیایی داریم که دو تا از آنها مواد 
 واکنش نشان دهد، احتمال واکنش نشان دادنA، ۱/۷ است. اگر مادهٔ Bاحتمال واکنش نشان دادن مادهٔ 

 واکنش نشان خواهد داد؟B یا A، ۱/۴ خواهد شد. با چه احتمالی حداقل یکی از مواد Bمادهٔ 

P(A) = 1/5 ،P(B) = 1/7 ،P(B|A) = 1/4داده‌ها: 

P(A�B) = P(B|A)·P(A) = 1/4 × 1/5 = 1/20از رابطهٔ احتمال شرطی: 

P(A�B) = P(A) + P(B) − P(A�B) = 1/5 + 1/7 − 1/20 = (28 + 20 − 7)/140 = 41/140 ≈ 0.293

 احتمال واکنش نشان دادن حداقل یکی از دو ماده برابر ۴۱/۱۴۰ )حدود ۲۹/۳ درصد( است.پاسخ:

فعالیتصفحه ۳۲۶۱۵۳

محمد، جرم ۵ نفر از دوستان خود را پرسید و آنها را در جدول زیر یادداشت کرد. سپس میانگین جرم دوستان
خود را حساب کرد :

نحوهٔ محاسبهٔ میانگین
۱ــ محمد ابتدا مجموع جرم دوستان خود را محاسبه کرد :

۲ــ سپس عدد حاصل را بر عدد ۵ )تعداد دوستان( تقسیم کرد :
میانگین جرم دوستان محمد برابر است با ........ .

علیاحمدسامنیمارضادوست

۵۵۶۱۵۷۵۵۶۲جرم )کیلوگرم(

 کیلوگرم290 = 62 + 55 + 57 + 61 + ۱55ــ مجموع جرم‌ها: 

58 = 5 ÷ ۲290ــ تقسیم بر تعداد دوستان: 

میانگین جرم دوستان محمد برابر است با ۵۸ کیلوگرم.

۲۵۰
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پرسشصفحه ۳۲۷۱۵۴

اگر هر یک از داده‌های آماری با مقدار ثابتی جمع شود، میانگین آنها نیز با همان مقدار ثابت جمع خواهد شد.
چرا؟

اگر هر یک از داده‌های آماری در مقدار ثابتی ضرب شود، میانگین آنها نیز در همان مقدار ثابت ضرب خواهد
شد. چرا؟

 باشد.X� = (x� + x� + … + x�)/N و میانگین آنها �x�, x�, …, xفرض کنیم داده‌ها 

 میانگین داده‌های جدید برابر است با:cجمع با مقدار ثابت 

((x�+c) + … + (x�+c)) / N = (x� + … + x� + N·c) / N = X� + c

 به میانگین افزودهc، فقط N به جمع داده‌ها اضافه می‌شود و پس از تقسیم بر c بار مقدار Nیعنی در مجموع 
می‌شود.

:cضرب در مقدار ثابت 

(c·x� + … + c·x�) / N = c·(x� + … + x�) / N = c·X�

 برابر میانگین قبلی خواهد بود.c از مجموع فاکتور گرفته می‌شود و میانگین جدید cزیرا 

کار در کلاسصفحه ۳۲۸۱۵۴

۱ در فعالیت قبل، میانگین جرم دوستان محمد چند گرم است؟
۲ هوای اهواز در هر ساعت از یک روز بهاری گزارش شد. اگر میانگین دمای هوا ۲۸ درجهٔ سانتی‌گراد باشد،

(F = (9/5)C + 32میانگین دمای هوا چند درجهٔ فارنهایت است؟ )راهنمایی: 

58000 = 1000 × 58 میانگین جرم دوستان محمد ۵۸ کیلوگرم است؛ چون هر کیلوگرم ۱۰۰۰ گرم است: ۱(
 است.۵۸ ۰۰۰ گرمیعنی میانگین جرم آنها 

(؛ طبق32 و جمع با ثابت 9/5 دمای فارنهایت تابعی خطی از دمای سانتی‌گراد است )ضرب در ثابت ۲(
ویژگی‌های میانگین، میانگین نیز همین تبدیل را می‌پذیرد:

F� = (9/5)·C� + 32 = (9/5) × 28 + 32 = 50.4 + 32 = 82.4

 است.۸۲/۴ درجهٔ فارنهایتپس میانگین دمای هوا 
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مثالصفحه ۳۲۹۱۵۵

اعداد زیر نمره‌های درس ریاضی سمیرا در طول یک سال است.
ــ میانگین و میانهٔ نمره‌های او را حساب کنید.

19  17  18  18  20  5
پ( به نظر شما کدام معیار توانایی دانش‌آموز را در این درس بهتر ارزیابی می‌کند؟ چرا؟

 است )محاسبهٔ آنها در متن مثال آمده است(.Q� = 18 و میانه 16.17 ≈میانگین نمره‌ها 

 معیار بهتری است. نمرهٔ ۵ در مقایسه با بقیهٔ نمره‌ها )که همه بین ۱۷ تا ۲۰ هستند( یک دادهٔ دورافتادهمیانه
است و میانگین را از ۱۸ به حدود ۱۶/۱۷ پایین کشیده است؛ در حالی که میانه )۱۸( تحت تأثیر این داده قرار

نگرفته و توانایی واقعی سمیرا را بهتر نشان می‌دهد.

کار در کلاسصفحه ۳۳۰۱۵۵

داده‌های زیر مربوط به تعداد ضربان قلب ۱۲ دانش‌آموز پایهٔ یازدهم، قبل از یک مسابقهٔ دو است.
100  91  82  75  105  98  98  101  89  92  97  86

ــ میانهٔ داده‌ها را مشخص کنید.
ــ میانگین داده‌ها را مشخص کنید.

 ابتدا داده‌ها را از کوچک به بزرگ مرتب می‌کنیم:میانه:

75  82  86  89  91  92  97  98  98  100  101  105

تعداد داده‌ها ۱۲ )زوج( است؛ پس میانه میانگین دو دادهٔ وسط )ششم و هفتم( است:

Q� = (92 + 97)/2 = 94.5

X� = (75+82+86+89+91+92+97+98+98+100+101+105)/12 = 1114/12 ≈ 92.83میانگین:

۲۵۲
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فعالیتصفحه ۳۳۱۱۵۶

، به تفکیک گزارش شده است :B و Aنمرهٔ ریاضی دانش‌آموزان دو کلاس 
الف( میانهٔ نمرهٔ این دو کلاس را محاسبه کنید.

ب( میانگین نمرهٔ این دو کلاس را محاسبه کنید.
پ( به نظر شما یک معلم ریاضی ترجیح می‌دهد در کدام کلاس تدریس کند؟ چرا؟

نمرهٔ ریاضی کلاس A )سطر اول( و کلاس B )سطر دوم(

A۸۹۱۰۱۱۱۲

B۰۵۱۰۱۵۲۰

 داده‌ها از قبل مرتب‌اند و تعداد هر کدام ۵ )فرد( است؛ میانه همان دادهٔ وسط )سوم( است: کلاس A:الف(
.B: ۱۰ ۱۰ ؛ کلاس

10 = 50/5 = 5/(20+15+10+5+0) ؛ کلاس B: 10 = 50/5 = 5/(12+11+10+9+8) کلاس A: ب(

 میانه و میانگین هر دو کلاس برابر ۱۰ است، اما نمره‌های کلاس A به هم نزدیک‌اند )۸ تا ۱۲( و نمره‌هایپ(
کلاس B بسیار پراکنده‌اند )۰ تا ۲۰(. معلم ترجیح می‌دهد در کلاس A تدریس کند؛ زیرا دانش‌آموزان آن از نظر
سطح درسی همگن‌ترند و می‌توان روش تدریس را متناسب با همهٔ آنها انتخاب کرد، ولی در کلاس B هم

دانش‌آموزان بسیار ضعیف و هم بسیار قوی وجود دارند.

کار در کلاسصفحه ۳۳۲۱۵۷

معلم از ۷ نفر از دانش‌آموزان خواست تا تعداد کتاب‌های غیردرسی را که در طول تابستان گذشته مطالعه
کرده‌اند، گزارش کنند.

1  4  14  12  9  8  15الف( دامنهٔ تغییرات آنها را محاسبه کنید. 
ب( دو دانش‌آموز دیگر به جمع آنها اضافه شدند و آنها نیز تعدادکتاب‌های غیردرسی را که در طول تابستان

گذشته مطالعه کرده بودند، به ترتیب ۵ و ۱۱ اعلام کردند. مجدداً دامنهٔ تغییرات این ۹ داده را محاسبه کنید.
پ( از مقایسهٔ پاسخ الف و ب چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

R = 15 − 1 = 14 بزرگ‌ترین داده ۱۵ و کوچک‌ترین ۱ است: الف(

R = 15 − 1 = 14 با افزودن ۵ و ۱۱ بزرگ‌ترین داده هنوز ۱۵ و کوچک‌ترین هنوز ۱ است: ب(

 با وجود افزایش تعداد داده‌ها، دامنهٔ تغییرات تغییری نکرد. دامنهٔ تغییرات فقط به بزرگ‌ترین وپ(
کوچک‌ترین داده بستگی دارد و به مقدار و تعداد داده‌های میانی وابسته نیست؛ پس این معیار نمی‌تواند

پراکندگی کل داده‌ها را به‌خوبی نشان دهد.
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فعالیتصفحه ۳۳۳۱۵۷

 به کمک جدول‌های زیرB و Aالف( در ادامهٔ فعالیت قبل اختلاف از میانگین را برای نمره‌های ریاضی کلاس 
محاسبه کنید.

ب( مجموع اختلاف داده‌ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه کنید.

.(X� = � = 10میانگین هر دو کلاس ۱۰ است )

 جدول کلاس A:الف(

A کلاس

x�(x� − X�)

۸8 − 10 = −2

۹9 − 10 = −1

۱۰10 − 10 = 0

۱۱11 − 10 = 1

۱۲12 − 10 = 2

:B جدول کلاس

B کلاس

y�(y� − �)

۰0 − 10 = −10

۵5 − 10 = −5

۱۰10 − 10 = 0

۱۵15 − 10 = 5

۲۰20 − 10 = 10

0 = 10 + 5 + 0 + (5−) + (10−) ؛ کلاس B: 0 = 2 + 1 + 0 + (1−) + (2−) کلاس A: ب(

در هر دو کلاس مجموع اختلاف داده‌ها از میانگین صفر شد )و این همیشه برقرار است(.
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فعالیتصفحه ۳۳۴۱۵۸

 به کمک جداول زیر محاسبه کنید.B و Aالف( مجذور اختلاف از میانگین را برای نمره‌های ریاضی کلاس 
ب( مجموع مجذور اختلاف داده‌ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه کنید.

پ( میانگین مجذور اختلاف داده‌ها از میانگین را برای هر کلاس محاسبه و مقایسه کنید.

 جدول کلاس A:الف(

A کلاس

x�(x� − X�)(x� − X�)²

۸−2۴

۹−1۱

۱۰۰۰

۱۱۱۱

۱۲۲۴

:B جدول کلاس

B کلاس

y�(y� − �)(y� − �)²

۰−10۱۰۰

۵−5۲۵

۱۰۰۰

۱۵۵۲۵

۲۰۱۰۱۰۰

 مجموع مجذور اختلاف داده‌ها از میانگین:ب(

 :A 10 = 4 + 1 + 0 + 1 + 4 = ²(10−12) + … + ²(10−8)کلاس

 :B 250 = 100 + 25 + 0 + 25 + 100 = ²(10−20) + … + ²(10−0)کلاس

 میانگین مجذور اختلاف داده‌ها از میانگین )همان واریانس(:پ(

 :A 2 = 10/5کلاس :B 50 = 250/5 ؛ کلاس

مقایسه: این مقدار برای کلاس B (۵۰) بسیار بزرگ‌تر از کلاس A (۲) است؛ یعنی داده‌های کلاس B پراکندگی
بیشتری حول میانگین دارند.
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نکته: در جدول صفحهٔ بعد کتاب برای واریانس این دو کلاس اعداد ۲/۵ و ۶۲/۵ آمده است که با تقسیم بر
N−1 = 4( �² به‌دست می‌آید؛ اما مطابق رابطهٔ کتاب = �(x� − X�)² / N۵۰ و تقسیم بر ۵، پاسخ درست ۲ و )

است.

کار در کلاسصفحه ۳۳۵۱۵۹

واریانس تعداد کتاب‌های غیردرسی مطالعه شده در »کار در کلاس« قبل، توسط ۷ و ۹ دانش‌آموز را محاسبه
کنید.

 و داده‌های جدول کتاب:² / N(�x� − X)� = �²طبق رابطهٔ 

 ≈؛ مجموع مجذور اختلاف‌ها X� = 62/7 ≈ 8.857(: مجموع داده‌ها ۶۲ و 1 ,4 ,14 ,12 ,8 ,8 ,15) ۷ دانش‌آموز
 و160.86

�² = 160.86 / 7 ≈ 22.98

؛ مجموع مجذورX� = 78/9 ≈ 8.667(: مجموع داده‌ها ۷۸ و 11 ,5 ,1 ,4 ,14 ,12 ,8 ,8 ,15) ۹ دانش‌آموز
 و180 =اختلاف‌ها 

�² = 180 / 9 = 20

واریانسدامنهٔ تغییرات

۱۴۲۲.۹۸ ≈

۱۴۲۰

دامنهٔ تغییرات در هر دو حالت ۱۴ است، اما واریانس با تغییر تعداد و مقدار داده‌ها تغییر می‌کند. )اگر در کار
در کلاس صفحهٔ ۱۵۷ سومین داده را ۹ بگیریم، واریانس ۷ داده برابر ≈ ۲۲/۸۶ می‌شود.(
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پرسشصفحه ۳۳۶۱۵۹

اگر هر یک از داده‌های آماری با مقدار ثابتی جمع شود، واریانس آنها تغییر نخواهد کرد. چرا؟
اگر هر یک از داده‌های آماری در مقدار ثابتی ضرب شود، واریانس آنها در مجذور همان مقدار ثابت ضرب

خواهد شد. چرا؟

(؛ پس اختلاف هر داده از میانگین تغییرX� + c واحد زیاد می‌شود )c میانگین نیز :cجمع با مقدار ثابت 
نمی‌کند:

(x� + c) − (X� + c) = x� − X�

چون همهٔ اختلاف‌ها )و مجذورهای آنها( همان‌اند، واریانس ثابت می‌ماند. )جابه‌جا کردن همهٔ داده‌ها به
 پراکندگی را عوض نمی‌کند.(cاندازهٔ 

 است؛ پس�c·X میانگین جدید :cضرب در مقدار ثابت 

c·x� − c·X� = c·(x� − X�)   (c·x� − c·X�)² = c²·(x� − X�)²

 )مجذور مقدار ثابت( ضربc² ضرب می‌شود و در نتیجه واریانس نیز در c²یعنی هر مجذور اختلاف در 
می‌شود.

کار در کلاسصفحه ۳۳۷۱۵۹

۱ در اولین فعالیت، واریانس جرم دوستان محمد چند گرم به توان دو است؟
۲ هوای اهواز در هر ساعت از یک روز بهاری گزارش شد. اگر واریانس دمای هوا ۶ درجهٔ سانتی‌گراد به توان دو

(F = (9/5)C + 32باشد، واریانس دمای هوا چند درجهٔ فارنهایت به توان دو است؟ )راهنمایی: 

 پس4 ,3− ,1− ,3 ,3− میانگین ۵۸ است و اختلاف‌ها از میانگین: ۱(

�² = (9 + 9 + 1 + 9 + 16)/5 = 44/5 = 8.8

یعنی واریانس جرم دوستان محمد ۸/۸ کیلوگرم به توان دو است. چون هر کیلوگرم ۱۰۰۰ گرم است، واریانس
 )۸ ۸۰۰ ۰۰۰( گرم به توان دو.000 800 8 = 1000² × 8.8برحسب گرم به توان دو برابر است با 

 ضرب می‌کند:²(9/5) واریانس را در 9/5 افزودن عدد ثابت ۳۲ واریانس را عوض نمی‌کند و ضرب در ۲(

�²(F) = (9/5)² × 6 = (81/25) × 6 = 19.44

پس واریانس دمای هوا ۱۹/۴۴ درجهٔ فارنهایت به توان دو است.
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پرسشصفحه ۳۳۸۱۶۰

برای گزارش پراکندگی کدام شاخص را ترجیح می‌دهید؟ چرا؟
مجدداً این سؤال را مطرح می‌کنیم که در این فعالیت، به نظر شما یک معلم ریاضی ترجیح می‌دهد در کدام

کلاس تدریس کند؟ چرا؟

 انحراف معیار. دامنهٔ تغییرات فقط به دو داده )بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین( بستگی دارد؛شاخص ترجیحی:
واریانس هرچند از همهٔ داده‌ها استفاده می‌کند، واحدش توان دوم واحد داده‌هاست )مثلاً سانتی‌متر مربع(،
ولی انحراف معیار هم از همهٔ داده‌ها استفاده می‌کند و هم واحد آن با واحد داده‌ها یکی است و بهتر

پراکندگی حول میانگین را نشان می‌دهد.

 = � ترجیح می‌دهد در کلاس A تدریس کند؛ زیرا انحراف معیار نمره‌های آن )≈ ۱/۴ طبق رابطهٔ معلم ریاضی:
( است؛ یعنی نمره‌ها به هم نزدیک‌اند و کلاس همگن‌تر50√ = �( بسیار کمتر از کلاس ۷/۱ ≈) B طبق 2√

است.

کار در کلاسصفحه ۳۳۹۱۶۰

دمای هوای یک هفتهٔ اسفند مشهد وکیش، به ترتیب به فارنهایت و سانتی‌گراد گزارش شده است. دمای هوای
این هفته در کدام شهر از ثبات بیشتری برخوردار است )ضریب تغییرات کمتری دارد(؟

شنبهیکشنبهدوشنبهسه‌شنبهچهارشنبهپنجشنبهجمعه

۳۷۳۷۳۹۴۱۴۹۵۳۵۰مشهد )فارنهایت(

۲۱۲۲۲۲۲۳۲۴۲۶۲۷کیش )سانتی‌گراد(

چون واحدهای دو جامعه متفاوت است )فارنهایت و سانتی‌گراد(، برای مقایسهٔ پراکندگی از ضریب تغییرات
cv = � / X�.استفاده می‌کنیم 

. مجموع مجذور اختلاف‌هاX� = 306/7 ≈ 43.71 داده‌ها ۵۰، ۵۳، ۴۹، ۴۱، ۳۹، ۳۷، ۳۷؛ مجموع ۳۰۶ و مشهد:
.6.25 ≈ � پس 39.06 ≈ �² و 273.43 ≈

cv = 6.25 / 43.71 ≈ 0.143)٪۱۴/۳ حدود( 

 ≈. مجموع مجذور اختلاف‌ها X� = 165/7 ≈ 23.57 داده‌ها ۲۷، ۲۶، ۲۴، ۲۳، ۲۲، ۲۲، ۲۱؛ مجموع ۱۶۵ و کیش:
.2.06 ≈ � پس 4.24 ≈ �² و 29.71

cv = 2.06 / 23.57 ≈ 0.087)٪۸/۷ حدود( 

 ضریب تغییرات کیش )≈ ۸/۷٪( کمتر از مشهد )≈ ۱۴/۳٪( است؛ پس دمای هوای کیش در این هفتهنتیجه:
ثبات بیشتری دارد.
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کار در کلاسصفحه ۳۴۰۱۶۲

معلم یک کلاس می‌خواهد متوسط مدت زمان استفادهٔ دانش‌آموز از اینترنت را برآورد کند. وی از ۳۵
دانش‌آموز کلاس خود پرسید، در یک شبانه‌روز چند دقیقه از اینترنت استفاده می‌کنند؟ در زیر پاسخ آنها

گزارش شده است.
چارک اول، میانه و چارک سوم مدت زمان استفاده از اینترنت دانش‌آموزان این کلاس را مشخص کنید.

۱۲۰۳۰۸۰۴۵۱۸۰۱۵۲۰۰۶۰۹۰۴۵

۲۰۳۰۶۰۱۱۵۱۲۰۲۰۶۰۹۰۹۰۷۵

۲۵۲۰۰۷۵۹۰۱۰۰۶۰۶۰۶۰۴۵۴۵

۱۲۰۱۰۰۱۸۰۳۰۱۵

ابتدا ۳۵ داده را از کوچک به بزرگ مرتب می‌کنیم:

15 15 20 20 25 30 30 30 45 45 45 45 60 60 60 60 60 60 75 75 80 90 90 90 90 100 100 115 120 120 
120 180 180 200 200

.Q� = 60تعداد داده‌ها ۳۵ )فرد( است؛ پس میانه، دادهٔ هجدهم است: 

Q� = 45 میانهٔ ۱۷ دادهٔ پیش از میانه )نهمین داده(: چارک اول:

Q� = 100 میانهٔ ۱۷ دادهٔ پس از میانه )نهمین داده از آن بخش، یعنی دادهٔ بیست‌وششم(: چارک سوم:

 چارک اول ۴۵ دقیقه، میانه ۶۰ دقیقه و چارک سوم ۱۰۰ دقیقه است.پاسخ:
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خواندنیصفحه ۳۴۱۱۶۲

به نقل از روزنامهٔ همشهری ۹۲/۱۱/۹، شناسایی سه دهک پایین درآمدی باید در دستور کار دولت قرار گیرد. با
توجه به این جمله چه افرادی باید شناسایی شوند؟

اگر دولت بخواهد یارانهٔ افرادی را که درآمد آنها بیشتر از دهک هشتم است، حذف کند و به یارانهٔ افرادی که
درآمد آنها از دهک سوم کمتر است، ۵۰ درصد اضافه کند، آیا برای دولت مقرون به صرفه است؟

کودکانی که زیر صدک سوم قد رشد می‌کنند، فارغ از اندازهٔ قد باید ارزیابی شوند. ــ منظور از صدک سوم قد
چیست؟

ــ بر اساس جملهٔ فوق چه کودکانی باید مورد ارزیابی قرار گیرند؟

دهک‌ها داده‌های مرتب‌شده را به ۱۰ قسمت مساوی تقسیم می‌کنند؛ پس »سه دهک پایین« یعنی ۳۰
درصد پایین جامعه از نظر درآمد. باید افرادی شناسایی شوند که درآمدشان در میان ۳۰ درصد

کم‌درآمدترین افراد جامعه قرار دارد )درآمد آنها از دهک سوم کمتر یا برابر آن است(.

 نفر است. افرادی کهN( دریافت می‌کنند و جمعیت yفرض می‌کنیم همهٔ افراد جامعه یارانهٔ برابر )مثلاً 
درآمدشان بیشتر از دهک هشتم است، ۲۰ درصد جامعه )دهک‌های نهم و دهم( هستند؛ حذف یارانهٔ

 صرفه‌جویی دارد. افرادی که درآمدشان کمتر از دهک سوم است، ۳۰ درصد جامعه‌اند وN·y·0.2آنها 
،N·y > 0.15·N·y·0.2 دارد. چون N·0.5y = 0.15·N·y·0.3افزایش ۵۰ درصدی یارانهٔ آنها هزینه‌ای برابر 

 )۵ درصد کل یارانهٔ یک نفر ضرب در جمعیت( صرفه‌جویی می‌کند؛ پس با اینN·y·0.05دولت خالصاً 
.مقرون به صرفه استفرض‌ها 

صدک‌ها داده‌های مرتب‌شده را به ۱۰۰ قسمت مساوی تقسیم می‌کنند. صدک سوم قد مقداری از قد
است که ۳ درصد از داده‌های )مرتب‌شدهٔ( قد کمتر از آن‌اند و ۹۷ درصد بیشتر از آن.

کودکانی که قدشان کمتر از صدک سوم است، یعنی در میان هم‌سن‌وسالان خود جزو ۳ درصد
کوتاه‌قدترین‌ها هستند، باید برای بررسی علت کندی رشد مورد ارزیابی قرار گیرند.
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تمرین ۱صفحه ۳۴۲۱۶۲

درستی یا نادرستی جمله‌های زیر را مشخص کنید.
 کاهش می‌یابد.c√ از داده‌ها کم شود، انحراف معیار به اندازهٔ cــ اگر مقدار ثابت 
 به داده‌ها اضافه شود، ضریب تغییر بزرگ‌تر می‌شود.cــ اگر مقدار ثابت 
 برابر می‌شود.c/1 در داده‌ها ضرب شود، انحراف معیار c/1ــ اگر مقدار ثابت 
 در داده‌ها ضرب شود، ضریب تغییر ثابت می‌ماند.cــ اگر مقدار ثابت 

 کم کردن عدد ثابت از همهٔ داده‌ها میانگین را به همان اندازه جابه‌جا می‌کند ولی اختلافنادرست.
داده‌ها از میانگین و در نتیجه واریانس و انحراف معیار تغییر نمی‌کند.

 و داده‌های مثبت( انحراف معیار تغییر نمی‌کند ولی میانگین بزرگ‌ترc > 0 )برای c با افزودن نادرست.
 کوچک‌تر می‌شود، نه بزرگ‌تر.�cv = �/Xمی‌شود؛ پس 

 ضرب می‌شود؛ پس انحراف معیار )جذر واریانس(²(c/1)، واریانس در c/1 با ضرب داده‌ها در درست.
.(|c|/1؛ در حالت کلی در c > 0 برابر می‌شود )برای c/1 ضرب می‌شود، یعنی c/1در 

 = �cv' = c·� / (c·X�) = �/X :(c > 0 ضرب می‌شوند )برای c هم انحراف معیار و هم میانگین در درست.
cv.؛ پس ضریب تغییر ثابت می‌ماند

تمرین ۲صفحه ۳۴۳۱۶۲

 به ترتیب ۱۱۰۰۰ کیلومتر و B۱۰۰۰۰ و Aکارخانه‌ای دو نوع لاستیک تولید می‌کند. میانگین طول عمر برای نوع 
 به ترتیب ۲۰۰۰ کیلومتر و ۱۰۰۰ کیلومتر است. کدام نوع لاستیک بهترB و Aکیلومتر و انحراف معیار برای نوع 

است؟

برای مقایسهٔ پراکندگی )پایداری کیفیت( ضریب تغییرات هر نوع را حساب می‌کنیم:

 :A نوعcv = 2000 / 11000 ≈ 0.182)٪۱۸/۲ حدود( 

 :B نوعcv = 1000 / 10000 = 0.1)۱۰٪( 

ضریب تغییرات نوع B کمتر است؛ یعنی طول عمر لاستیک‌های نوع B از یک لاستیک به لاستیک دیگر کمتر
.نوع B بهتر استتغییر می‌کند و کیفیت پایدارتر و قابل اعتمادتری دارد. بنابراین )با معیار ضریب تغییرات( 

هرچند میانگین طول عمر نوع A ۱۰۰۰ کیلومتر بیشتر است، پراکندگی نسبی آن بسیار بیشتر است.
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تمرین ۳صفحه ۳۴۴۱۶۲

جدول زیر پول توجیبی )ده هزار ریال( هفتگی پنج دوست نزدیک مینا و مریم را نشان می‌دهد.الف( میانگین و
میانهٔ پول توجیبی را برای دوستان مریم و مینا محاسبه کنید. ب( انحراف معیار پول توجیبی را برای دوستان
مریم و مینا محاسبه کنید. پ( برنامه‌ریزی برای یک سفر یک روزه با دوستان برای مینا ساده‌تر است یا مریم؟

۲۳۲۴۲۵۲۶۲۷مینا

۱۵۲۰۲۵۳۰۳۵مریم

 5/(35+30+25+20+15)، میانه )دادهٔ وسط( = ۲۵. مریم: 25 = 125/5 = 5/(27+26+25+24+23) مینا: الف(
، میانه = ۲۵. میانگین و میانهٔ هر دو ۲۵ )ده هزار ریال( است.25 = 125/5 =

1.41 ≈ 2√ = � � 2 = 5/(4+1+0+1+4) = �² � 2 ,1 ,0 ,1− ,2− مینا: اختلاف‌ها ب(

7.07 ≈ 50√ = � � 50 = 5/(100+25+0+25+100) = �² � 10 ,5 ,0 ,5− ,10−مریم: اختلاف‌ها 

 )حدود ۲۸/۳٪( است.0.283 ≈ 7.07/25 )حدود ۵/۷٪( و مریم 0.057 ≈ 1.41/25 ضریب تغییرات مینا پ(
چون میانگین‌ها برابرند و پراکندگی پول توجیبی دوستان مینا بسیار کمتر است، توان مالی دوستان او به هم

برنامه‌ریزینزدیک است و می‌توان برنامه‌ای )هزینه‌ای( را که برای همه مناسب باشد انتخاب کرد؛ بنابراین 
. دوستان مریم از نظر پول توجیبی خیلی متفاوت‌اند )از ۱۵۰ هزار تا ۳۵۰ هزار ریال(.برای مینا ساده‌تر است
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تمرین ۴صفحه ۳۴۵۱۶۳

میانگین، میانه و انحراف معیار نرخ تورم )مراجعه به خواندنی( سال‌های ۹۴ــ۸۴ را بر اساس جدول زیر
محاسبه کنید.

۱۳۹۴۱۳۹۳۱۳۹۲۱۳۹۱۱۳۹۰۱۳۸۹۱۳۸۸۱۳۸۷۱۳۸۶۱۳۸۵۱۳۸۴سال

۱۱/۹۱۵/۶۳۴/۷۳۰/۵۲۱/۵۱۲/۴۱۰/۸۲۵/۴۱۸/۴۱۱/۹۱۰/۴نرخ تورم

 11.9 + 15.6 + 34.7 + 30.5 + 21.5 + 12.4 + 10.8 + 25.4 + 18.4 + 11.9 + 10.4 مجموع ۱۱ داده برابر میانگین:
 است:203.5 =

X� = 203.5 / 11 = 18.5

 داده‌های مرتب‌شده:میانه:

10.4  10.8  11.9  11.9  12.4  15.6  18.4  21.5  25.4  30.5  34.7

Q� = 15.6تعداد داده‌ها فرد است؛ دادهٔ ششم میانه است: 

 است )مثلا² = 720.7ً(x� − 18.5)� مجموع مجذور اختلاف‌ها از میانگین ۱۸/۵ برابر انحراف معیار:
 و …(:262.44 = ²(34.7−18.5)، 65.61 = ²(10.4−18.5)

�² = 720.7 / 11 ≈ 65.52   � = √65.52 ≈ 8.09

 میانگین ≈ ۱۸/۵ ؛ میانه = ۱۵/۶ ؛ انحراف معیار ≈ ۸/۱ )درصد(.پاسخ:
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تمرین ۵صفحه ۳۴۶۱۶۳

در جدول زیر ارتفاع از سطح دریا برای بعضی از شهرهای استان مرکزی و کهگیلویه و بویراحمد دیده می‌شود.
(m، متر: ft، فوت: m = 3.281 ft 1)راهنمایی: 

الف( میانگین ارتفاع از سطح دریا در شهرهای استان مرکزی چقدر است؟
ب( انحراف معیار ارتفاع از سطح دریا در شهرهای استان مرکزی چقدر است؟

پ( ارتفاع از سطح دریا برای شهرهای کدام استان بیشتر است؟

اراکمحلاتخمینشازندیاسوجدهدشتدناشهر

فاصله از سطح
دریا

۷۲۱۸/۲۰
(ft)

۳۲۴۸/۱۹
(ft)

۶۱۳۵/۴۷
(ft)

۱۹۲۰
(m)

۱۸۳۰
(m)

۱۷۷۵
(m)

۱۷۰۸
(m)

 شهرهای استان مرکزی )برحسب متر(: ۱۹۲۰، ۱۸۳۰، ۱۷۷۵، ۱۷۰۸الف(

X� = (1920 + 1830 + 1775 + 1708) / 4 = 7233 / 4 = 1808.25متر 

 + 473.06 + 12488.06؛ مجموع مجذورها 100.25− ,33.25− ,21.75 ,111.75 اختلاف‌ها از میانگین: ب(
1105.56 + 10050.06 = 24116.75

 متر77.65 ≈ � � 6029.19 ≈ 4 / 24116.75 = �²

 ارتفاع شهرهای استان کهگیلویه و بویراحمد را به متر تبدیل می‌کنیم:پ(

7218.20 ÷ 3.281 = 2200 m ،)دنا( 990 = 3.281 ÷ 3248.19 m ،)1870 = 3.281 ÷ 6135.47 )دهدشت m
)یاسوج(

X� = (2200 + 990 + 1870) / 3 ≈ 1686.67متر 

 بیشتر است.استان مرکزیچون ۱۸۰۸/۲۵ < ۱۶۸۶/۶۷، میانگین ارتفاع از سطح دریا برای شهرهای 

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir
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