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ریاضی ۲ یازدهم - فصل ششم
حد و پیوستگی

فهرست

صفحه ۱۲۰ · فعالیت — چندضلعی‌های منتظم محاطی۱
۴در دایره

صفحه ۱۲۱ · کار در کلاس — چندضلعی‌های منتظم۲
۵محیطی

صفحه ۱۲۱ · فعالیت — مساحت مستطیل‌ها و حد از۳
۶چپ و راست

۷صفحه ۱۲۳ · مثال — حد چپ و راست تابع دو ضابطه‌ای۴

۸صفحه ۱۲۵ · فعالیت — رفتار سه تابع در نزدیکی ۵۴

۱۰صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۱ — نمودار و حد۶

۱۱صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۲ — حد برابر ۷−۱

صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۳ — تابع بدون حد با۸
f(3)=1۱۱

صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۴ — حد ۴ و۹
۱۲تعریف‌نشده در ۲

۱۰)x−2(√ ۱۲صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۵ — حدهای

۱۳صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین x| — ۶| بدون نقطهٔ صفر۱۱

۱۲f، g، h ۱۳صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۷ — سه تابع

۱۳x=2 ۱۴صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۸ — وجود حد در

۱۴صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین ۹ — حد در صفر۱۴

۱۵x|/x| — ۱۰ ۱۵صفحه ۱۲۷ · تمرین — تمرین

۱۵صفحه ۱۲۸ · کار در کلاس — حد تابع ثابت و همانی۱۶

۱۶صفحه ۱۲۹ · کار در کلاس — حد مجموع۱۷

۱۶صفحه ۱۳۰ · کار در کلاس — حد حاصل ضرب و توان۱۸

۱۷صفحه ۱۳۱ · فعالیت — حد تابع چندجمله‌ای۱۹

۱۷صفحه ۱۳۱ · فعالیت — حد تابع کسری )مخرج غیرصفر(۲۰

صفحه ۱۳۲ · کار در کلاس — حد با ساده‌سازی۲۱
(x²+5x+6)/(x+2)۱۸

۲۲/)x³−1( صفحه ۱۳۳ · کار در کلاس — حد با ساده‌سازی
(x−1)۱۸

۲۳))2x−6(√( ۱۹صفحه ۱۳۳ · کار در کلاس — حد ریشه

۲۴h(x)=|x|/x ۱۹صفحه ۱۳۴ · کار در کلاس — بررسی گزاره‌های

صفحه ۱۳۴ · کار در کلاس — حد جزء صحیح از روی۲۵
۲۰نمودار

۲۱صفحه ۱۳۴ · فعالیت — حدهای مثلثاتی۲۶

۲۷g و f ۲۳صفحه ۱۳۵ · تمرین — تمرین ۱ — حد با نمودار

صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۱ )ادامه( — طرح پرسش۲۸
۲۴مشابه

۲۴صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۲ )دو تابع با حد برابر(۲۹

۲۵صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۳ — محاسبهٔ حدها۳۰

۲۶صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۴ — قوانین حد۳۱

۲۷صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین x−3|/(x−3)| — ۵ و ۳۲۱

۲۷صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۶ — حد مجموع۳۳
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۲۸صفحه ۱۳۶ · تمرین — تمرین ۷ — حد جزء صحیح۳۴

۲۹صفحه ۱۳۷ · فعالیت — نمودارهای پیوسته و ناپیوسته۳۵

۳۰صفحه ۱۳۸ · فعالیت — مثال‌های دیگر از ناپیوستگی۳۶

۳۷x=1 ۳۰صفحه ۱۳۹ · کار در کلاس — ناپیوستگی در

۳۸)x−2(√ ۳۱صفحه ۱۳۹ · فعالیت — پیوستگی راست

۳۹g(x) ۳۱صفحه ۱۴۰ · کار در کلاس — پیوستگی چپ

۳۲صفحه ۱۴۰ · کار در کلاس — پیوستگی روی بازه‌های نیم‌باز۴۰

۳۲صفحه ۱۴۱ · کار در کلاس — سه تابع روی بازه‌های مختلف۴۱

صفحه ۱۴۱ · کار در کلاس — تابع سه ضابطه‌ای —۴۲
۳۳نمودار، دامنه، پیوستگی

صفحه ۱۴۱ · کار در کلاس — درست یا نادرست درباره۴۳ٔ
f ۳۴پیوستگی

۳۴صفحه ۱۴۲ · کار در کلاس — بازهٔ بسته با پیوستگی متفاوت۴۴

۴۵x=2 در h و f، g — ۱ ۳۵صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین

۳۵صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۲ — نمودار و ناپیوستگی۴۶

۴۷)x−3(/)x²−9( — ۳ ۳۶صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین

۳۶صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۴ — پیوستگی جزء صحیح۴۸

۳۶صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۵ — پیوستگی در صفر۴۹

۳۷صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۶ — حد ۱− ولی ناپیوسته۵۰

صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۷ — پیوستگی در x=1 از۵۱
۳۷روی نمودار

۳۸صفحه ۱۴۲ · تمرین — تمرین ۸ — جرم کودک۵۲
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این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
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فعالیتصفحه ۱۱۲۰

 یک مثلث متساوی‌الاضلاع و یک مربع به گونه‌ای رسم شده‌اند که رأس‌های آنهاrدر دایره‌های زیر به شعاع 
روی دایره واقع‌اند. چنین چند ضلعی‌هایی را محاطی می‌نامیم. واضح است که مساحت مثلث

متساوی‌الاضلاع و مساحت مربع از مساحت دایره کمتر است.
حدس می‌زنید مساحت کدام‌یک به مساحت دایره نزدیک‌تر است؟ هرچه تعداد اضلاع چندضلعی‌های منتظم

محاطی بیشتر شوند، چه اتفاقی می‌افتد؟
 )با دقت یک رقم اعشار( داده شدهr ضلعی‌های منتظم محاطی به شعاع nدر جدول زیر مساحت تعدادی از 

است. برای نزدیک‌تر شدن مساحت چند ضلعی‌های منتظم محاطی به مساحت دایره چه می‌توان کرد؟ آیا به
هر میزان که بخواهیم می‌توانیم مساحت چند ضلعی‌های منتظم را به مساحت دایره نزدیک کنیم؟

r ضلعی منتظم محاطی در دایره‌ای به شعاع n مساحت تقریبی

۱۲…۳۴۵۶۷تعداد اضلاع

۱.۳r²۲r²۲.۳۸r²۲.۶r²۲.۷r²…۳r²مساحت تقریبی

 مساحت مربع به مساحت دایره نزدیک‌تر است؛ زیرا مربع بخش بیشتری از دایره را می‌پوشاند وحدس:
فاصلهٔ ضلع‌هایش با دایره کمتر از مثلث است. با بیشتر شدن تعداد اضلاع، چندضلعی منتظم محاطی هرچه

بیشتر شبیه دایره می‌شود و مساحتش بزرگ‌تر می‌شود و به مساحت دایره نزدیک‌تر می‌گردد.

 می‌شوند و به1.3r² ، 2r² ، 2.4r² ، 2.6r² ، 2.7r² ، … ، 3r² با افزایش تعداد اضلاع، مساحت‌ها به‌ترتیب جدول:
 نزدیک می‌شوند. پس جای خالی جدول »مساحت دایره« است.�r² ≈ 3.14r²مساحت دایره، یعنی 

 برای نزدیک‌تر شدن مساحت چندضلعی به مساحت دایره باید تعداد اضلاع را بیشتر کنیم.پاسخ پرسش آخر:
بله؛ به هر میزان که بخواهیم )هر چقدر هم که کوچک باشد فاصلهٔ مطلوب( می‌توانیم با انتخاب تعداد اضلاع

به‌اندازهٔ کافی بزرگ، مساحت چندضلعی منتظم محاطی را به مساحت دایره نزدیک کنیم.
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کار در کلاسصفحه ۲۱۲۱

 از چندضلعی‌های منتظم محیطی )چند ضلعی که همهٔ اضلاعrفرض کنید در فعالیت قبل برای دایره به شعاع 
آن بر یک دایره مماس باشند( استفاده کنیم. نتیجه مشابه آنچه را در فعالیت قبل به‌دست آمد، دربارهٔ این

چند ضلعی‌ها بیان کنید )محاسبه مساحت‌ها لازم نیست(.

 است )مثلث محیطی بزرگ‌تر از مربع محیطیبیشترمساحت چندضلعی منتظم محیطی از مساحت دایره 
است(. هرچه تعداد اضلاع چندضلعی منتظم محیطی بیشتر شود، مساحت آن کمتر می‌شود و به مساحت

دایره نزدیک‌تر می‌گردد.

یعنی مساحت چندضلعی‌های منتظم محیطی را نیز می‌توانیم به هر میزان که بخواهیم به مساحت دایره
نزدیک کنیم، به شرط آنکه تعداد اضلاع را به‌اندازهٔ کافی بزرگ اختیار کنیم؛ با این تفاوت که این مساحت‌ها از

بالا )از سمت بزرگ‌تر( به مساحت دایره نزدیک می‌شوند.
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فعالیتصفحه ۳۱۲۱

 وصل می‌کند. مساحتDC را به وسط AB وسط MN به ضلع ۴ واحد را در نظر می‌گیریم. پاره‌خط ABCDمربع 
 پاره‌خط‌هایی رسم می‌کنیم که مانند شکل، نقاط انتهایی آنهاMN چقدر است؟ به موازات AMNDمستطیل 

 است. مساحت مستطیل‌های جدید پدید آمده، در جدول داده شده است. جاهای خالی را پرCD و ABروی 
کنید )طول مستطیل‌ها برابر ۴ واحد است(.

 رسم می‌شوند،BC انجام می‌دهیم. پاره‌خط‌هایی که به موازات BCمشابه همین کار را با شروع از پاره‌خط 
همانند شکل زیر، مستطیل‌های جدیدی را می‌سازند. جدول را کامل کنید.

خلاصهٔ دو جدول قبل در جدول زیر ارائه شده است )جاهای خالی را پر کنید(.

 با عرض AMND۲ می‌شود. مساحت مستطیل f(x) = 4x است، پس مساحت xطول مستطیل‌ها ۴ و عرض آنها 
 است.8 = 2 × 4برابر 

جدول اول: عرض‌های کمتر از ۳

۲۲.۱۲.۵۲.۷۲.۸۲.۹۲.۹۹عرض مستطیل‌ها

۸۸.۴۱۰۱۰.۸۱۱.۲۱۱.۶۱۱.۹۶مساحت مستطیل رنگی

 نزدیک می‌شود.۱۲هرچه عرض مستطیل‌ها )با مقادیر کمتر از ۳( به ۳ نزدیک‌تر می‌شود، مساحت به عدد 

جدول دوم: عرض‌های بیشتر از ۳

۴۳.۹۳.۵۳.۲۳.۱۳.۰۱عرض مستطیل‌ها

۱۶۱۵.۶۱۴۱۲.۸۱۲.۴۱۲.۰۴مساحت مستطیل رنگی

 نزدیک می‌شود.۱۲هرچه عرض مستطیل‌ها )با مقادیر بیشتر از ۳( به ۳ نزدیک‌تر می‌شود، مساحت به عدد 

جدول خلاصه

x۲۲.۱۲.۵۲.۸۲.۹۲.۹۹� ۳ �۳.۰۱۳.۱۳.۲۳.۵۳.۹۴

f(x)۸۸.۴۱۰۱۱.۲۱۱.۶۱۱.۹۶� ۱۲ �۱۲.۰۴۱۲.۴۱۲.۸۱۴۱۵.۶۱۶

 به ۱۲ نزدیک می‌شود.f(x) از سمت چپ یا از سمت راست به ۳ نزدیک می‌شود، مقدار xیعنی وقتی 
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مثالصفحه ۴۱۲۳

 رسم شده است. جدول صفحهٔ بعد راx > 1 برای f(x) = −x + 5 و x < 1 برای f(x) = 2xنمودار تابع با ضابطهٔ 
 را محاسبه کنید.lim(x�1�) f(x) و lim(x�1�) f(x)کامل کنید و با استفاده از آن و به کمک نمودار 

جدول کامل‌شده )x از سمت راست و چپ به ۱ نزدیک می‌شود(

x۲۱.۸۱.۵۱.۲۱.۱۱.۰۱� ۱ �۰.۹۹۰.۹۰.۸۰.۵۰.۲۰

f(x)۳۳.۲۳.۵۳.۸۳.۹۳.۹۹۱.۹۸۱.۸۱.۶۱۰.۴۰

 داریمx < 1 به ۴ نزدیک می‌شود. برای f(x) از راست به ۱ نزدیک می‌شود، x؛ وقتی f(x) = −x + 5 داریم x > 1برای 
f(x) = 2x ؛ وقتیx ،از چپ به ۱ نزدیک می‌شود f(x):به ۲ نزدیک می‌شود 

lim(x�1�) f(x) = 2   and   lim(x�1�) f(x) = 4

 حد ندارد.x = 1حد چپ و حد راست هر دو موجود ولی نابرابرند؛ بنابراین تابع در 
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فعالیتصفحه ۵۱۲۵

 x = 4 ، h(x) = 2x − 1 (x برای g(x) = 5 و x ≠ 4 برای f(x) = 2x − 1 ، g(x) = 2x − 1نمودار توابع زیر رسم شده‌اند: 
. هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد؟ آیا این سه تابع با یکدیگر برابرند؟ دامنه و برد این سه تابع را معلوم(4 ≠

کنید.
می‌خواهیم رفتار این سه تابع را در نزدیکی نقطهٔ ۴ بررسی کنیم. ابتدا جدول را کامل کنید.

 به قدر کافیx را به اندازه‌ای که بخواهیم می‌توانیم به عدد … نزدیک کنیم؛ به شرط آنکه مقادیر h و f ، gمقادیر 
 به سمت ۴ میل می‌کند( برابر … است. بهx )بخوانید x�4به عدد … نزدیک شود. حد هر سه تابع وقتی که 

… = lim(x�4) f(x) = ، … lim(x�4) g(x) = ، … lim(x�4) h(x)عبارت دیگر: 

 مربوط به((7 ,4) )از چپ به راست در کتاب(: نمودار اول )آبی، خط با یک دایرهٔ توخالی در نقطهٔ تعلق نمودارها
h ؛ نمودار دوم )صورتی، خط کامل( مربوط به f و نقطهٔ جدا در(7 ,4) ؛ نمودار سوم )سبز، خط با دایرهٔ توخالی در 

 است.g مربوط به ((5 ,4)

 فرق دارد:x = 4این سه تابع با هم برابر نیستند؛ زیرا دامنهٔ آنها یا مقدارشان در 

f: و برد � دامنه �

g: مقدار ۷ هرگز گرفته نمی‌شود؛ مقدار {7} − � و برد � دامنه( g(4) = 5 هم برای x = 3)گرفته شده است 

h: {7} − � و برد {4} − � دامنه

جدول کامل‌شده

x۳۳.۵۳.۸۳.۹۳.۹۹� ۴ �۴.۰۱۴.۱۴.۲۴.۵۵

f(x)۵۶۶.۶۶.۸۶.۹۸� ۷ �۷.۰۲۷.۲۷.۴۸۹

g(x)۵۶۶.۶۶.۸۶.۹۸� ۷ �۷.۰۲۷.۲۷.۴۸۹

h(x)۵۶۶.۶۶.۸۶.۹۸� ۷ �۷.۰۲۷.۲۷.۴۸۹
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 به قدر کافیx نزدیک کنیم؛ به شرط آنکه مقادیر ۷ را به اندازه‌ای که بخواهیم می‌توانیم به عدد h و f ، gمقادیر 
 است:۷ برابر x�4 نزدیک شود. حد هر سه تابع وقتی ۴به عدد 

lim(x�4) f(x) = 7   ,   lim(x�4) g(x) = 7   ,   lim(x�4) h(x) = 7

 تعریف نشده است؛ با این حال حد هر سه تابع در ۴ برابر h(4)۷ است ولی f(4) = 7 و g(4) = 5توجه: مقدار 
است )حد به مقدار تابع در خود نقطه بستگی ندارد(.
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تمرینصفحه ۶۱۲۷

 که نمودار آن داده شده، کدام‌یک درست و کدام‌یک نادرست است؟fبرای تابع 
lim(x�1) f(x) = 2الف( 

f(1) = 2ب( 
f(2) = 1پ( 
lim(x�−2�) f(x) = 0ت( 
lim(x�−1) f(x) = 2ث( 
lim(x�0) f(x) = 1ج( 
 وجود ندارد.lim(x�2) f(x)چ( 
 وجود ندارد.lim(x�−1) f(x)ح( 

lim(x�1) f(x) = 0 به ۰ نزدیک می‌شود. پس f(x) از چپ یا راست به ۱ نزدیک می‌شود، x؛ وقتی نادرستالف( 
 فقط مقدار تابع است(.(2 ,1))نقطهٔ 

.f(1) = 2 روی نمودار است: (2 ,1)؛ نقطهٔ توپر درستب( 

 تعریف نشده است.f(2) است، یعنی (1 ,2) دایرهٔ توخالی x = 2؛ در نادرستپ( 

 شروع می‌شود و حد راست برابر ۰ است.(0 ,2−) نمودار از نقطهٔ 2−؛ از سمت راست درستت( 

 برابر ۱ و حد راست برابر ۲ است؛ نابرابرند و حد وجود ندارد.1−؛ حد چپ در نادرستث( 

.lim(x�0) f(x) = 1 می‌گذرد و (1 ,0)؛ نمودار از نقطهٔ درستج( 

؛ تابع فقط در سمت چپ ۲ تعریف شده است )حد چپ برابر ۱ است ولی حد راست وجود ندارد(،درستچ( 
پس حد وجود ندارد.

 وجود ندارد.1−؛ حد چپ ۱ و حد راست ۲ است، پس حد در درستح( 
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تمرینصفحه ۷۱۲۷

مثالی از یک تابع، همراه با نمودار آن ارائه کنید که حد تابع در نقطهٔ ۲ مساوی ۱− باشد.

.lim(x�2) (x − 3) = 2 − 3 = −1 را در نظر می‌گیریم: f(x) = x − 3تابع 

 وg(x) = (x−2)(x−3)/(x−2) = x − 3 داریم x ≠ 2 هم مثال دیگری است؛ برای g(x) = (x² − 5x + 6)/(x − 2)تابع 
 تعریف نشده است، ولی حد آن در ۲ برابر ۱− است.x = 2در 

تمرینصفحه ۸۱۲۷

.f(3) = 1 ارائه کنید که در نقطهٔ ۳ حد نداشته باشد. fتابعی مانند 

تابع زیر را در نظر می‌گیریم:
x < 3 اگر   f(x) = x − 1
x = 3 اگر       f(x) = 1
x > 3 اگر   f(x) = x + 1

 است. چون حد چپ و راست نابرابرند، تابع در ۳ حد4 = 1 + 3 و حد راست برابر 2 = 1 − 3حد چپ در ۳ برابر 
 است.f(3) = 1ندارد، و 
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تمرینصفحه ۹۱۲۷

lim(x�2.) f(x) = 4 ارائه کنید که در نقطهٔ ۲ تعریف نشده باشد. fتابعی مانند 

f(x) = (x² − 4)/(x − 2)   x = 2   x ≠ 2:

f(x) = (x−2)(x+2)/(x−2) = x + 2 پس ، lim(x�2) f(x) = lim(x�2) (x + 2) = 4.

تمرینصفحه ۱۰۱۲۷

lim(x�2�) f(x) موارد زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: الف( f(x) = √(x − 2)دربارهٔ تابع با ضابطهٔ 
lim(x�2�) f(x)ب( 
lim(x�2) f(x)پ( 
f(2)ت( 

lim(x�2�) √(x−2) = 0الف( 

.وجود ندارد تعریف نشده است، پس حد چپ x < 2ب( تابع برای 

.وجود نداردlim(x�2) f(x)پ( چون حد چپ وجود ندارد، 

f(2) = √0 = 0ت( 
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تمرینصفحه ۱۱۱۲۷

 در نقطهٔ صفر حد دارد؟ آیاf را در نظر می‌گیریم. آیا x < 0 برای f(x) = −x و x > 0 برای f(x) = xتابع با ضابطهٔ 
f(0)موجود است؟ 

 است.|f(x) = −x = |x مقدار x < 0 و برای f(x) = x مقدار x > 0برای 

lim(x�0�) x = 0 و lim(x�0�) (−x) = 0 است.0 و برابر حد وجود دارد؛ حد چپ و راست برابرند، پس 

.موجود نیستf(0) تعریف نشده است؛ پس x = 0اما ضابطهٔ تابع برای 

تمرینصفحه ۱۲۱۲۷

 x برای f(x) = 2x + 1 ، g(x) = 2x + 1 (x ≠ 2) ، h(x) = 2x + 1توابع زیر را در نظر بگیرید و به سؤالات پاسخ دهید: 
.x = 2 برای h(x) = 3 و 2 ≠

 را در صورت وجود به‌دست آورید.g(2) و f(2) ، h(2)الف( مقادیر 
 محاسبه کنید.x�2 را وقتی lim f(x) ، lim g(x) ، lim h(x)ب( حدهای 

 تعریف نشده است.g(2) ؛ h(2) = 3 ؛ f(2) = 2×2 + 1 = 5الف(

 نزدیک می‌شود:5 = 1 + 2×2 به x�2 است و وقتی 2x + 1 مقدار تابع x ≠ 2 در هر سه تابع برای ب(

lim(x�2) f(x) = lim(x�2) g(x) = lim(x�2) h(x) = 5

 است؛ یعنی حد تابع با مقدار تابع در آن نقطه لزوماً برابر نیست.h(2) = 3 ≠ 5توجه: 
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تمرینصفحه ۱۳۱۲۷

x < 2 برای x = 2 ، f(x) = x − 3 برای x > 2 ، f(x) = −2 برای f(x) = −x + 2 موجود است؟ x = 2آیا حد تابع زیر در 

lim(x�2�) (x − 3) = −1حد چپ: 

lim(x�2�) (−x + 2) = 0حد راست: 

 در این نتیجه تأثیریf(2) = −2 )مقدار وجود نداردx = 2چون حد چپ و حد راست برابر نیستند، حد تابع در 
ندارد(.

تمرینصفحه ۱۴۱۲۷

 را رسم کنید و حد تابع در صفر را ــx ≤ 0 برای f(x) = −2x − 2 و x > 0 برای f(x) = x² + 2نمودار تابع با ضابطهٔ 
در صورت وجود ــ بیابید.

lim(x�0�) (−2x − 2) = −2 ؛ حد چپ: lim(x�0�) (x² + 2) = 2حد راست: 

.(f(0) = −2)حد نداردحد چپ و راست نابرابرند، پس تابع در صفر 
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تمرینصفحه ۱۵۱۲۷

 موجود است؟lim(x�0) f(x) را رسم کنید. آیا f ، نمودار f(x) = |x| / xاگر 

 تابع تعریف نشده است.x = 0 −۱؛ در = f(x) = −x/x داریم x < 0 و برای f(x) = x/x = 1 داریم x > 0برای 

lim(x�0�) f(x) = 1 و lim(x�0�) f(x) = −1 وجود ندارد؛ چون برابر نیستند، حد در صفر.

کار در کلاسصفحه ۱۶۱۲۸

حدهای زیر را حساب کنید:

lim(x�7) x = 7

lim(x�7) 5 = 5

lim(x�0) x = 0

lim(x�5) 0 = 0

lim(x�4) (−2) = −2

lim(x�−7) x = −7
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کار در کلاسصفحه ۱۷۱۲۹

 را به کمک قانون بالا محاسبه کنید. جاهای خالی را پرlim(x�2) (f(x) + g(x)) آنگاه g(x) = 2x − 1 و f(x) = xاگر 
کنید و به کمک نمودارها قانون حد مجموع را نیز توضیح دهید.

lim(x�2) f(x) = lim(x�2) x = 2   and   lim(x�2) g(x) = lim(x�2) (2x − 1) = 3

lim(x�2) (f(x) + g(x)) = lim(x�2) f(x) + lim(x�2) g(x) = 2 + 3 = 5

 به x۲ می‌رسد. وقتی 5 = 1 − 2×3 به ارتفاع x = 2 ، در 3x − 1 = (x)(f+g) نمودار مجموع، یعنی توضیح با نمودار:
 ۵ نزدیک می‌شود.= ۳ + به ۳ نزدیک می‌شود؛ پس مقدار مجموع به g ۲ به ۲ و مقدار fنزدیک می‌شود، مقدار 

کار در کلاسصفحه ۱۸۱۳۰

 = lim (f(x))² ، به کمک قانون حد حاصل ضرب حد هریک از حدهای زیر را بیابید: lim(x�a) f(x) = lالف( اگر 
lim (f(x)·f(x)) = ؛ … lim (f(x))³ = …

 چگونه از قوانین ۲، ۴ و ۵ استفاده می‌کنید؟ توضیح دهید.lim(x�20) ((2/5)x − 3)ب( برای محاسبهٔ حد 

lim(x�a) (f(x))² = lim(x�a) (f(x)·f(x)) = lim(x�a) f(x) · lim(x�a) f(x) = l · l = l²الف(

lim(x�a) (f(x))³ = lim(x�a) ((f(x))²·f(x)) = l² · l = l³

. طبق قانون ۵ )ضریب ثابت از حد بیرون می‌آید(lim(x�20) x = 20 طبق قانون ۲ )حد تابع همانی( ب(
lim(x�20) (2/5)x = (2/5) · 20 = 8 )طبق قانون ۱ )حد تابع ثابت .lim(x�20) 3 = 3سپس با قانون ۴ )حد .

تفاضل(:

lim(x�20) ((2/5)x − 3) = 8 − 3 = 5

۱۶

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۱۹۱۳۱

 ،f(x) = 3x² + 2x − 7 با ضابطهٔ ۱f( برای تابع 
 lim f(x) = lim (3x² + 2x − 7) = lim (3x²) + lim را به‌دست آورید: lim(x�1) f(x)الف( با تکمیل جاهای خالی 

(2x) − lim 7 = 3 lim x² + … + …
 را بررسی کنید.lim f(x) = f(1) را محاسبه کنید و درستی تساوی f(1)ب( 

 بررسیx�2 را وقتی lim g(x) = g(2) ، درستی تساوی g(x) = (1/8)x⁴ − x³ + 5x − 1/2پ( دربارهٔ تابع با ضابطهٔ 
کنید.

 2؛ یعنی جاهای خالی lim(x�1) x² + 2 lim(x�1) x − lim(x�1) 7 = 3×1² + 2×1 − 7 = 3 + 2 − 7 = −2 3 =الف(
lim(x�1) x و − lim(x�1) 7.هستند 

 و تساوی درست است.lim(x�1) f(x) = f(1) = −2 ؛ پس f(1) = 3×1 + 2×1 − 7 = −2ب(

 = g(2) = (1/8)·2⁴ − 2³ + 5·2 − 1/2 و lim(x�2) g(x) = (1/8)·16 − 8 + 10 − 1/2 = 2 − 8 + 10 − 0.5 = 3.5پ(
 درست است.lim(x�2) g(x) = g(2). پس 3.5

فعالیتصفحه ۲۰۱۳۱

 . جاهای خالی را کامل کنید:۲lim(x�3) (2x − 1)/(x² − 4x + 1)( الف( مطلوب است: 
lim (2x−1)/(x²−4x+1) = lim(2x−1) / lim(x²−4x+1) = … / …

 + lim(x�1) (x² − 1)/((3/5)x² − 2x ؛ lim(x�1) (x⁴ + 2x³ + 1)/(5x² + 2/3)ب( حدهای مقابل را حساب کنید: 
1)

 = lim(x�3) (2x−1)/(x²−4x+1) = lim(x�3)(2x−1) / lim(x�3)(x²−4x+1) = 5 / (9 − 12 + 1) = 5/(−2)الف(
−5/2

lim(x�1) (x⁴+2x³+1)/(5x²+2/3) = (1+2+1)/(5+2/3) = 4/(17/3) = 12/17ب(

lim(x�1) (x²−1)/((3/5)x²−2x+1) = (1−1)/(3/5 − 2 + 1) = 0/(−2/5) = 0
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کار در کلاسصفحه ۲۱۱۳۲

مانند مثال قبل حدها را محاسبه کنید؛ سپس به کمک نمودارها نیز محاسبهٔ حد را توضیح دهید. الف(
lim(x�−2) (x² + 5x + 6)/(x + 2) = lim ( … )( … ) / ( … )

 صفرند. صورت را تجزیه می‌کنیم:x = −2صورت و مخرج هر دو در 

lim(x�−2) (x²+5x+6)/(x+2) = lim(x�−2) (x+2)(x+3)/(x+2) = lim(x�−2) (x + 3) = 1

 = y همان خط f برابر است؛ نمودار g(x) = x + 3 با f(x) = (x²+5x+6)/(x+2) تابع x ≠ −2 برای توضیح با نمودار:
x + 3 ٔاست. وقتی (1 ,2−) با یک »حفره« در نقطه x نزدیک می‌شود، ارتفاع نمودار هر دو تابع به ۱ نزدیک2− به 

 تعریف نشده است(.f(−2)می‌شود؛ پس حد برابر ۱ است )هرچند 

کار در کلاسصفحه ۲۲۱۳۳

 )مانند مثال قبل محاسبه کنید و با نمودار توضیح دهید(.lim(x�1) (x³ − 1)/(x − 1)ب( 

lim(x�1) (x³−1)/(x−1) = lim(x�1) (x−1)(x²+x+1)/(x−1) = lim(x�1) (x² + x + 1) = 3

 برابر است؛ نمودار آن همان سهمی با یک حفره درg(x) = x² + x + 1 این تابع با x ≠ 1 برای توضیح با نمودار:
 ارتفاع نمودار به ۳ نزدیک می‌شود.x�1 است و وقتی (3 ,1)نقطهٔ 
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کار در کلاسصفحه ۲۳۱۳۳

 رسم شده‌اند.g(x) = √(2x − 6) (x ≠ 5) و ۱f(x) = √(2x − 6)( نمودارهای توابع با ضابطه‌های 
الف( هر نمودار به کدام تابع تعلق دارد؟

 موجودند؟lim(x�5) g(x) و lim f(x)ب( آیا 
 ؛lim(x�3�) √(2x−6) ؛ lim(x�3) √(2x−6)پ( کدام‌یک از حدهای زیر موجودند؟ آنها را محاسبه کنید: 

lim(x�3�) √(2x−6)

((2 ,5) و نمودار سمت راست )با دایرهٔ توخالی در f نمودار سمت چپ )بدون دایرهٔ توخالی( مربوط به الف(
 است.gمربوط به 

.(lim(x�5)(2x−6) = 4 > 0 )چون lim(x�5) f(x) = lim(x�5) g(x) = √(2×5 − 6) = √4 = 2 بله؛ ب(

lim(x�3�) √(2x−6) است. حد چپ موجودlim(x�3�) √(2x−6) = √0 = 0 است. حد راست: x ≥ 3 دامنه پ(

.وجود ندارد نیز lim(x�3) √(2x−6) تعریف نشده است(. در نتیجه x < 3 )تابع برای وجود ندارد

کار در کلاسصفحه ۲۴۱۳۴

h(x) = 1 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را بررسی کنید: الف( ۲h(x) = |x| / x( دربارهٔ تابع 
D_h = � − {0}ب( 
lim(x�0�) h(x) = 1پ( 
h(0) = 0ت( 
 وجود ندارد.lim(x�0) h(x)ث( 

 است.1− برابر x < 0 است و برای x > 0 فقط برای h(x) = 1؛ نادرستالف( 

 تعریف نشده است.x = 0؛ تابع فقط در درستب( 

. h(x) = 1 داریم x > 0؛ برای درستپ( 

 تعریف نشده است.h(0)؛ نادرستت( 

 برابر نیستند.(1) و حد راست (1−)؛ حد چپ درستث( 
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کار در کلاسصفحه ۲۵۱۳۴

 lim(x�2�) [x] حدهای زیر را در صورت وجود بیابید: الف(  ۳f(x) = [x]( با استفاده از نمودار تابع 
 lim(x�2�) [x]ب( 
 lim(x�2) [x]پ( 
 lim(x�1) [x]ت( 
 lim(x�1.5) [x]ث( 
 lim(x�−√2) [x]ج( 

lim(x�2�) [x] = 2الف( 

lim(x�2�) [x] = 1ب( 

.وجود ندارد lim(x�2) [x]پ( حد چپ )۱( و حد راست )۲( برابر نیستند؛ 

.وجود ندارد lim(x�1) [x]ت( به همین دلیل )حد چپ ۰ و حد راست ۱( 

lim(x�1.5) [x] = 1ث( در نزدیکی ۱٫۵ تابع ثابت و برابر ۱ است؛ 

lim(x�−√2) [x] = −2؛ پس 2− = [x] و در نزدیکی آن 1.41− ≈ 2√−ج( 
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فعالیتصفحه ۲۶۱۳۴

lim(x��/2) sin x حدهای زیر را بیابید: الف( g(x) = cos x و f(x) = sin xبا استفاده از نمودار 
lim(x�−�) sin xب( 
lim(x��/3�) sin xپ( 
lim(x���) sin xت( 
lim(x�0) cos xث( 
lim(x��/4�) cos xج( 
lim(x�−�/2) cos xچ( 
lim(x��/3�) cos xح( 

lim(x��/2) sin x = sin(�/2) = 1الف( 

lim(x�−�) sin x = sin(−�) = 0ب( 

lim(x��/3�) sin x = sin(�/3) = √3/2پ( 

lim(x���) sin x = sin � = 0ت( 

lim(x�0) cos x = cos 0 = 1ث( 

lim(x��/4�) cos x = cos(�/4) = √2/2ج( 

lim(x�−�/2) cos x = cos(−�/2) = 0چ( 

lim(x��/3�) cos x = cos(�/3) = 1/2ح( 

 پیوسته‌اند.� روی cos و sinدر همهٔ موارد حد با مقدار تابع در آن نقطه برابر است؛ زیرا 

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
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تمرینصفحه ۲۷۱۳۵

 حدهای زیر را )در صورت وجود( به دست آورید.g و ۱f( با استفاده از قوانین حد و نمودارهای 
lim(x�3) f(x)الف( 

lim(x�−1) f(x)ب( 
lim(x�3) g(x)پ( 
lim(x�3) (f(x)+g(x))ت( 
lim(x�−1) (f(x)+g(x))ث( 
lim(x�2) (2f(x)+5g(x))ج( 
lim(x�0) (f(x))⁴چ( 
lim(x�0) (g(x))²ح( 
lim(x�2) f(x)/g(x)خ( 
lim(x�5) (f(x)·g(x))د( 

 حد چپ ۲ و حد راست 1۱− در f اثری ندارد(. f(3) = 6) در ۳ از هر دو طرف به ۲ نزدیک می‌شود fاز نمودارها: 
 برابر f۵. در ۵ حد lim f = −1. در ۲ داریم lim(x�0) f(x) = 1/3 است و y = 1 − (2/3)(x+1) در ۰ روی خط fدارد. 

 حد چپ و راست ۱− است؛ در ۰ حد چپ ۱ و حد راست 1۰− در ۳ حد چپ و راست ۵ است؛ در :gاست. نمودار 
است؛ در ۲ حد چپ ۳٫۵ و حد راست ۱− است؛ در ۵ حد برابر ۵ است.

lim(x�3) f(x) = 2الف( 

.وجود نداردlim(x�−1) f(x)ب( حد چپ ۲ و حد راست ۱ است؛ 

lim(x�3) g(x) = 5پ( 

lim(x�3) (f+g)(x) = 2 + 5 = 7ت( هر دو حد موجودند: 

.وجود ندارد است؛ پس حد 0 = (1−) + 1 و حد راست 1 = (1−) + 2 حد ندارد؛ حد چپ مجموع 1− در fث( 

 و حد راست15.5 = (3.5)5 + (1−)2 در ۲ حد ندارد )حد چپ ۳٫۵ و حد راست ۱−(؛ حد چپ عبارت gج( 
.وجود ندارد است؛ پس حد 7− = (1−)5 + (1−)2

lim(x�0) (f(x))⁴ = (1/3)⁴ = 1/81چ( 

۲۳
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.حد وجود ندارد برابر ۱ و حد راست آن ۰ است؛ حد چپ مربع ۱ و حد راست ۰ است؛ gح( حد چپ 

.حد وجود ندارد است؛ 1 = 1−/1− و حد راست 2/7− = 1/3.5−خ( حد چپ 

lim(x�5) f(x)·g(x) = 5 × 5 = 25د( 

تمرینصفحه ۲۸۱۳۶

حداقل سه پرسش مانند موارد صفحهٔ بعد مطرح کنید و به آنها پاسخ دهید. دربارهٔ مسائل مطرح‌شده در
کلاس گفت‌وگو کنید.

نمونه‌ای از سه پرسش و پاسخ آنها:

lim(x�−1) (x³ + 2x − 5) :8− = 5 − 2 − 1− را بیابید. پاسخ.

lim(x�4) (x² − 16)/(x − 4) :را بیابید. پاسخ lim (x−4)(x+4)/(x−4) = lim (x+4) = 8.

lim(x�2�) [x]  و lim(x�2�) [x]  :؛ چون برابر نیستند، 2 و 1 را بیابید. پاسخlim(x�2) [x] .وجود ندارد 

تمرینصفحه ۲۹۱۳۶

دو تابع متفاوت مثال بزنید که در یک نقطه دارای حدهای برابر باشند.

 است( ولی{2} − � برابر g و دامنهٔ � برابر f متفاوت‌اند )دامنهٔ g(x) = (x² − 4)/(x − 2) و f(x) = x + 2تابع‌های 
lim(x�2) f(x) = lim(x�2) g(x) = 4.

 نیز در ۲ حد برابر ۴ دارند.k(x) = 4 برای x = 2 ، x² برای x ≠ 2 و h(x) = x²مثال دیگر: 

۲۴
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تمرینصفحه ۳۰۱۳۶

حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.
lim(x�7) (−3)الف( 

lim(x�0) (−2x−7)ب( 
lim(x�−1) (3x²−4x+5)پ( 
lim(x�3) (x²−3x)/(x²−9)ت( 
lim(x�0) x/(2x²−x)ث( 
lim(x�−2) (x³+8)/(x+2)ج( 
 lim(x�−2) [x]چ( 
lim(x�0�) √xح( 
lim(x�2) √(x+7)خ( 
lim(x�0�) √xد( 
lim(x�2) √(x+5)ذ( 
lim(x�1) √(x−2)ر( 
lim(x�3�) (x−2)/([x]+1)ز( 
lim(x�−�/3) cos xژ( 

lim(x��/4) (sin x + cos x)س( 
 lim(x�−2�) x/[x]ش( 
lim(x��/2) (1−sin²x)/(1−sin x)ص( 
lim(x�0) (x + [x])ض( 

3−الف( 

7− = 7 − (0)2−ب( 

12 = 5 + 4 + 3 = 5 + (1−)4 − (1)3پ( 

lim x(x−3)/((x−3)(x+3)) = lim x/(x+3) = 3/6 = 1/2ت( 

lim x/(x(2x−1)) = lim 1/(2x−1) = 1/(−1) = −1ث( 

lim (x+2)(x²−2x+4)/(x+2) = lim (x²−2x+4) = 4 + 4 + 4 = 12ج( 

.حد وجود ندارد −۲؛ = [x] داریم 2− کمی بیشتر از x و برای 3− = [x] داریم 2− کمی کمتر از xچ( برای 

0ح( 

3 = 9√ = (7+2)√خ( 

.حد وجود ندارد تعریف نشده است؛ x < 0د( تابع برای 

7√ = (5+2)√ذ( 

۲۵
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.حد وجود ندارد و تابع تعریف نشده است؛ x − 2 < 0ر( در نزدیکی ۱ داریم 

1/4 = (1+3)/(2−3) ۳؛ = [x] کمی بزرگ‌تر از ۳ داریم xز( برای 

cos(−�/3) = cos(�/3) = 1/2ژ( 

sin(�/4) + cos(�/4) = √2/2 + √2/2 = √2س( 

1 = (2−)/(2−) −۲؛ = [x] داریم 2− کمی بزرگ‌تر از xش( برای 

lim (1−sin x)(1+sin x)/(1−sin x) = lim (1 + sin x) = 1 + 1 = 2ص( 

.حد وجود ندارد؛ نابرابرند و 0 = 0 + 0 ؛ حد راست: 1− = (1−) + 0ض( حد چپ: 

تمرینصفحه ۳۱۱۳۶

lim (f(x) ، حدهای زیر را در صورت وجود بیابید. الف( lim(x�2) h(x) = −1 و lim g(x) = 0 و ۴lim f(x) = 3( اگر 
+h(x))

�lim (h(x))ب( 
lim f(x)/g(x)پ( 
lim g(x)/f(x)ت( 
lim 3f(x)/(g(x)−5h(x))ث( 
lim 1/h(x)ج( 

2 = (1−) + 3الف( 

1− = �(1−)ب( 

پ( مخرج به ۰ و صورت به ۳ )غیرصفر( میل می‌کند؛ قانون تقسیم کاربرد ندارد و عبارت بی‌کران می‌شود،
.وجود نداردپس حد )به‌عنوان عدد حقیقی( 

0 = 0/3ت( 

9/5 = ((1−)×5 − 0) / 3×3ث( 

1− = (1−)/1ج( 

۲۶
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تمرینصفحه ۳۲۱۳۶

 موجود است؟ )چرا؟(lim(x�3) f(x) را رسم کنید. آیا g(x) = 1 و ۵f(x) = |x − 3|/(x − 3)( نمودار دو تابع 
lim(x�3) g(x)چطور؟ در چه نقاطی حد دو تابع با هم برابرند؟ 

x > 3 و y = −1 روی x < 3) دو نیم‌خط افقی f −۱؛ پس نمودار = f(x) داریم x < 3 و برای f(x) = 1 داریم x > 3برای 
 است.y = 1 خط افقی g است؛ نمودار x = 3 با دایرهٔ توخالی در (y = 1روی 

lim(x�3�) f(x) = −1 و lim(x�3�) f(x) = 1 ،؛ چون حد چپ و راست برابر نیستندlim(x�3) f(x)وجود ندارد.
 موجود است.lim(x�3) g(x) = 1اما 

 و1− برابر f حد a < 3 ؛ در نقاط (a نزدیک f = g = 1 داریم a > 3 برابر ۱ است )برای a > 3حد دو تابع در هر نقطهٔ 
 برابر است.x > 3 وجود ندارد. پس حد دو تابع در نقاط f حد a = 3 برابر ۱ است )برابر نیستند( و در gحد 

تمرینصفحه ۳۳۱۳۶

 چه می‌توان گفت؟۶f + g( در هر یک از حالت‌های زیر دربارهٔ حد تابع 
 حد نداشته باشند.a هیچ‌کدام در نقطه‌ای مانند g و fالف( اگر توابع 

 حد نداشته باشد.a در g حد داشته باشد ولی تابع a در fب( اگر تابع 

 و f(x) = [x] حد داشته باشد یا نداشته باشد. مثال: f + g نمی‌توان نتیجه‌ای قطعی گرفت؛ ممکن است الف(
g(x) = −[x]  در a = 1 حد ندارند ولی f + g = 0 حد دارد. اما f(x) = [x]  و g(x) = [x]  در a = 1 حد ندارند و f + g = 

2[x] .هم حد ندارد 

 به‌عنوان تفاضل دو تابع دارای حد، حد داشت کهg = (f + g) − f حد داشت، آنگاه f + g. اگر ندارد حد f + gب(
با فرض در تناقض است.

۲۷
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تمرینصفحه ۳۴۱۳۶

 lim(x�m�) [x] یک عدد صحیح باشد، حدهای زیر را در صورت وجود محاسبه کنید: الف( ۷m( اگر 
 lim(x�m�) [x]ب( 
 در چه نقاطی حد دارد؟ f(x) = [x] . به طور کلی تابع  lim(x�m) [x]پ( 

lim(x�m�) [x] = mالف( 

lim(x�m�) [x] = m − 1ب( 

.وجود ندارد lim(x�m) [x]پ( حد چپ و راست نابرابرند؛ 

 حد دارد و برابرa در هر عدد صحیح حد ندارد، و در هر عدد حقیقی غیرصحیح مانند  f(x) = [x] تابع به طور کلی:
[a] .است 

۲۸
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فعالیتصفحه ۳۵۱۳۷

نمودارهای نُه تابع در شکل‌های زیر رسم شده‌اند.
الف( کدام‌یک از نمودارهای فوق را می‌توان بدون آنکه قلم را از روی کاغذ برداشت، رسم کرد؟

ب( مثال دیگری مشابه توابع بالا ارائه کنید. ردیف‌های اول و دوم نمونه‌ای از توابع پیوسته هستند.

 وf(x) = |x| ، 2x + 3 ، x² ، 2� ، sin x نمودارهای ردیف اول و دوم را می‌توان بدون برداشتن قلم رسم کرد: الف(
log x :روی دامنهٔ خودش(. نمودارهای ردیف سوم را نمی‌توان بدون برداشتن قلم کشید( (x²−4)/(x−2)حفره( 

.(x = 0 )گسست در x/1 )پرش در هر عدد صحیح( و  x = 2) ، [x]در 

 ،(x−3)/(x²−9)؛ توابع ناپیوسته مانند 2x + 1− و �x³ ، cos x ، √x ، 3 مثال‌های مشابه: توابع پیوسته مانند ب(
x − [x]  1 و/(x−1).

۲۹
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فعالیتصفحه ۳۶۱۳۸

 در شرایط مختلف نمایش داده شده است. شما همcدر نمودارهای صفحه ناپیوسته بودن یک تابع در نقطهٔ 
مثال‌های دیگری ارائه کنید.

x = c نمونه‌هایی از ناپیوستگی در

مثالحالت

 در f(x) = [x] c = ۱حد چپ و راست موجود ولی نابرابر )پرش(

 در f(x) = 1/xc = ۰حد وجود ندارد )تابع بی‌کران می‌شود(

 در f(c)f(x) = (x²−1)/(x−1)c = ۱ موجود نیست ولی حد موجود است

 در f(x) = xc = ۲ برای x ≠ 2 و f(2) = 5حد و f(c) هر دو موجودند ولی برابر نیستند

 در f(c)f(x) = |x|/xc = ۰ موجود نیست و حد وجود ندارد

کار در کلاسصفحه ۳۷۱۳۹

f(x) = (x−3)² ناپیوسته‌اند؟ الف( x = 1کدام‌یک از توابع با ضابطه‌های داده شده در 
g(x) = |x−1|/(x−1)ب( 
x < 1 برای x > 1 ، h(1) = 2 ، h(x) = −x + 2 برای h(x) = xپ( 

 است.پیوسته؛ lim(x�1) f(x) = 4 = f(1) چندجمله‌ای است و fالف(

 است.ناپیوسته برابر نیست(؛ 1 با حد راست 1− تعریف نشده است )و حد چپ g(1)ب(

 است.ناپیوسته؛ h(1) = 2 ≠ 1 ولی lim(x�1) h(x) = 1، پس lim(x�1�) (−x+2) = 1 و lim(x�1�) x = 1پ(

 ناپیوسته‌اند.x = 1 در h و gپس توابع 

۳۰
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فعالیتصفحه ۳۸۱۳۹

�x�2 و lim(x�2�) f(x) با نمودار زیر را در نظر بگیرید. الف( کدام‌یک از حدهای f(x) = √(x − 2)تابع 
 پیوسته است؟x = 2 در f موجود است؟ پ( آیا تابع lim(x�2) f(x)موجودند؟ ب( آیا 

 موجود نیست )تابع در سمت چپ ۲ تعریف نشدهlim(x�2�) f(x) موجود است، ولی lim(x�2�) f(x) = 0الف(
است(.

 خیر، چون حد چپ وجود ندارد.ب(

.lim(x�2�) f(x) = 0 = f(2) در ۲ پیوسته نیست )حد وجود ندارد(. فقط پیوسته از راست است، زیرا f خیر؛ پ(

کار در کلاسصفحه ۳۹۱۴۰

 و نمودار آن را در نظر بگیرید. الف( کدام‌یک ازx ≤ 2 برای g(x) = x + 1 و x > 2 برای g(x) = 3xتابع با ضابطهٔ 
x = 2 در g موجود است؟ پ( آیا تابع lim(x�2) g(x) موجودند؟ ب( آیا �x�2 و lim(x�2�) g(x)حدهای 

پیوسته است؟

.lim(x�2�) g(x) = 3×2 = 6 و lim(x�2�) g(x) = 2 + 1 = 3 هر دو موجودند: الف(

 خیر؛ حد چپ و راست نابرابرند.ب(

 = g(2) = 3 از چپ پیوسته است، زیرا g) در ۲ پیوسته نیست. g خیر؛ چون حد در ۲ وجود ندارد، پ(
lim(x�2�) g(x).)

۳۱
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کار در کلاسصفحه ۴۰۱۴۰

 پیوسته است هرگاه(a,b] روی بازهٔ f را به طور مشابه تعریف کنید. تابع  [a,b) و (a,b]پیوستگی روی بازه‌های 
 پیوسته است هرگاه … [a,b) روی بازهٔ f… ؛ تابع 

 پیوستگی راستa پیوسته باشد و در نقطهٔ (a, b) روی بازهٔ باز f پیوسته است هرگاه  (a, b] روی بازهٔ fتابع 
.lim(x�a�) f(x) = f(a)داشته باشد، یعنی 

 پیوستگی چپb پیوسته باشد و در نقطهٔ (a, b) روی بازهٔ باز f پیوسته است هرگاه  [a, b) روی بازهٔ fتابع 
.lim(x�b�) f(x) = f(b)داشته باشد، یعنی 

کار در کلاسصفحه ۴۱۱۴۱

 پیوسته باشد.(∞+ ,2−] پیوسته باشد. ب( روی بازهٔ (∞ ,∞−)سه تابع متفاوت مثال بزنید که: الف( روی بازهٔ 
 پیوسته باشد. [0 ,∞−)پ( روی بازهٔ 

.f(x) = x² + 1 ، g(x) = sin x ، h(x) = 2x − 5 ، مثلاً cos x و sin x هر چندجمله‌ای یا الف(

.h(x) = x√(x+2) و g(x) = √(x+2) + 3 و پیوسته روی آن(، (∞+ ,2−] )دامنه f(x) = √(x + 2) توابعی مانند ب(

.h(x) = 2√(−x) و g(x) = √(−x) − 1 و پیوسته روی آن(،  [0 ,∞−) )دامنه f(x) = √(−x) توابعی مانند پ(

۳۲
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کار در کلاسصفحه ۴۲۱۴۱

 = x < 2 ، f(x) ≥ 1− برای x < −1 ، f(x) = x² − 1 برای f(x) = 2x + 4 با ضابطهٔ مقابل را در نظر می‌گیریم: ۱f( تابع 
−x + 5 2 برای < x < 5.

 ,2) و  [1 ,1−] را به‌دست آورید. پ( پیوستگی تابع را روی بازه‌های f را کامل کنید. ب( دامنه و برد fالف( نمودار 
 بررسی کنید. [0 ,2−] و (5

 y ۰(، سهمی ,1−) ۲(، نقطهٔ توپر ,1−) تا دایرهٔ توخالی y = 2x + 4 نمودار کامل‌شده در شکل زیر است: خط الف(
= x² − 1 ۳(، و پاره‌خط ,2) تا دایرهٔ توخالی (0 ,1−) از y = −x + 5 (0 ,5) تا دایرهٔ توخالی (3 ,2) از دایرهٔ توخالی.

 است؛(3 ,0) و بخش سوم (3 ,1−] ، بخش دوم (2 ,∞−). برد: بخش اول D_f = (−∞, 2) � (2, 5) دامنه: ب(
.R_f = (−∞, 3)پس 

 lim(x�−1�) فقط پیوستگی راست لازم است و x = −1 چندجمله‌ای است؛ در x² − 1 ضابطه : [1 ,1−] روی پ(
(x²−1) = 0 = f(−1) ؛ پسf ضابطه :(5 ,2) است. روی پیوسته [1 ,1−] روی −x + 5است و چندجمله‌ای است؛ 

 ناپیوسته است، پس1− در f؛ lim(x�−1�) f(x) = 2 ≠ f(−1) = 0 داریم x = −1 در : [0 ,2−] است. روی پیوسته
.پیوسته نیست [0 ,2−]روی 

۳۳
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کار در کلاسصفحه ۴۳۱۴۱

 پیوسته [1− ,∞−) روی بازهٔ f کدام‌یک از گزاره‌های زیر درست و کدام‌یک نادرست است؟ الف( ۲f( دربارهٔ تابع 
 . ث(lim(x�5) f(x) = 0 پیوسته است. ت(  [5 ,2] روی بازهٔ f پیوسته است. پ( (1− ,∞−) روی بازهٔ fاست. ب( 

lim(x�5�) f(x) = 0 )ج . f ٔپیوسته است.(0 ,2−) روی بازه 

 پیوستگی چپ ندارد.1− در f ؛ f(−1) = 0 حد چپ ۲ است ولی x = −1؛ در نادرستالف( 

 چندجمله‌ای است.2x + 4؛ روی این بازه ضابطه درستب( 

 در ۲ و ۵ تعریف نشده است.f؛ نادرستپ( 

؛ تابع در سمت راست ۵ تعریف نشده است، پس حد دوطرفه وجود ندارد.نادرستت( 

.lim(x�5�) (−x + 5) = 0؛ درستث( 

 ناپیوسته است.1− در f است و 1− شامل (0 ,2−)؛ بازهٔ نادرستج( 

کار در کلاسصفحه ۴۴۱۴۲

 : الف( دو بازهٔ بسته مثال بزنید که تابع در یکی از آنها پیوسته و در دیگری ناپیوسته باشد.۳f( با توجه به تابع 
 پیوسته نباشد. [a,b] پیوسته باشد؛ اما روی (a,b) ای را مثال بزنید که تابع روی b و aب( 

 پیوستگی راست دارد( ولی روی1− روی آن پیوسته است و در x² − 1 پیوسته است )چون  [1 ,1−] روی fالف(
 ناپیوسته است(.x = −1 پیوسته نیست )در  [0 ,2−]

 تعریف نشده است، پس رویf(2) ولی (x² − 1 پیوسته است )ضابطهٔ (2 ,1−) روی b = 2: f و a = −1 مثلاً ب(
 پیوستگیb = −1 پیوسته است ولی در (1− ,3−) روی f ؛ b = −1 و a = −3 پیوسته نیست. )مثال دیگر:  [2 ,1−]

چپ ندارد.(

۳۴
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تمرینصفحه ۴۵۱۴۲

 ≠ f(x) = 2x + 1 ، g(x) = 2x + 1 (x با ضابطه‌های داده شده، به سؤالات پاسخ دهید: h و g و ۱f( با توجه به توابع 
2) ، h(x) = 2 + x برای x ≠ 2 و h(2) = 3.

.f(2) ، g(2) ، h(2)الف( مقادیر زیر را در صورت وجود به دست آورید: 
. lim f(x) ، lim g(x) ، lim(x�2) h(x)ب( حدود زیر را در صورت وجود به‌دست آورید: 

 پیوسته است؟x = 2پ( کدام تابع در 

.h(2) = 3 تعریف نشده است ؛ g(2) ؛ f(2) = 5الف(

.lim(x�2) h(x) = 2 + 2 = 4 ؛ lim(x�2) g(x) = 5 ؛ lim(x�2) f(x) = 5ب(

 ناپیوسته است زیراh در ۲ تعریف نشده است و g .(lim f = f(2) = 5) پیوسته است f تنها پ(
lim h = 4 ≠ h(2) = 3.

تمرینصفحه ۴۶۱۴۲

 در چه نقاطیf را رسم کنید. x > 2 برای x < 2 ، f(2) = −2 ، f(x) = −x + 2 برای ۲f(x) = x − 3( نمودار تابع 
پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟

0 و حد راست 1− حد چپ x = 2 ضابطهٔ تابع چندجمله‌ای است و تابع پیوسته است. در x ≠ 2در هر نقطهٔ 
 است.ناپیوستهx = 2 در fاست؛ حد وجود ندارد، پس 

 ناپیوسته است.x = 2 پیوسته و در {2} − �تابع در همهٔ نقاط 
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تمرینصفحه ۴۷۱۴۲

 را در نظر می‌گیریم. پیوستگیg(x) = (x² − 9)/(x − 3) ، و f(3) = 6 و x ≠ 3 برای ۳f(x) = (x² − 9)/(x − 3)( توابع 
 بررسی کنید.x = 3این توابع را در 

.lim(x�3) f(x) = lim(x�3) g(x) = 6 ؛ پس x ≠ 3:(x²−9)/(x−3) = x + 3برای 

f:f(3) = 6 = lim(x�3) f(x) ؛ f ۳ است.پیوسته در 

g:g(3) تعریف نشده است؛ g ۳ است.ناپیوسته در 

تمرینصفحه ۴۸۱۴۲

 ، تابع در چه نقاطی پیوسته و در چه نقاطی ناپیوسته است؟ ۴f(x) = [x]( با توجه به نمودار تابع 

 است )پرشناپیوسته است؛ حد وجود ندارد و تابع m و حد راست m − 1 حد چپ mدر هر عدد صحیح مانند 
به اندازهٔ ۱(.

 است.پیوسته؛ تابع  lim(x�a) [x] = [a] ثابت است و a تابع در همسایگی aدر هر عدد حقیقی غیرصحیح 

 � پیوسته و در نقاط � ناپیوسته است )در اعداد صحیح فقط پیوستگی راست دارد(.− � روی fیعنی 

تمرینصفحه ۴۹۱۴۲

 بررسی کنید. پیوستگیx = 0 را در نقطهٔ x > 0 برای f(x) = x² + 2 و x ≤ 0 برای ۵f(x) = −2x + 2( پیوستگی تابع 
تابع در نقاط دیگر چگونه است؟

f(0) = −2(0) + 2 = 2 ؛ lim(x�0�) (−2x + 2) = 2 ؛ lim(x�0�) (x² + 2) = 2.

 است.پیوستهx = 0 در f برابرند؛ پس f(0)حد چپ و راست با هم و با 

 پیوسته است.� در همهٔ نقاط f چندجمله‌ای است؛ بنابراین x² + 2 ضابطه x > 0 و در 2x + 2− ضابطه x < 0در 
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تمرینصفحه ۵۰۱۴۲

 مساوی ۱− باشد؛ ولی تابع در ۱ پیوسته نباشد. نمودار این تابع را۶x = 1( تابعی مثال بزنید که حد آن در نقطهٔ 
رسم کنید.

 در f۱؛ پس f(1) = 2 ≠ −1 ولی lim(x�1) f(x) = −1 را در نظر می‌گیریم: f(x) = −1 برای x ≠ 1 ، f(1) = 2تابع 
پیوسته نیست.

تمرینصفحه ۵۱۱۴۲

 پیوسته است؟۷x = 1( کدام‌یک از توابع زیر در 

f: شروع می‌شود؛ (1 ,1) از چپ ثابت ۱ و از راست منحنی‌ای که از lim f = f(1) = 1 است.پیوسته؛ 

g: ناپیوسته ۲((؛ حد وجود ندارد؛ ,1) حد چپ ۱ ولی حد راست ۲ است )دایرهٔ توخالی در.

h:lim(x�1) h(x) = 1 ولی h(1) = 3 ناپیوسته؛.

k: ناپیوسته تابع بلافاصله بعد از ۱ تا ۲ تعریف نشده است، پس حد راست وجود ندارد؛.

 پیوسته است.x = 1 در fپس فقط تابع 
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تمرینصفحه ۵۲۱۴۲

۸( در مواقعی تجویز دارو برای کودکان بر اساس جرم کودک انجام می‌گیرد. روش‌های مختلفی برای برآورد
کردن جرم یک کودک )برحسب کیلوگرم( در شرایط اضطراری )که جرم نمی‌تواند اندازه‌گیری شود( وجود دارد.

 است که در آنt ≤ 10 ≥ 1 برای f(t) = 2t + 10 و t < 1 ≥ 0 برای f(t) = 6t + 4یکی از این روش‌ها استفاده از تابع 
t:سن کودک برحسب سال است. به‌طور مثال جرم یک کودک ۶ ماهه به کمک این تابع چنین محاسبه می‌شود 

.f(1/2) = 6×(1/2) + 4 = 7 ۱/۲ سال ، = ۶/۱۲ �۶ ماه 
 پیوسته است؟ [10 ,0] در بازهٔ f را بیابید. ب( آیا f(5) و f(2)الف( 

 )کیلوگرم(.f(5) = 2×5 + 10 = 20 و f(2) = 2×2 + 10 = 14الف(

 = lim(t�1�) (6t + 4) داریم t = 1 هر ضابطه چندجمله‌ای است و درون بازه‌های خودش پیوسته است. در ب(
 ,0] روی f ناپیوسته است؛ پس t = 1 در f. چون حد چپ با مقدار تابع برابر نیست، f(1) = 2×1 + 10 = 12 ولی 10

.پیوسته نیست [10

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
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