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پرسشصفحه ۱۲۶

فرض کنید بخواهیم زمینی مثلث‌شکل را تنها با کشیدن یک دیوار مستقیم به دو قسمت هم‌مساحت تقسیم
نماییم. چگونه می‌توان این کار را انجام داد؟

از یک رأس مثلث به وسط ضلع مقابل، پاره‌خطی )میانه( رسم می‌کنیم؛ یعنی دیوار را روی میانهٔ مثلث
می‌سازیم.

دلیل: دو مثلثی که پدید می‌آیند قاعده‌های برابر دارند )چون نقطه، وسط ضلع است( و ارتفاع هر دو از رأس
.S = ½ × (BC/2) × hمشترک بر ضلع مقابل یکی است؛ پس مساحت‌هایشان برابر است: 

فعالیت ۱صفحه ۲۲۶

یک نقطهٔ ثابت در صفحه، مانند O را درنظر بگیرید و تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ثابت ۲ سانتی‌متر از آن هستند
درنظر بگیرید. این نقاط چه شکلی را تشکیل می‌دهند؟

 و شعاع ۲ سانتی‌متر تشکیل می‌دهند.O به مرکز دایرهاین نقاط یک 

فعالیت ۲صفحه ۳۲۶

یک دایره به مرکز O و به شعاع ۲ سانتی‌متر بکشید و یک نقطهٔ دلخواه روی آن درنظر بگیرید. فاصلهٔ این نقطه
تا مرکز دایره چقدر است؟

r به فاصلهٔ O( را درنظر بگیرید. هر نقطه که از نقطهٔ r و به شعاع O به مرکز C )بخوانید دایرهٔ Cنتیجه: دایرهٔ 
 است.r به فاصلهٔ Oباشد ......... دایره قرار دارد و هر نقطه که ......... دایره قرار دارد از نقطهٔ 

 است.۲ سانتی‌مترفاصلهٔ هر نقطهٔ دایره تا مرکز برابر شعاع، یعنی 

 دایره قرار دارد، از نقطهٔروی دایره قرار دارد و هر نقطه که روی باشد، r به فاصلهٔ O هر نقطه که از نقطهٔ نتیجه:
O ٔبه فاصله r.است 
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فعالیت ۳صفحه ۴۲۶

مانند آنچه برای نقاط روی دایره انجام داده شد، یک‌بار برای نقاط داخل دایره و یک‌بار برای نقاط بیرون دایره
نتایج مشابهی به‌دست آورید.

( است و هر نقطه که فاصله‌اش تاr از شعاع )کمترهر نقطه که داخل دایره قرار دارد، فاصله‌اش تا مرکز 
 کمتر باشد، داخل دایره قرار دارد.rمرکز از 

( است و هر نقطه که فاصله‌اش تاr از شعاع )بیشترهر نقطه که بیرون دایره قرار دارد، فاصله‌اش تا مرکز 
 بیشتر باشد، بیرون دایره قرار دارد.rمرکز از 

فعالیت ۴صفحه ۵۲۶

خطی مانند d درنظر بگیرید. تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از خط d هستند مشخص کنید. این نقاط
چه شکل یا شکل‌هایی را تشکیل می‌دهند؟

dدو خط موازی با  به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر هستند در دو طرف خط قرار می‌گیرند. این نقاط dنقاطی که از خط 
 است.d و دیگری در سوی دیگر آن و هر کدام به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از dتشکیل می‌دهند که یکی در یک سوی 

فعالیت ۵صفحه ۶۲۶

 قرار دارد.�dنقطهٔ P به فاصلهٔ ۱ سانتی‌متر از خط 
الف( تمام نقاطی را که به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از نقطهٔ P هستند، مشخص کنید.

 را که به فاصلهٔ ۲ سانتی‌متر از نقطهٔ P هستند، مشخص کنید.�dب( نقاطی از خط 

 و شعاع ۲ سانتی‌متر قرار دارند.P این نقاط روی دایره‌ای به مرکز الف(

 برابر ۱ و کمتر از شعاع )d�)۲ تا P نقاط خواسته‌شده است. چون فاصلهٔ �d محل برخورد این دایره با خط ب(
 و بهH باشد، این دو نقطه در دو طرف �d بر P پای عمود از H قطع می‌کند. اگر دو نقطهاست، دایره خط را در 

 سانتی‌متر از آن قرار دارند.1.73 ≈ 3√ = (1² − 2²)√فاصلهٔ 

۵

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

فعالیت ۶صفحه ۷۲۶

نقاط A و B را به فاصلهٔ ۵ سانتی‌متر از هم درنظر بگیرید. به مرکز A و به شعاع ۴ سانتی‌متر یک کمان رسم
X و به شعاع ۳ سانتی‌متر کمانی دیگر رسم کنید تا دو کمان یکدیگر را در نقاطی مانند B کنید و سپس به مرکز

و Y قطع کند.
الف( اندازهٔ اضلاع مثلث‌های AXB و AYB را مشخص کنید.

ب( توضیح دهید که چگونه می‌توانید مثلثی به طول ضلع‌های داده‌شدهٔ ۴ و ۵ و ۷ رسم کنید.

،5² = 4² + 3². هر دو مثلث اضلاعی به طول ۳ و ۴ و ۵ دارند و چون AB = 5 و AX = AY = 4 ،BX = BY = 3الف(
( و با هم هم‌نهشت‌اند.Y و Xهر دو مثلث قائم‌الزاویه‌اند )زاویهٔ قائمه در 

 و شعاع ۵ دوB و شعاع ۴ و به مرکز A( می‌کشیم. به مرکز AB ابتدا پاره‌خطی به طول ۷ سانتی‌متر )مثلاً ب(
ABC کمان‌ها یکدیگر را قطع می‌کنند(. مثلث 7 < 5 + 4 قطع کنند )چون Cکمان می‌زنیم تا یکدیگر را در نقطهٔ 

با اضلاع ۴ و ۵ و ۷ مثلث خواسته‌شده است.

فعالیت )عمودمنصف ۱(صفحه ۸۲۷

AB روی عمودمنصف W و عمودمنصف آن مشخص شده‌اند. نقطه‌ای دلخواه مانند AB در شکل مقابل پاره‌خط
درنظر بگیرید و نشان دهید W از دوسرِ AB به یک فاصله است.

نتیجهٔ ۱: هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره‌خط از دو سر آن پاره‌خط ................ .

 را درنظر می‌گیریم:WMB و WMA. دو مثلث AM = MB و WM � AB باشد؛ پس AB وسط Mفرض کنیم 

AM = MB)وسط پاره‌خط( 

WM = WM)ضلع مشترک( 

�WMA = �WMB = 90°

.WA = WBطبق حالت )ض ز ض( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 

.به یک فاصله است هر نقطه روی عمودمنصف یک پاره‌خط از دو سر آن پاره‌خط نتیجهٔ ۱:

۶
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فعالیت )عمودمنصف ۲(صفحه ۹۲۷

 = AWپاره‌خط AB و نقطهٔ W مانند شکل مقابل به‌گونه‌ای قرار دارند که W از دوسر AB به یک فاصله است )
BWوصل کنید و با AB و به وسط B و A به W راهنمایی: از( .قرار دارد AB روی عمودمنصف W نشان دهید .)

استفاده از هم‌نهشتی مثلث‌ها نشان دهید W روی عمودمنصف AB قرار دارد.(
نتیجهٔ ۲: هر نقطه که از دوسر یک پاره‌خط به فاصلهٔ یکسان باشد ................ .

از )۱( و )۲( نتیجه می‌گیریم: هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره‌خط باشد از ................ و هر نقطه که
از ................ روی عمودمنصف آن پاره‌خط قرار دارد.

:WBM و WAM وصل می‌کنیم. در مثلث‌های M و A ،B را به W باشد و AB وسط Mفرض کنیم 

WA = WB)فرض( 

AM = BM)وسط پاره‌خط( 

WM = WM)ضلع مشترک( 

. این دو زاویه مجاورند و�WMA = �WMBطبق حالت )ض ض ض( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 
 عمود است و از وسط آن می‌گذرد، پسAB بر WMمجموعشان ۱۸۰° است؛ بنابراین هر کدام ۹۰° است. یعنی 

W روی عمودمنصف AB.قرار دارد 

.روی عمودمنصف آن پاره‌خط قرار دارد هر نقطه که از دوسر یک پاره‌خط به فاصلهٔ یکسان باشد، نتیجهٔ ۲:

 و هردو سر آن پاره‌خط به یک فاصله است هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره‌خط باشد، از جمع‌بندی:
، روی عمودمنصف آن پاره‌خط قرار دارد.دو سر آن پاره‌خط به یک فاصله باشدنقطه که از 

فعالیتصفحه ۱۰۲۷

۱( نقطهٔ P در صفحه مشخص شده است. چند خط می‌توانید رسم کنید که از نقطهٔ P عبور نمایند؟
B و A ٔدر صفحه مشخص شده‌اند. چند خط متمایز می‌توانید رسم کنید که از هر دو نقطه B و A ٔ۲( دو نقطه

عبور نمایند؟
۳( به نظر شما برای اینکه یک خط مشخص شود حداقل چند نقطه از آن باید مشخص شده باشد؟

 خط می‌گذرد.بی‌شماراز یک نقطه 

 خط از دو نقطهٔ متمایز می‌گذرد.یکتنها 

 از خط باید معلوم باشد.دو نقطهٔ متمایزحداقل 

۷
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فعالیتصفحه ۱۱۲۷

رسم عمودمنصف یک پاره‌خط داده‌شده: می‌خواهیم عمودمنصف پاره‌خط AB را رسم کنیم.
B و بار دیگر به همان شعاع و به مرکز A ٔباز کنید و یک بار به مرکز نقطه AB ۱ـ دهانهٔ پرگار را بیش از نصف طول

کمان بزنید تا دو کمان یکدیگر را در نقاطی مانند P و Q قطع کنند.
۲ـ آیا نقاط P و Q نقاطی متعلق به عمودمنصف AB هستند؟ چرا؟

۳ـ آیا با داشتن نقاط P و Q می‌توان عمودمنصف AB را مشخص کرد؟ چرا؟
۴ـ حال عمودمنصف AB را رسم کنید.

 پدید می‌آیند.AB در دو سوی Q و Pکمان‌ها را مطابق دستور می‌زنیم؛ دو نقطهٔ برخورد 

. هر نقطه که از دو سر پاره‌خط به یکQA = QB و PA = PBبله. چون هر دو کمان شعاع یکسان دارند، 
 هستند.AB روی عمودمنصف Q و Pفاصله باشد روی عمودمنصف آن است )نتیجهٔ ۲(، پس 

 همانPQ دو نقطهٔ متمایزند و از دو نقطهٔ متمایز فقط یک خط می‌گذرد؛ پس خط Q و Pبله. 
 است.ABعمودمنصف 

 است.AB را رسم می‌کنیم؛ این خط عمودمنصف PQبا خط‌کش خط 

فعالیتصفحه ۱۲۲۸

رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه‌ای روی آن: خط d و نقطهٔ M روی آن مانند شکل مشخص شده‌اند.
می‌خواهیم خطی رسم کنیم که از M بگذرد و بر خط d عمود باشد.

 باشد.۱AM = MBـ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B را بر خط d بیابید که 
۲ـ عمودمنصف پاره‌خط AB را رسم کنید.

۳ـ عمودمنصف پاره‌خط AB خطی است که بر خط d ............ و از نقطهٔ ............ .

B و A قطع می‌کنیم؛ دو نقطهٔ M را در دو طرف d و باز کردن دلخواه آن، خط Mبا نوک پرگار روی 
.AM = MBبه‌دست می‌آیند و 

 را با روش رسم عمودمنصف می‌کشیم.ABعمودمنصف 

. پس اینمی‌گذرد (AB )وسط M و از نقطهٔ عمود استd خطی است که بر خط ABعمودمنصف پاره‌خط 
خط همان خط عمود خواسته‌شده است.

۸
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فعالیتصفحه ۱۳۲۸

رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه‌ای غیر واقع بر آن: خط d و نقطهٔ P مانند شکل داده شده‌اند. می‌خواهیم
خطی رسم کنیم که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d عمود باشد.

۱ـ به کمک پرگار نقاطی مانند A و B را بر خط d به‌گونه‌ای بیابید که از نقطهٔ P به یک فاصله باشند.
۲ـ عمودمنصف پاره‌خط AB را رسم کنید.

۳ـ آیا عمودمنصف پاره‌خط AB از نقطهٔ P می‌گذرد؟ چرا؟
عمودمنصف پاره‌خط AB بر خط d ............ و از نقطهٔ ............ .

 قطعB و A را در d کمانی می‌زنیم تا d تا P می‌گذاریم و با شعاعی بزرگ‌تر از فاصلهٔ Pنوک پرگار را روی 
.PA = PBکند؛ پس 

 را رسم می‌کنیم.ABعمودمنصف 

 قرارAB به یک فاصله است و بنابر نتیجهٔ ۲ روی عمودمنصف AB از دو سر P، نقطهٔ PA = PBبله؛ چون 
دارد.

؛ پس خط عمود خواسته‌شده است.P می‌گذرد و از نقطهٔ عمود استd بر خط ABعمودمنصف پاره‌خط 

فعالیتصفحه ۱۴۲۸

رسم خط موازی با خط داده شده از نقطه‌ای غیر واقع بر آن: خط d و نقطهٔ P مانند شکل مقابل داده شده‌اند.
می‌خواهیم خطی رسم کنیم که از نقطهٔ P بگذرد و با خط d موازی باشد.

 را به‌گونه‌ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط d عمود باشد.�۱dـ خط 
 عمود باشد.�d را به‌گونه‌ای رسم کنید که از نقطهٔ P بگذرد و بر خط �۲dـ خط 
 را مورب درنظر بگیرید(�d نسبت به خط d چه وضعیتی دارد؟ چرا؟ )خط �۳dـ خط 

 است.�d عمود می‌کنیم؛ این خط d بر Pبا روش »عمود از نقطهٔ غیر واقع بر خط« از 

 است.�d عمود می‌کنیم؛ این خط �d بر Pبا روش »عمود از نقطه‌ای روی خط« در نقطهٔ 

d� با dاست. چون موازی d� مورب دو خط d و dاست و هر دو زاویهٔ متناظر برابر ۹۰° هستند )هر دو� 
.d� � d عمودند(، پس �dخط بر 

۹
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فعالیتصفحه ۱۵۲۸

برخی خواص نیمساز و ترسیم آن: ۱ـ در شکل مقابل نیم‌خط Ow نیمساز زاویهٔ vOu است. فرض کنید P یک
P ٔیکسان است. )یعنی اگر از نقطه vOu ٔاز دو ضلع زاویه P ٔباشد. ثابت کنید فاصلهٔ نقطه Ow نقطهٔ دلخواه روی

عمودهایی بر Ov و Ou رسم کنیم، طول آنها باهم برابر است.(
نتیجهٔ ۱: هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه ................ .

:�OPH و �OPH را رسم می‌کنیم. در دو مثلث قائم‌الزاویهٔ Ou بر �PH و Ov بر �PH عمودهای Pاز 

�POH� = �POH� چون( Ow)نیمساز است 

�OH�P = �OH�P = 90°

OP = OP)ضلع مشترک( 

.�PH� = PHطبق حالت )ز ز ض( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 

.به یک فاصله است هر نقطه روی نیمساز یک زاویه، از دو ضلع آن زاویه نتیجهٔ ۱:

فعالیتصفحه ۱۶۲۹

۲ـ در شکل مقابل فاصلهٔ نقطهٔ P از دو ضلع زاویهٔ vOu یکسان است. نشان دهید که نقطهٔ P روی نیمساز
زاویهٔ vOu قرار دارد. )راهنمایی: پاره‌خط OP را و دو عمود از نقطهٔ P بر Ou و Ov رسم کنید و با استفاده از

هم‌نهشتی مثلث‌ها نشان دهید OP همان نیمساز زاویهٔ uOv است.(
نتیجه ۲: هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به فاصلهٔ یکسان باشد، روی ................ قرار دارد.

از )۱( و )۲( نتیجه می‌گیریم: هر نقطه که روی ................ یک زاویه قرار داشته باشد، از ................ و هر نقطه
که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد، روی ................ آن زاویه قرار دارد.

 و�OPH. در دو مثلث قائم‌الزاویهٔ �PH� = PH را رسم می‌کنیم؛ طبق فرض PH� � Ov و PH� � Ouعمودهای 
OPH�:

PH� = PH�)فرض( 

OP = OP)وتر مشترک( 

هر دو قائم‌الزاویه‌اند

 است.uOv نیمساز زاویهٔ OP و ��POH� = �POHطبق حالت )وتر و یک ضلع( دو مثلث هم‌نهشت‌اند؛ پس 

 قرار دارد.نیمساز آن زاویه هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به فاصلهٔ یکسان باشد، روی نتیجهٔ ۲:

 و هردو ضلع آن زاویه به یک فاصله است یک زاویه قرار داشته باشد، از نیمساز هر نقطه که روی جمع‌بندی:
 آن زاویه قرار دارد.نیمسازنقطه که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد، روی 
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فعالیتصفحه ۱۷۲۹

۳ـ رسم نیمساز یک زاویه
الف( زاویهٔ uOv را درنظر بگیرید. به مرکز O و به شعاع دلخواه کمانی رسم کنید تا نیم‌خط‌های Ou و Ov را در

نقاطی مانند P و Q قطع کند. ـ طول پاره‌خط‌های OP و OQ نسبت به هم چگونه‌اند؟
ب( دهانهٔ پرگار را کمی بیش از نصف طول پاره‌خط PQ باز کنید و یک بار به مرکز P و بار دیگر به مرکز Q کمانی

مانند شکل یکدیگر را در نقطه‌ای مانند W قطع کنند. طول پاره‌خط‌های PW و QW نسبت به هم چگونه‌اند؟
پ( پاره‌خط‌های WO، WP و WQ را رسم کنید. دو مثلث OPW و OQW نسبت به هم چگونه‌اند؟ چرا؟ ـ اندازهٔ

زاویه‌های POW و QOW نسبت به هم چگونه‌اند؟ چرا؟ ـ پاره‌خط OW ............ زاویهٔ uOv است.

، چون هر دو شعاع یک کمان‌اند.OP = OQالف(

، چون دو کمان شعاع یکسان دارند.PW = QWب(

 ضلع مشترک است )ض ض ض(.OW و OP = OQ ،PW = QWاند، زیرا هم‌نهشتOQW و OPW دو مثلث پ(
 است.uOv زاویهٔ نیمسازOW. پس پاره‌خط �POW = �QOWدر نتیجه زاویه‌های متناظر برابرند: 

تمرین ۱صفحه ۱۸۲۹

الف( دو پاره‌خط AB و CD مطابق شکل داده شده‌اند. نقطه‌ای بیابید که از دو نقطهٔ A و B به یک فاصله باشد و
از دو نقطهٔ D و C نیز به یک فاصله باشد.

ب( نقطهٔ موردنظر در قسمت )الف( را O می‌نامیم. اگر نقطهٔ O روی عمودمنصف پاره‌خط BC باشد و G دایره‌ای
به مرکز O و به شعاع OA باشد، رأس‌های چهارضلعی ABCD نسبت به دایرهٔ G چه وضعیتی دارند؟ چرا؟

 به یک فاصلهD و C قرار دارد و نقطه‌ای که از AB به یک فاصله است روی عمودمنصف B و A نقطه‌ای که از الف(
 است.O را رسم می‌کنیم؛ محل برخورد آنها نقطهٔ CD و AB. پس عمودمنصف‌های CDاست روی عمودمنصف 

 = OC است( و BC روی عمودمنصف O )چون OB = OC است(، AB روی عمودمنصف O )چون OA = OBب(
OD چون( O روی عمودمنصف CD پس .)است OA = OB = OC = OD یعنی هر چهار رأس .A ،B ،C و Dاز مرکز 

.هر چهار رأس روی دایرهٔ G قرار دارند به فاصلهٔ شعاع‌اند و Gدایرهٔ 
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تمرین ۲صفحه ۱۹۲۹

مثلثی دلخواه رسم کنید و آن‌را ABC بنامید. عمودمنصف‌های دو ضلع این مثلث را رسم کنید و نقطهٔ برخورد
آنها را O بنامید. به مرکز O و به شعاع OA یک دایره رسم کنید. نقاط B و C نسبت به این دایره چه وضعیتی

دارند؟ چرا؟

؛ وOA = OB است، پس AB روی عمودمنصف O باشد. AC و AB محل برخورد عمودمنصف‌های Oفرض کنیم 
.OA = OB = OC. بنابراین OA = OC است، پس ACروی عمودمنصف 

. )دایره از سه رأس مثلثروی دایره قرار دارند هستند و OA به فاصلهٔ شعاع O هم از مرکز C و Bیعنی 
می‌گذرد.(

تمرین ۳صفحه ۲۰۳۰

مثلثی دلخواه رسم کنید و آن‌را ABC بنامید. نیمسازهای دو زاویهٔ این مثلث را رسم کنید و نقطهٔ برخورد آنها را
ABC بنامید. اضلاع مثلث H بر سه ضلع مثلث عمود رسم کنید و پای یکی از عمودها را O ٔبنامید. از نقطه O

نسبت به این دایره چه وضعیتی دارند؟ چرا؟
)در متن کتاب: »به مرکز O و به شعاع OH دایره‌ای رسم کنید.«(

AB است، از دو ضلع A روی نیمساز زاویهٔ O باشد. چون B و A محل برخورد نیمسازهای زاویه‌های Oفرض کنیم 
 از هرO به یک فاصله است. پس فاصلهٔ BC و AB است، از B به یک فاصله است و چون روی نیمساز زاویهٔ ACو 

 است.OHسه ضلع یکسان و برابر 

 از پای هر سه عمود می‌گذرد و هر ضلع در پای عمود بر شعاع عمود است؛ پسOH و شعاع Oدایره‌ای به مرکز 
 )دایره در مثلث محاط است(.هر سه ضلع مثلث بر دایره مماس‌اند
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تمرین ۴صفحه ۲۱۳۰

فرض کنید نقطهٔ A به فاصلهٔ ۴ سانتی‌متر از خط d باشد. روش رسم هریک از مثلث‌های زیر را توضیح دهید.
الف( مثلثی متساوی‌الساقین که A یک رأس آن و قاعدهٔ آن بر خط d منطبق باشد.

ب( مثلثی که شرایط )الف( را داشته باشد و طول ساق آن ۶ سانتی‌متر باشد.
 باشد.cm² 8پ( مثلثی رسم کنید که شرایط قسمت )الف( را داشته باشد و مساحت آن 

B را در دو نقطهٔ d و شعاع دلخواه، H(. به مرکز AH = 4 می‌نامیم )H عمود می‌کنیم و پای عمود را d بر A از الف(
 متساوی‌الساقینABC و مثلث AB = AC است، پس BC عمودمنصف AH .(HB = HC قطع می‌کنیم )Cو 

است.

 AB قطع کند )چون ۶ < ۴ قطع می‌کند(. آنگاه C و B را در d و شعاع ۶ سانتی‌متر کمانی می‌زنیم تا A به مرکز ب(
= AC = 6 و A روی عمودمنصف BC :است. اندازهٔ قاعده HB = √(6² − 4²) = √20 = 2√5پس 

BC = 4√5 ≈ 8.94 cm.

C و B به هر طرف ۲ سانتی‌متر جدا می‌کنیم تا H از d. روی BC = 4 cm پس BC × 4 = 8 × ½ مساحت: پ(
 AB = AC = √20 ≈ 4.47 است )cm² 8 متساوی‌الساقین با مساحت ABC(. مثلث HB = HC = 2به‌دست آیند )

cm).
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کار در کلاس ۱صفحه ۲۲۳۱

با فرض اینکه تمام مخرج‌ها مخالف صفرند و با توجه به نکات گفته شده در بالا هریک از موارد زیر را ثابت کنید.
 )طرفین وسطین(a/b = c/d � ad = bcالف( 

 )تبدیل حاصل‌ضرب به تناسب(ad = bc � a/b = c/dب( 
 )معکوس کردن تناسب(a/b = c/d � b/a = d/cپ( 
 )تعویض جای طرفین با وسطین(a/b = c/d � c/a = d/b و a/c = b/dت( 
 )ترکیب نسبت در صورت یا مخرج(a/b = c/d � (a+b)/b = (c+d)/d و a/(a+b) = c/(c+d)ث( 
 )تفضیل نسبت در صورت یا مخرج(a/b = c/d � (a−b)/b = (c−d)/d و a/(b−a) = c/(d−c)ج( 

راهنمایی )ث(: برای اثبات اولین تناسب به دو طرف تساوی عدد ۱ را اضافه کنید و برای اثبات تناسب دوم ابتدا
کسرها را معکوس نمایید، سپس به دو طرف عدد ۱ را اضافه کنید. راهنمایی )ج(: در قسمت )ج( برای اثبات

اولین تناسب از دو طرف تساوی عدد ۱ را کم کنید و برای اثبات تناسب دوم ابتدا کسرها را معکوس کرده،
سپس از دوطرف عدد ۱ را کم کنید.

a/b · bd = c/d · bd مخالف صفرند(: d و b ضرب می‌کنیم )مجاز است چون bd را در a/b = c/d دو طرف الف(
.ad = bcپس 

.a/b = c/d پس ad/(bd) = bc/(bd) )مخالف صفر( تقسیم می‌کنیم: bd را بر ad = bc دو طرف ب(

 و مخرج‌ها وa/b = c/d دو عدد مساوی و مخالف صفر، معکوس‌هایشان هم مساوی است. چون پ(
.b/a = d/cصورت‌ها مخالف صفرند، معکوس دو طرف را می‌گیریم: 

 تقسیمcd. دو طرف را بر c/a = d/b یعنی d/b = c/a تقسیم می‌کنیم: ab. دو طرف را بر ad = bc از )الف( ت(
.a/c = b/dمی‌کنیم: 

. برای تناسبb = (c+d)/d/(a+b) پس a/b + 1 = c/d + 1 عدد ۱ را اضافه می‌کنیم: a/b = c/d به دو طرف ث(
 وa = (d+c)/c/(b+a). به دو طرف ۱ اضافه می‌کنیم: b/a = d/c نتیجهٔ )پ( را می‌گیریم: a/b = c/dدوم، از 

.a/(a+b) = c/(c+d)دوباره معکوس می‌گیریم: 

. برای تناسب دوم:b = (c−d)/d/(a−b) پس a/b − 1 = c/d − 1 عدد ۱ را کم می‌کنیم: a/b = c/d از دو طرف ج(
b/a = d/c :؛ ۱ را کم می‌کنیم(b−a)/a = (d−c)/c :و معکوس می‌گیریم a/(b−a) = c/(d−c).
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کار در کلاس ۲صفحه ۲۳۳۲

با توجه به خواص اثبات‌شده در ۱ موارد زیر را کامل کنید.
___ × 15 = ___ × 5 � 15/42 = 5/14الف( 

___/12 = ___/3 � 10 × 12 = 40 × 3ب( 
___ = 10/7 � 21/30 = 7/10پ( 
6/11 = 18/33 � 6/18 = ___ ، 33/11 = ___ت( 
4/14 = 10/35 � 18/14 = ___ ، 4/18 = ___ث( 
5/12 = 10/24 � −7/12 = ___ ، 5/−7 = ___ج( 

 )طرفین وسطین؛ هر دو طرف ۲۱۰ می‌شود(14 × 15 = 42 × 5الف(

 به‌دست می‌آید(a/b = c/d تناسب ad = bc )از 12/40 = 3/10ب(

 )معکوس کردن تناسب(30/21 = 10/7پ(

 )تعویض جای طرفین با وسطین(18/6 = 33/11 و 11/33 = 6/18ت(

 )ترکیب نسبت در صورت و در مخرج(10/45 = 4/18 و 45/35 = 18/14ث(

 با تغییر10/14 = 5/7 هم‌ارز (14−)/10 = (7−)/5 )تفضیل نسبت؛ 14−/10 = 7−/5 و 14/24− = 7/12−ج(
علامت هر دو مخرج است(
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فعالیت )استدلال استقرایی(صفحه ۲۴۳۳

. این اطلاعات را می‌توان به این صورت نشان داد:D�E� � BC و D�E� � BC و D�E� � BCدر شکل مقابل داریم: 
D�E� � BC 1 برای ≤ i ≤ 3.

ـ اندازهٔ پاره‌خط‌های زیر را با خط‌کش مشخص کرده و در کسرها جایگزین کنید و نسبت‌های برابر را در
ستون‌های متمایز مشخص نمایید.

AD�/D�B ، AD�/D�B ، AD�/D�B و AE�/E�C ، AE�/E�C ، AE�/E�C

اندازه‌ها با خط‌کش )به سانتی‌متر، تقریبی(

نسبتستون دومستون اول

AD�/D�B = 1.7/2.4AE�/E�C = 1.0/1.4۰٫۷ حدود

AD�/D�B = 2.5/1.6AE�/E�C = 1.5/0.9۱٫۷ حدود ۱٫۶ تا

AD�/D�B = 3.3/0.7AE�/E�C = 2.1/0.4۵ حدود ۴٫۷ تا

 برابر است؛AE�/E�C با AD�/D�B. )مثلاً AD�/D�B = AE�/E�Cنسبت‌های هر ردیف با تقریب خوبی برابرند: 
همان‌طور که پیکان کتاب نشان می‌دهد. اختلاف‌های کوچک به‌خاطر خطای اندازه‌گیری است.(

اندازه‌ها از روی شکل تخمین زده شده‌اند و این جواب ممکن است دقیق نباشد؛ نکتهٔ اصلی برابری
نسبت‌های هر ردیف است.

فعالیتصفحه ۲۵۳۳

اگر پاره‌خط DE مانند شکل روبه‌رو موازی ضلع BC از مثلث ABC باشد، حدس می‌زنید نسبت کدام پاره‌خط‌ها
با هم برابر باشند؟ ——— = ———

آیا می‌توان نتیجه گرفت اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث رسم شود، همواره تساوی مشابه بالا برقرار
است؟

.AD/DB = AE/ECحدس می‌زنیم: 

این حدس تنها بر پایهٔ مشاهدهٔ چند حالت است )استدلال استقرایی( و با چند مورد نمی‌توان به درستی آن
برای همهٔ حالت‌ها مطمئن شد. برای اطمینان باید آن را با استدلال استنتاجی ثابت کنیم؛ این کار در فعالیت

بعد )قضیهٔ تالس( انجام می‌شود.

۱۶
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فعالیتصفحه ۲۶۳۴

.AD/DB = AE/ECفرض کنید مانند شکل مقابل پاره‌خط DE موازی ضلع BC باشد. می‌خواهیم نشان دهیم: 
S_DEC و ۱S_DEBـ از نقطهٔ D به C و از E به B وصل کنید. مساحت‌های مثلث‌های DEC و DEB که آنها را با 

نشان می‌دهیم، با هم برابرند. چرا؟
 بنامید. سپس از D به ضلع AC عمود کنید و پای عمود را�۲Hـ از نقطهٔ E به ضلع AB عمود کنید و پای عمود را 

H�.بنامید 
۳S_ADE / S_DEB = (½ EH� × AD)/(½ EH� × DB) = AD/DBـ 
۴S_ADE / S_DEC = (½ DH� × AE)/(½ DH� × EC) = AE/ECـ 

. چرا؟۵AD/DB = AE/ECـ از )۱( و )۳( و )۴( نتیجه می‌شود 

DE از خط B و C، فاصلهٔ رئوس DE � BC دارند و چون DE قاعدهٔ مشترک DEB و DECدو مثلث 
.S_DEB = S_DEC)ارتفاع‌های دو مثلث( برابر است. پس 

عمودها را رسم می‌کنیم.

 روی یک خط‌اند(؛ پس نسبتDB و AD دارند )قاعده‌هایشان �EH ارتفاع مشترک DEB و ADEدو مثلث 
 است.AD/DBمساحت‌ها برابر نسبت قاعده‌ها، یعنی 

AE/EC دارند و نسبت مساحت‌ها برابر �DH ارتفاع مشترک DEC و ADEبه همین ترتیب دو مثلث 
است.

 = S_ADE/S_DEB؛ پس سمت چپ دو تساوی )۳( و )۴( برابر است S_DEB = S_DECطبق )۱( 
S_ADE/S_DEC :و در نتیجه سمت راست آنها نیز برابر است AD/DB = AE/ECٔاین همان قضیه( .

تالس است.(

۱۷
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کار در کلاس ۱صفحه ۲۷۳۴

در شکل پاره‌خط‌های GH و BC موازی‌اند. اندازهٔ پاره‌خط‌های AC و HC را به دست آورید.

:GH � BC با ABCطبق قضیهٔ تالس در مثلث 

AG/GB = AH/HC � 3/5 = 2/HC � HC = 10/3 ≈ 3.33

AC = AH + HC = 2 + 10/3 = 16/3 ≈ 5.33

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

کار در کلاس ۲صفحه ۲۸۳۵

با تشکیل یک معادله، مقدار x و اندازهٔ پاره‌خط‌های AI و AJ را به دست آورید.

:AI/IB = AJ/JC، طبق قضیهٔ تالس IJ � BCچون 

2x/5 = (x+4)/7.5 � 15x = 5(x+4) � 10x = 20 � x = 2

AI = 2x = 4 و AJ = x + 4 = 6 :(0.8 = 6/7.5 = 4/5. )بررسی

۱۸
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فعالیت ۱صفحه ۲۹۳۵

.DE � BCدر شکل مقابل 
الف( تناسب قضیهٔ تالس را بنویسید.

 نتیجه بگیرید.AD/AB = AE/AC را AD/DB = AE/ECب( به کمک ترکیب نسبت در مخرج تناسب 
 را نتیجهDB/AB = EC/ACپ( به کمک تفضیل نسبت در صورت از تناسب به‌دست آمده در )ب( تناسب 

بگیرید.
توجه کنید که تناسب‌های به‌دست آمده در )ب( و )پ( صورت‌های دیگر قضیهٔ تالس‌اند.

AD/DB = AE/ECالف(

 و چونAD/(AD+DB) = AE/(AE+EC) :(a/b = c/d � a/(a+b) = c/(c+d) طبق ترکیب نسبت در مخرج )ب(
AD + DB = AB و AE + EC = AC داریم ،AD/AB = AE/AC.

 = AB/(AD−AB) :(a/b = c/d � (a−b)/b = (c−d)/d با تفضیل نسبت در صورت )AD/AB = AE/AC از پ(
(AE−AC)/AC چون .AD − AB = −DB و AE − AC = −EC پس ،−DB/AB = −EC/AC یعنی DB/AB = EC/AC.

فعالیت ۲صفحه ۳۰۳۵

در مثلث ABC پاره‌خط DE موازی ضلع BC است. ابتدا تناسبِ قضیهٔ تالس را بنویسید. سپس با توجه به
ویژگی‌های تناسب و تکمیل تساوی‌های زیر، تناسب‌های دیگری را از قضیهٔ تالس نتیجه بگیرید.

} ...... = AD/AB = ......  ،  AB/AD  ؛  ...... = DB/DA = ......  ،  BD/BA = ......  ،  AB/BD { �  ...... = AD/DB

. با خواص تناسب )معکوس کردن، ترکیب و تفضیل نسبت(:AD/DB = AE/ECقضیهٔ تالس: 

DB/DA = EC/EA)معکوس کردن( 

BD/BA = EC/CA))تفضیل نسبت در صورت و مخرج، نتیجهٔ فعالیت ۱ )پ( 

AB/BD = AC/CE)معکوس تناسب قبل( 

AD/AB = AE/AC)ترکیب نسبت در مخرج( 

AB/AD = AC/AE)معکوس تناسب قبل( 

۱۹
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فعالیت ۳صفحه ۳۱۳۵

.... = AD/ABالف( در شکل پاره‌خط‌های DE و BC موازی‌اند. با توجه به قضیهٔ تالس داریم: 
.... = BF/BCب( پاره‌خط EF را موازی AB رسم می‌کنیم. بنابراین داریم: 

AD/AB = ___/AC = ___/BCپ( با توجه به قسمت‌های )الف( و )ب( داریم: 
.... = BFت( چهارضلعی DEFB چه نوع چهارضلعی‌ای است؟ پاره‌خط BF با کدام پاره‌خط برابر است؟ 

. این رابطه تعمیم قضیهٔ تالسAD/AB = ___/AC = ___/BCث( با توجه به قسمت‌های )پ( و )ت( داریم: 
است.

 )صورت دیگر قضیهٔ تالس(AD/AB = AE/ACالف(

. با تفضیل نسبت:CE/CA = CF/CB است؛ طبق قضیهٔ تالس EF � AB، خط ABC در مثلث ب(
(CA−CE)/CA = (CB−CF)/CB یعنی AE/AC = BF/BC ؛ پسBF/BC = AE/AC.

AD/AB = AE/AC = BF/BCپ(

 است و اضلاعمتوازی‌الاضلاع )ساخت(؛ پس EF � DB )فرض( و DE � BF داریم DEFB در چهارضلعی ت(
.BF = DEروبه‌روی آن برابرند: 

. این رابطه تعمیم قضیهٔ تالس است.AD/AB = AE/AC = DE/BCث(

کار در کلاسصفحه ۳۲۳۶

در شکل پاره‌خط PQ موازی با ضلع BC است. درستی یا نادرستی هر عبارت را مشخص کنید.
AP/AB = AQ/AC = PQ/BC ب( AP/PB = AQ/QC = PQ/BCالف( 

PB/AB = QC/AC = PQ/BC ت( PB/AP = QC/ACپ( 
AB/AP = AC/AQ = BC/PQ ج( PB/AB = QC/ACث( 

.AP/PB است نه AP/AB برابر PQ/BC درست است، اما AP/PB = AQ/QCالف( نادرست.

 )تعمیم قضیهٔ تالس(ب( درست.

.(AC باشد نه AQ است )مخرج دوم باید PB/AP = QC/AQ صورت درست پ( نادرست.

 برابر نیست.PB/AB و در حالت کلی با PQ/BC = AP/AB درست است، اما PB/AB = QC/ACت( نادرست.

 )صورت دیگر قضیهٔ تالس(ث( درست.

 )معکوس تناسب قسمت ب(ج( درست.

۲۰
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پرسشصفحه ۳۳۳۷

با توجه به آنچه گفته شد، فرض و حکم عکس قضیهٔ تالس را بنویسید.
فرض: ............ حکم: ............

به نظر شما عکس قضیهٔ تالس درست است یا نه؟

. در عکس، جای فرض و حکم عوض می‌شود:AD/DB = AE/EC، حکم DE � BCقضیهٔ تالس: فرض 

.AD/DB = AE/EC قرار دارند و AC و AB به‌ترتیب روی E و D نقاط ABC در مثلث فرض:

.DE � BCحکم:

عکس قضیهٔ تالس درست است؛ درستی آن با برهان خلف در صفحهٔ بعد اثبات می‌شود.

کار در کلاسصفحه ۳۴۳۹

.a² = b² + c²با توجه به قضیهٔ فیثاغورس اگر زاویهٔ A از مثلثی مانند ABC قائمه باشد، آنگاه 
الف( عکس این قضیه را بنویسید.

ب( با انجام مراحل زیر نتیجه بگیرید که عکس قضیهٔ فیثاغورس نیز درست است.
 بین اندازهٔ اضلاع آن برقرار است.۱a² = b² + c²ـ فرض کنیم مثلث ABC داده شده است و رابطهٔ 

A′C′ = AC و A′B′ = AB و ۲Â′ = 90°ـ پاره‌خط‌های A′B′ و A′C′ را مطابق شکل مقابل به‌گونه‌ای درنظر بگیرید که 
است.

 = ′۳B′Cـ با استفاده از قضیهٔ فیثاغورس در مثلث A′B′C′، اندازهٔ پاره‌خط B′C′ را به‌دست آورید و ثابت کنید 
BC.

.Â = 90° و نتیجه بگیرید ′۴�ABC � �A′B′Cـ توضیح دهید چرا 
ج( قضیهٔ فیثاغورس و عکس آن را به‌صورت یک قضیهٔ دو شرطی بیان کنید.

 قائمه است.A برقرار باشد، آنگاه زاویهٔ a² = b² + c² رابطهٔ ABC اگر در مثلثی مانند الف(

 وB′C′² = a²؛ پس b² + c² = a². طبق فرض A′B′C′:B′C′² = A′B′² + A′C′² = c² + b² )۳( در مثلث قائم‌الزاویهٔ ب(
B′C′ = a = BC.

(؛ طبق حالت )ض ض′AB = A′B′ ،AC = A′C′ ،BC = B′C سه ضلع نظیر برابر دارند )′A′B′C و ABC)۴( دو مثلث 
.Â = Â′ = 90°ض( هم‌نهشت‌اند. پس زاویه‌های متناظر برابرند: 

.(Â = 90° � a² = b² + c² )یعنی a² = b² + c²اگر و تنها اگر قائمه است A زاویهٔ ABC در مثلث ج(

۲۱
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تمرین ۱صفحه ۳۵۴۰

در شکل مقابل مساحت مثلث قائم‌الزاویهٔ ABC را به دو روش محاسبه کنید و از تساوی دو عبارت به‌دست
آمده برای مساحت مثلث، یک تناسب به‌دست آورید.

 ارتفاع وارد بر وتر است.AH قائمه و A زاویهٔ ABCدر مثلث 

S = ½ × AB × AC :(AC و ارتفاع ABروش اول )قاعده 

S = ½ × BC × AH :(AH و ارتفاع BCروش دوم )قاعده 

( به‌دست می‌آید.AB/AH = BC/AC )یا AB/BC = AH/AC و از آن تناسب AB × AC = BC × AHاز تساوی: 

تمرین ۲صفحه ۳۶۴۱

 را به‌دست آورید.a/bدر هر مورد، مقدار عددی نسبت 
(7+2b)/(3b+7) = (10+2a)/(3a+10) ب( a/(10+a) = b/(8+b)الف( 

:8a = 10b و 8a + ab = 10b + ab پس a(8+b) = b(10+a) طرفین وسطین: الف(

a/b = 10/8 = 5/4

:7a = 10b و 21a + 6ab + 70 + 20b = 30b + 6ab + 70 + 14a پس (10+2a)(3b+7) = (7+2b)(3a+10)ب(

a/b = 10/7

تمرین ۳صفحه ۳۷۴۱

ثابت کنید در هر مثلث پاره‌خطی که وسط‌های دو ضلع مثلث را به هم وصل کند، با ضلع سوم موازی و مساوی
نصف آن است.

.AM/MB = AN/NC، یعنی AN/NC = 1 و AM/MB = 1 است. پس AC وسط N و AB وسط ABC ،Mدر مثلث 

 = MN پس MN/BC = AM/AB = 1/2. همچنین طبق تعمیم قضیهٔ تالس MN � BCطبق عکس قضیهٔ تالس 
½ BC.

۲۲

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرین ۴صفحه ۳۸۴۱

 است. طول پاره‌خط‌های AP و PQ را به‌دست آورید.PQ � BCدر شکل مقابل 

.AP/PB = AQ/QC:AP/6 = 2/3 � AP = 4طبق قضیهٔ تالس 

AQ/AC = PQ/BC:2/5 = PQ/9 � PQ = 18/5 = 3.6.

تمرین ۵صفحه ۳۹۴۱

 است. مقادیر x و y را به‌دست آورید.ST � BCدر شکل مقابل 

AS/SB = AT/TC:8/4 = (3y+3)/6 � 3y + 3 = 12 � y = 3.

AS/AB = ST/BC و AB = 8 + 4 = 12:8/12 = 6/(4x+1) � 4x + 1 = 9 � x = 2.

۲۳
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تمرین ۶صفحه ۴۰۴۱

. )راهنمایی: یکی از قطرها را رسم کنید.(AS/SD = BT/TC است. ثابت کنید: AB � ST � DCدر ذوزنقهٔ مقابل 

 قطع کند.K را در ST را رسم می‌کنیم تا ACقطر 

.AS/SD = AK/KC؛ پس SK � DC داریم ADCدر مثلث 

.AK/KC = BT/TC یعنی CK/KA = CT/TB؛ پس KT � AB داریم CABدر مثلث 

.AS/SD = AK/KC = BT/TCاز دو تساوی: 

تمرین ۷صفحه ۴۱۴۱

در هر مورد با عوض کردن جای فرض و حکم عکس آنچه را داده شده است، بنویسید.
الف( اگر در مثلثی سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاویه نیز برابر خواهند بود.

ب( اگر در یک چهارضلعی اضلاع روبه‌رو موازی باشند، در این‌صورت زوایای مقابل با هم برابرند.
پ( اگر رأس‌های یک چهارضلعی روی یک دایره قرار داشته باشند، در این صورت زوایای مقابل آن چهارضلعی

مکمل‌اند.
ت( در یک مثلث اگر دو ارتفاع نابرابر باشند، »ضلع متناظر به ارتفاع بزرگ‌تر« کوچک‌تر است از »ضلع مقابل به

ارتفاع کوچک‌تر«. )راهنمایی: شکل بکشید و به زبان ریاضی بنویسید.(

 اگر در مثلثی سه زاویه برابر باشند، آنگاه سه ضلع نیز برابر خواهند بود.الف(

 اگر در یک چهارضلعی زوایای مقابل با هم برابر باشند، در این صورت اضلاع روبه‌رو موازی‌اند.ب(

 اگر در یک چهارضلعی زوایای مقابل مکمل باشند، آنگاه رأس‌های آن روی یک دایره قرار دارند.پ(

 ازa اگر ضلع ABC. عکس: در مثلث a < b )دو ارتفاع نابرابر(، آنگاه h_a > h_b اگر ABC اصل: در مثلث ت(
.(h_a > h_b(، آنگاه ارتفاع وارد بر ضلع کوچک‌تر بزرگ‌تر است )a < b کوچک‌تر باشد )bضلع 
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تمرین ۸صفحه ۴۲۴۱

با برهان خلف ثابت کنید نمی‌توان از یک نقطهٔ غیرواقع بر یک خط، دو عمود بر آن خط رسم کرد.

،A ≠ B پای عمودها و B و A رسم شده باشد )d بر PB و PA دو عمود متمایز d خارج خط Pفرض خلف: از نقطهٔ 
 را در یک نقطه قطع نمی‌کنند(.d خط Pزیرا دو خط متمایز گذرنده از 

 هر دو ۹۰° هستند و مجموع آنها ۱۸۰° است؛ در نتیجه مجموع زاویه‌های مثلث ازB و A دو زاویهٔ PABدر مثلث 
°۱۸۰ بیشتر می‌شود که با قضیهٔ »مجموع زاویه‌های داخلی مثلث ۱۸۰° است« تناقض دارد.

پس فرض خلف نادرست است و از یک نقطهٔ غیرواقع بر خط فقط یک عمود می‌توان رسم کرد.

تمرین ۹صفحه ۴۳۴۱

هر یک از حکم‌های کلی زیر را با یک مثال نقض رد کنید.
الف( هیچ عدد اولِ بزرگ‌تر از ۱۲۷ وجود ندارد.

ب( مساحت هر مثلث از مساحت هر مربع بیشتر است.
پ( در هر مثلث اندازهٔ هر ضلع از اندازهٔ هر ارتفاع بزرگ‌تر است.

ت( در هر مثلث میانه و عمودمنصف متناظر به هر ضلع برهم منطبق‌اند.

 عدد ۱۳۱ اول است و از ۱۲۷ بزرگ‌تر )بر هیچ عددی غیر از ۱ و خودش بخش‌پذیر نیست(. پس حکمالف(
نادرست است.

 دارد، ولی مربعی به ضلع 0.43۱ ≈ 3/4√ مثلث متساوی‌الاضلاعی با ضلع ۱ سانتی‌متر مساحتی برابر ب(
.1 > 0.43سانتی‌متر مساحت ۱ دارد؛ 

 مثلث قائم‌الزاویه با ضلع‌های ۳، ۴ و ۵ را درنظر می‌گیریم. ارتفاع وارد بر ضلع ۳ برابر ضلع ۴ است؛پ(
یعنی ضلع ۳ از ارتفاع ۴ کوچک‌تر است.

 خطی است ازAB است ولی میانهٔ وارد بر x = 2 خط AB عمودمنصف A(0,0)، B(4,0)، C(1,3): مثلث ت(
C(1,3) که قائم نیست؛ پس برهم منطبق نیستند. )این دو فقط در مثلث متساوی‌الساقین(2,0) به 

نسبت به قاعده منطبق‌اند.(
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اثبات )تکمیلی(صفحه ۴۴۴۲

قضیهٔ اساسی تشابه مثلث‌ها: اگر خطی موازی یکی از اضلاع مثلث دو ضلع دیگر را قطع کند در این‌صورت
مثلث کوچکی که به وجود می‌آید با مثلث بزرگ اولیه متشابه است. اثبات:

 )چرا؟( بنابراین زاویه‌های دو مثلث نظیر به نظیر باهم برابرند.Ê = Ĉ و �۱D� = Bـ داریم 
···/۲AD/··· = ···/AC = DEـ با توجه به قضیهٔ تالس داریم: 

۳�ADE � �ABCـ با توجه به )۱( و )۲( و تعریف تشابه داریم: 

 همÂ. زاویهٔ AC ،Ê = Ĉ )زاویه‌های متناظر(. به همین ترتیب با مورب �D� = B مورب است؛ پس AB و ۱DE � BCـ 
مشترک است.

 )تعمیم قضیهٔ تالس(.۲AD/AB = AE/AC = DE/BCـ 

.۳�ADE � �ABCـ زاویه‌های نظیر دو مثلث برابر و نسبت اضلاع نظیر یکسان است؛ پس طبق تعریف 

کار در کلاس ۱صفحه ۴۵۴۳

. اندازهٔ پاره‌خط‌های DE و CA را به دست آورید.BC � DEدر شکل مقابل 

 � �ABC هم برابرند )متقابل به رأس(؛ پس A برابرند )متبادل داخلی( و زاویه‌های رأس D و Bزاویه‌های 
�ADE:ز ز( و( 

AB/AD = AC/AE = BC/DE � 33/22 = AC/18 = 21/DE

.DE = 21 × 2/3 = 14 و AC = 18 × 3/2 = 27 پس 3/2 = 33/22

۲۶
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کار در کلاس ۲صفحه ۴۶۴۳

MNP و ABC باشند، ثابت کنید مثلث‌های ABC مطابق شکل وسط‌های اضلاع مثلث M و N و P اگر نقاط
متشابه‌اند.
 چرا؟NP � AB و MP � AC و MN � BCحل: الف( 

 )چرا؟( از )ب( دربارهٔ مثلث‌های موردنظر چه نتیجه‌ای می‌توان گرفت؟M�� = P�� = Ĉ و �N�� = P�� = Bب( بنابراین 

 پاره‌خط واصل وسط‌های دو ضلع مثلث با ضلع سوم موازی است )تمرین ۳ صفحهٔ ۴۱(.الف(

�P�� = B مورب است؛ پس BC و NP � AB )متبادل داخلی(. ��N�� = P مورب است؛ پس NP و MN � BCب(
 = ��BC:P با مورب MP � AC و ��MP:M�� = P با مورب MN � BC. به همین ترتیب �N�� = P�� = B)متناظر(. بنابراین 

Ĉ ؛ پسM�� = P�� = Ĉ.

( و زاویهٔ سوم��Ĉ = M و ��B� = N دو زاویه از یکی با دو زاویهٔ دیگری برابر است )PNM و ABC در مثلث‌های نتیجه:
 )متشابه با نسبت تشابه ۲(. )نسبت�ABC � �PNM(؛ پس طبق قضیهٔ ۱ تشابه، ��Â = Pنیز برابر است )

(.MN = ½BC ،NP = ½AB ،MP = ½ACتشابه: 

کار در کلاس ۳صفحه ۴۷۴۴

، دربارهٔ″�A′B′C′ � �A″B″C و ′�ABC � �A′B′Cاگر سه مثلث ABC و A′B′C′ و A″B″C″ به‌گونه‌ای باشند که 
دو مثلث ABC و A″B″C″ چه می‌توان گفت؟ چرا؟

.متشابه‌اند″A″B″C و ABCدو مثلث 

/′A′B و �AB/A′B′ = AC/A′C′ = BC/B′C′ = k. اضلاع: اگر ″Ĉ = Ĉ′ = Ĉ و ″�Â = Â′ = Â″ ،B� = B�′ = Bدلیل: زاویه‌ها: 
A″B″ = A′C′/A″C″ = B′C′/B″C″ = k� با ضرب این تساوی‌ها ،AB/A″B″ = AC/A″C″ = BC/B″C″ = k�kپس� .

زاویه‌ها برابر و اضلاع متناسب‌اند.

۲۷
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فعالیتصفحه ۴۸۴۴

فرض کنید مثلث ABC مانند شکل یک مثلث قائم‌الزاویه و AH ارتفاع وارد بر وتر آن باشد.
۱�ABC � �AHCـ نشان دهید دو زاویه از مثلث AHC با دو زاویه از مثلث ABC برابرند و نتیجه بگیرید: 

۲�ABC � �AHBـ نشان دهید دو زاویهٔ مثلث AHB با دو زاویه از مثلث ABC برابر است و نتیجه بگیرید: 
۳ـ از )۱( و )۲( دربارهٔ مثلث‌های AHC و AHB چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

نتیجه: در هر مثلث قائم‌الزاویه، ارتفاع وارد بر وتر، دو مثلث قائم‌الزاویه به وجود می‌آورد که این دو مثلث با
هم و با مثلث اصلی متشابه‌اند.

··· × ··· = ۴�ABC � �AHC � AH/··· = AC/··· = HC/··· � AC²ـ 
··· × ··· = ۵�ABC � �AHB � AH/··· = AB/··· = HB/··· � AB²ـ 
··· × ··· = ۶�AHB � �AHC � AH/··· = AC/··· = HC/··· � AH²ـ 

······ + ······ = ۷BC²ـ با جمع طرفین روابط ۴ و ۵ رابطهٔ فیثاغورس را برای مثلث ABC نتیجه بگیرید. 
 ۸AB × ...... = AHـ مساحت مثلث ABC را به دو طریق محاسبه و با توجه به آن تساوی زیر را کامل کنید. 

× ......

. پس دو زاویه برابرند و�BAC = �AHC = 90° مشترک است و C زاویهٔ :AHC و ABCدر مثلث‌های 
.(B � A ،A � H ،C � Cطبق قضیهٔ ۱ دو مثلث متشابه‌اند )رأس‌های متناظر: 

؛ پس متشابه‌اند�BAC = �AHB = 90° مشترک است و B زاویهٔ :AHB و ABCدر مثلث‌های 
.(C � A ،A � H ،B � B)رأس‌های متناظر: 

 متشابه‌اند؛ پس با هم نیز متشابه‌اند )ترایایی تشابه(.ABC با AHB و AHCهر دو مثلث 

)۴AH/AB = AC/BC = HC/AC � AC² = BC × HC

)۵AH/AC = AB/BC = HB/AB � AB² = BC × HB

)۶AH/BH = AC/AB = HC/AH � AH² = BH × HC

)۷AC² + AB² = BC × HC + BC × HB = BC (HC + HB) = BC × BC پس BC² = AB² + AC².

)۸S = ½ AB × AC = ½ BC × AH پس AB × AC = AH × BC.

۲۸
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کار در کلاسصفحه ۴۹۴۵

در مثلث قائم‌الزاویهٔ مقابل در هر مورد سعی کنید با ساده‌ترین روش مقادیر خواسته شده را به دست آورید.
 )۱e = ? ، d = 7 ، h = 5
 )۲c = ? ، b = ? ، e = 3 ، d = 5
 )۳h = ? ، b = 6 ، c = 8

)۱h² = d × e � 25 = 7e � e = 25/7 ≈ 3.57

)۲BC = d + e = 8. c² = d × BC = 5 × 8 = 40 � c = 2√10 ≈ 6.32 و b² = e × BC = 3 × 8 = 24 � b = 2√6 
≈ 4.90

)۳BC = √(6² + 8²) = 10 و از برابری مساحت‌ها b × c = h × BC:h = 6 × 8 / 10 = 4.8

۲۹
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تمرین ۱صفحه ۵۰۴۵

در هر قسمت تشابه مثلث‌ها را ثابت کنید و مقادیر x و y را مشخص نمایید. )الف، ب، پ مطابق شکل‌ها(

الف(

 است؛ نسبت اضلاع نظیر ۲ است و طبق قضیهٔ a، b، c۳ و اضلاع مثلث کوچک 2a، 2b، 2cاضلاع مثلث بزرگ 
c و b بین x. زاویهٔ °100 = °60 − °20 − °180تشابه دو مثلث متشابه‌اند. زاویه‌های مثلث بزرگ: ۲۰° و ۶۰° و 

.x = 100° )یعنی ۱۰۰°( است؛ پس 2c و 2bاست و نظیر زاویهٔ بین 

ب(

. پس طبق قضیهٔ ۲ تشابه دو1/2 = 2/4 = 3/6 زاویه‌های متقابل به رأس برابر دارند و Cدو مثلث در رأس 
.x = 1/2 � x = 5/2.5؛ لذا 1/2مثلث متشابه‌اند با نسبت 

پ(

 متقابل به رأس‌اند؛ پس متشابه‌اندC و زاویه‌های رأس EDC:�B = �D = 90° و ABCدو مثلث قائم‌الزاویهٔ 
:AB/ED = 4/12 = 1/3)قضیهٔ ۱( و 

BC/DC = 1/3 � x/16 = 1/3 � x = 16/3 ≈ 5.33   and   AC/EC = 1/3 � (20/3)/y = 1/3 � y = 20

(CE = √(16² + 12²) = 20)بررسی: 
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تمرین ۲صفحه ۵۱۴۵

در مثلث قائم‌الزاویهٔ روبه‌رو در هر حالت، اندازهٔ پاره‌خط خواسته شده را به‌دست آورید.
? = AC و ? = AB و ? = AH و BH = 9 و BC = 10الف( 

? = AB و ? = AH و ? = BC و CH = 2 و AC = 5ب( 
? = AH و ? = BC و AC = 6 و AB = 8پ( 
? = AC و ? = BC و ? = BH و AH = 6 و AB = 12ت( 

 = AC²؛ AB² = BH × BC = 90 � AB = 3√10 ≈ 9.49؛ AH² = BH × HC = 9 � AH = 3؛ HC = 10 − 9 = 1الف(
HC × BC = 10 � AC = √10 ≈ 3.16.

 = AH² = BH × CH = 21 � AH؛ BH = 12.5 − 2 = 10.5؛ AC² = CH × BC � 25 = 2 × BC � BC = 12.5ب(
.AB² = BH × BC = 131.25 � AB = 5√21/2 ≈ 11.46؛ 4.58 ≈ 21√

.AH = AB × AC / BC = 48/10 = 4.8؛ BC = √(8² + 6²) = 10پ(

 × AB² = BH × BC � 144 = 6√3؛ ABH:BH = √(12² − 6²) = √108 = 6√3 ≈ 10.39 در مثلث قائم‌الزاویهٔ ت(
BC � BC = 8√3 ≈ 13.86 ؛AC² = BC² − AB² = 192 − 144 = 48 � AC = 4√3 ≈ 6.93 :بررسی( .AB × AC = 

BC × AH:12 × 4√3 = 8√3 × 6 = 48√3)

۳۱
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تمرین ۳صفحه ۵۲۴۵

H رسم کنیم و پای این عمود را BD عمودی بر قطر A ٔشکل مقابل مستطیلی به طول ۱۲ است. اگر از نقطه
بنامیم، طول BH برابر ۱۱ است. اندازهٔ عمود رسم شده، طول قطر مستطیل و اندازهٔ عرض مستطیل را محاسبه

کنید.

 است.BD ارتفاع وارد بر وتر AH قائمه و A زاویهٔ ABDدر مثلث 

AH² = AB² − BH² = 144 − 121 = 23 � AH = √23 ≈ 4.80عمود: 

AB² = BH × BD � 144 = 11 × BD � BD = 144/11 ≈ 13.09قطر: 

 = AB × AD )بررسی: AD² = BD² − AB² = (144/11)² − 144 = 144 × 23/121 � AD = 12√23/11 ≈ 5.23عرض: 
BD × AH)

تمرین ۴صفحه ۵۳۴۶

بر دیوار یک کمپ نظامی نورافکنی به ارتفاع ۶۰ متر )مانند شکل( قرار گرفته است. فردی که در طرف دیگر
رودخانه است، می‌خواهد فاصلهٔ خود را تا پایهٔ نورافکن محاسبه کند. برای این کار یک چوب به طول یک متر را

روی زمین قرار می‌دهد و مشاهده می‌کند که طول سایهٔ چوب برابر ۵ متر است. فاصلهٔ این مرد تا پای نورافکن
چقدر است؟

دو مثلث قائم‌الزاویه )چوب و سایه‌اش، نورافکن و فاصلهٔ مرد تا پای آن( زاویهٔ حاد مشترک دارند؛ پس
متشابه‌اند:

1/5 = 60/d � d = 300

 است.۳۰۰ مترفاصلهٔ مرد تا پای نورافکن 

۳۲
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تمرین ۵صفحه ۵۴۴۶

در شکل مقابل دو مثلث قائم‌الزاویه مشاهده می‌کنید. نسبت محیط‌ها و مساحت‌های آنها را به‌دست آورید.

 متقابل به رأس‌اند(. نسبت تشابه:C و زاویه‌های رأس �B = �D = 90° متشابه‌اند )EDC و ABCمثلث‌های 
AC/EC = 5/15 = 1/3.

 = ²(1/3)؛ نسبت مساحت‌ها برابر مجذور نسبت تشابه است: 1/3نسبت محیط‌ها برابر نسبت تشابه است: 
1/9.

تمرین ۶صفحه ۵۵۴۶

/AB/A′B′ = AC/A′C′ = BCدو مثلث متشابه ABC و A′B′C′ را با نسبت تشابه K درنظر بگیرید؛ به‌گونه‌ای که 
B′C′ = K.را در دو مثلث رسم کنید ′A′H و AH حال ارتفاع‌های .

الف( ثابت کنید مثلث‌های AHB و A′H′B′ متشابه‌اند.
 را به‌دست آورید.′AH/A′Hب( نسبت 

 را محاسبه کنید.′S_ABC / S_A′B′Cپ( نسبت مساحت‌های 
ت( نسبت محیط‌های دو مثلث ABC و A′B′C′ را به‌دست آورید.

 � �AHB؛ پس دو زاویه برابرند و �AHB = �A′H′B′ = 90° و ′�B� = B داریم ′A′B′C و ABC از تشابه الف(
�A′H′B′.

.AH/A′H′ = AB/A′B′ = K از تشابه )الف(: ب(

S_ABC / S_A′B′C′ = (½ BC × AH)/(½ B′C′ × A′H′) = (BC/B′C′) × (AH/A′H′) = K × K = K²پ(

.K = (′A′B′+A′C′+B′C)/(AB+AC+BC)؛ پس ′AB = K·A′B′ ،AC = K·A′C′ ،BC = K·B′Cت(

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir
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