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فهرست فصل‌ها

۴فصل اول — ماتریس و کاربردها۱

۲۲فصل دوم — آشنایی با مقاطع مخروطی۲

۵۰فصل سوم — بردارها۳
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هندسه )۳( دوازدهم - فصل اول
ماتریس و کاربردها

فهرست

۸صفحه ۱۱ · کار در کلاس — نمایش اطلاعات فروشگاه‌ها با ماتریس۱

۸صفحه ۱۴ · کار در کلاس — جمع و تفریق ماتریس‌ها۲

۹صفحه ۱۵ · کار در کلاس — ضرب عدد در ماتریس۳

۹صفحه ۱۷ · کار در کلاس — بررسی خاصیت )ج( و اثبات آن۴

۱۰صفحه ۱۷ · کار در کلاس — تعریف ماتریس‌های سطری و ستونی با حاصل‌ضرب ۵−۷

۶B×A ۱۰صفحه ۱۸ · پرسش درون متن — امکان‌پذیر بودن ضرب

۷B×A و A×B ۱۰صفحه ۱۸ · کار در کلاس — محاسبه‌ی

۱۱صفحه ۱۹ · کار در کلاس — خواص ضرب ماتریس‌ها: جابه‌جایی و عضو خنثی۸

۱۱صفحه ۱۹ · کار در کلاس — خاصیت توزیع‌پذیری ضرب نسبت به جمع۹

۱۱صفحه ۲۰ · کار در کلاس — خاصیت شرکت‌پذیری ضرب ماتریس‌ها۱۰

۱۲صفحه ۲۰ · تمرین — تمرین ۱۱۱

۱۲صفحه ۲۰ · تمرین — تمرین ۱۲۲
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۱۲صفحه ۲۰ · تمرین — تمرین ۱۳۳

۱۲صفحه ۲۰ · تمرین — تمرین ۱۴۴

۱۳صفحه ۲۰ · تمرین — تمرین ۱۵۵

۱۳صفحه ۲۱ · تمرین — تمرین ۱۶۶

۱۳صفحه ۲۱ · تمرین — تمرین ۱۷۷

۱۳صفحه ۲۱ · تمرین — تمرین ۱۸۸

۱۴صفحه ۲۱ · تمرین — تمرین ۱۹۹

۱۴صفحه ۲۱ · تمرین — تمرین ۲۰۱۰

۱۴صفحه ۲۱ · تمرین — تمرین ۲۱۱۱

۱۴صفحه ۲۲ · مسئله — نشان دادن وارون بودن دو ماتریس۲۲

۱۵صفحه ۲۳ · مثال — امتحان پاسخ وارون ماتریس۲۳

۱۵صفحه ۲۳ · پرسش کنار صفحه — آیا دو ماتریس وارون یکدیگرند؟۲۴

۵
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۱۵صفحه ۲۳ · پرسش کنار صفحه — وارونِ وارون ماتریس۲۵

۱۵صفحه ۲۴ · فعالیت — حل دستگاه با ماتریس وارون۲۶

۱۶صفحه ۲۵ · مثال )تکمیلی( — حل دستگاه با ماتریس وارون۲۷

۱۶صفحه ۲۵ · پرسش کنار صفحه — دستگاه با دترمینان صفر۲۸

۲۹۴x+۶y=۱− ۲ وx−۳y=۳ ۱۶صفحه ۲۶ · کار در کلاس — بررسی دستگاه

۱۷صفحه ۲۸ · پرسش کنار صفحه — دترمینان ماتریسی با درایه‌های دترمینان۳۰

۳۱A|²−۵|A|+۶=۰| ۱۷صفحه ۲۹ · پرسش کنار صفحه — معادله‌ی

۱۷صفحه ۲۹ · کار در کلاس — دترمینان حاصل‌ضرب، توان و ماتریس قطری۳۲

۳۳a��=۴ ۱۸صفحه ۳۰ · پرسش کنار صفحه — دترمینان ماتریس اسکالر با

۱۸صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۳۴۱

۱۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۳۵۲

۱۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۳۶۳
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۱۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۳۷۴

۱۹صفحه ۳۰ · تمرین — تمرین ۳۸۵

۱۹صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۳۹۶

۲۰صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۴۰۷

۲۰صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۴۱۸

۲۰صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۴۲۹

۲۰صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۴۳۱۰

۲۱صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۴۴۱۱

۲۱صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۴۵۱۲

۲۱صفحه ۳۱ · تمرین — تمرین ۴۶۱۳

۷
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این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

کار در کلاسصفحه ۱۱۱

 در مورد تعداد شلوار، بلوز و پیراهن‌های موجود در هر فروشگاه، درD و A ،B ،Cاطلاعات مربوط به ۴ فروشگاه 
جدول دو بعدی زیر آمده است. این اطلاعات را یک بار با یک ماتریس ۴×۳ و یک بار با ماتریسی ۳×۴ نمایش

دهید.
: ۲۴ شلوار، ۱۵ بلوز و ۷ پیراهنAفروشگاه 
: ۲۶ شلوار، ۱۹ بلوز و ۱۱ پیراهنBفروشگاه 
: ۱۷ شلوار، ۲۸ بلوز و ۲۲ پیراهنCفروشگاه 
: ۱۲ شلوار، ۳۱ بلوز و ۳۵ پیراهنDفروشگاه 

( و هر ستون را به یک نوع لباس )به ترتیب شلوار، بلوز،A ،B ،C ،Dاگر هر سطر را به یک فروشگاه )به ترتیب 
پیراهن( اختصاص دهیم، ماتریس ۴×۳ به‌دست می‌آید:

اگر هر سطر را به یک نوع لباس و هر ستون را به یک فروشگاه اختصاص دهیم، ماتریس ۳×۴ )ترانهاده‌ی
ماتریس بالا( به‌دست می‌آید:

کار در کلاسصفحه ۲۱۴

 را در هر حالت با هم جمع یا تفریق کنید.B و Aمانند نمونه ماتریس‌های 
الف(

ب(
پ(
ت(

ث( دو ماتریس ۳×۳ و غیرصفر مثال بزنید که جمع آنها برابر با ماتریس صفر باشد.

 دو ماتریس هم‌مرتبه‌اند )۲×۲(؛ درایه‌های نظیر را از هم کم می‌کنیم:الف(

 هر دو ماتریس سطری ۱×۴ هستند و درایه‌های نظیر را جمع می‌کنیم:ب(

 هر دو ماتریس ۲×۴ هستند:پ(

 هر دو ماتریس ۱×۱ هستند: )یعنی عدد ۲−(.ت(

 کافی است ماتریس دوم را قرینه‌ی ماتریس اول بگیریم؛ مثلاً:ث(

۸
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کار در کلاسصفحه ۳۱۵

۱ـ در هر حالت طرف دوم تساوی‌های زیر را به‌دست آورید.
الف(

ب(
پ(
ت(

۲ـ هر یک از ماتریس‌های زیر را به صورت ضرب یک عدد در یک ماتریس بنویسید.

۱ـ الف(

ب(

 ضرب عدد صفر در هر ماتریس، ماتریس صفر هم‌مرتبه با آن را نتیجه می‌دهد:پ(

ت(

 از هر درایه‌ی ماتریس اول عامل مشترک ۲ و از هر درایه‌ی ماتریس دوم عامل مشترک )۱−( بیرون۲ـ
می‌آوریم:

کار در کلاسصفحه ۴۱۷

 برقراری خاصیت )ج( را تحقیق کنید.s و ۱r = −۲ـ برای ماتریس و دو عدد حقیقی ۳ = 
۲ـ درستی خاصیت )ج( را در حالت کلی ثابت کنید.

خاصیت )ج(:

 داریم پس:۱ـ

از طرفی:

پس . همچنین و .

 فرض کنیم و . آنگاه:۲ـ

)تعریف ضرب عدد در ماتریس(

)توزیع‌پذیری ضرب نسبت به جمع و تفریق در (

)تعریف جمع و تفریق ماتریس‌ها(

)تعریف ضرب عدد در ماتریس(

۹
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کار در کلاسصفحه ۵۱۷

.A×B=-۷ طوری تعریف کنید که B و یک ماتریس ستونی ۱ × ۳ مانند Aیک ماتریس سطری ۳ × ۱ مانند 

ماتریس سطری ۱×۳ و ماتریس ستونی ۳×۱ را به‌صورت زیر در نظر می‌گیریم )مرتبه‌ی ماتریس‌ها طبق صورت
پرسش، سطری با سه ستون و ستونی با سه سطر است(:

پاسخ یکتا نیست؛ هر دو ماتریسی که مجموع حاصل‌ضرب درایه‌های نظیرشان ۷− شود پذیرفته است.

پرسش درون متنصفحه ۶۱۸

( امکان‌پذیر است؟ چرا؟B×Aمثال: اگر آیا ضرب )

 ماتریسیB برابر باشد. اما A با تعداد سطرهای B باید تعداد ستون‌های B×Aخیر. برای تعریف حاصل‌ضرب 
 ماتریسی ۳×۳ است و ۳ سطر دارد. چون ۲ ≠ ۳، ضرب۳A×۲ است و تعداد ستون‌هایش ۲ است، در حالی که 

B×A ولی( .تعریف‌شده نیست A×B چون ستون‌های A برابر ۳ و سطرهای B).برابر ۳ است، تعریف می‌شود 

کار در کلاسصفحه ۷۱۸

 را در صورت امکان محاسبه کنید.B×A و ۱A×Bـ برای هر حالت 
الف(

ب(
پ(
ت(

« مقایسه کنید.b یا a = ۰ آنگاه a×b = ۰قسمت )ت( را با این حکم در اعداد حقیقی که »اگر ۰ = 
 قابلB×A و A×B ماتریسی ۵×۳ باشد در این صورت در هریک از حالت‌های زیر مشخص کنید که ۲Aـ اگر 

تعریف است یا خیر و در صورت تعریف مرتبه‌ی آن را بیابید:
B=[b_ij]_۵×۵ ث( B=[b_ij]_۵×۴ ت( B=[b_ij]_۵×۳ پ( B=[b_ij]_۳×۵ ب( B=[b_ij]_۳×۲الف( 

 تعریف نمی‌شودB×A تعریف می‌شود و ۳×۴ است؛ A×B از مرتبه‌ی ۳×۴ است. B از مرتبه‌ی ۳×۳ و ۱Aـ الف(
: ۳(.A: ۴، سطرهای B)ستون‌های 

 از مرتبه‌ی ۳×۳ وA×B از مرتبه‌ی ۲×۳ است؛ هر دو حاصل‌ضرب تعریف می‌شوند )B از مرتبه‌ی ۳×۲ و Aب(
B×A:)۲×۲ از مرتبه‌ی 

 ماتریسی ۱×۱ است:B×A ماتریسی ۳×۳ و A×B از مرتبه‌ی ۱×۳ است؛ B از مرتبه‌ی ۳×۱ و Aپ(

 تعریف نمی‌شود(:B×A ماتریسی ۲×۳ است )A×B از مرتبه‌ی ۳×۳ است؛ B از مرتبه‌ی ۲×۳ و Aت(

۱۰
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در اینجا و ولی . یعنی در ضرب ماتریس‌ها از نمی‌توان نتیجه گرفت که یا ؛ در حالی که در اعداد حقیقی از ۰ =
a×b = ۰ ًحتما a = ۰ یا b.نتیجه می‌شود 

 وقتی که تعدادB×A برابر باشد و B )۳( با تعداد سطرهای A وقتی تعریف می‌شود که تعداد ستون‌های ۲A×Bـ
 )۵( برابر باشد.A با تعداد سطرهای Bستون‌های 

A×BB×Aحالت

تعریف نمی‌شودتعریف می‌شود، مرتبه‌ی ۵×۲الف( ۳×۲

تعریف می‌شود، مرتبه‌ی ۳×۳تعریف می‌شود، مرتبه‌ی ۵×۵ب( ۳×۵

تعریف نمی‌شودتعریف نمی‌شودپ( ۵×۳

تعریف نمی‌شودتعریف نمی‌شودت( ۵×۴

تعریف می‌شود، مرتبه‌ی ۵×۳تعریف نمی‌شودث( ۵×۵

کار در کلاسصفحه ۸۱۹

( را با هم مقایسه کنید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟B×A( و )۱A×Bـ فرض کنید در این صورت حاصل )
نتیجه: در حالت کلی ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ....

۲ـ ماتریس اسکالر را از چپ و راست در ماتریس ضرب کرده و حاصل‌ضرب‌ها را با هم مقایسه کنید. چه
نتیجه‌ای می‌گیرید؟

در حالت کلی ضرب ماتریس‌ها خاصیت جابه‌جایی ندارد.. بنابراین: A×B ≠ B×Aمشاهده می‌کنیم 

۲ـ

 است: . پس ماتریس واحد در ضرب ماتریس‌ها نقش عضو خنثی را دارد )و در اینAهر دو حاصل‌ضرب برابر 
حالت خاص جابه‌جایی برقرار است(.

کار در کلاسصفحه ۹۱۹

 را بررسی کنید.۳A×(B+C)=(A×B)+(A×C)ـ اگر و در این صورت درستی تساوی 

 درست است.A×(B+C)=(A×B)+(A×C)دو طرف تساوی با هم برابرند؛ پس تساوی 

کار در کلاسصفحه ۱۰۲۰

۴ـ با همان ماتریس‌های معرفی شده در شماره‌ی )۳( درستی تساوی زیر را بررسی کنید:

۱۱
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A×(B×C)=(A×B)×C

 برقرار است.A×(B×C)=(A×B)×Cهر دو طرف برابرند؛ پس 

تمرینصفحه ۱۱۲۰

 داشته باشیمi>j و برای a_ij=۷ داشته باشیم i=j ماتریسی ۴×۳ باشد به‌طوری که برای ۱A=[a_ij]_۳×۴ـ اگر 
a_ij=i+j و برای i<j داشته باشیم a_ij=i² در این صورت ماتریس A.را با درایه‌هایش مشخص کنید 

طبق شکل پرسش، ماتریس دارای ۳ سطر و ۴ ستون است )(. درایه‌ها را به‌دست می‌آوریم:

تمرینصفحه ۱۲۲۰

( را بیابید.x+y+z در این صورت حاصل )۲A=Bـ اگر و 

دو ماتریس برابرند اگر درایه‌های نظیرشان برابر باشند:

 و ۱ با ۱ تطبیق می‌کند.(B با ۲x+y در Aبا جمع دو معادله‌ی اول: و سپس . )درایه‌ی ۵ در 

بنابراین .

تمرینصفحه ۱۳۲۰

.AB=O ولی B≠O و A≠O مثال بزنید که B و ۳Aـ دو ماتریس ۳×۳ مانند 

هر دو ماتریس غیرصفرند ولی حاصل‌ضربشان ماتریس صفر است.

تمرینصفحه ۱۴۲۰

۴ـ با یک مثال نقض نشان دهید که قانون حذف در ضرب ماتریس‌ها برقرار نمی‌باشد به عبارت دیگر نشان
.B=C نمی‌توان نتیجه گرفت AB=ACدهید که در حالت کلّی از تساوی 

مثال نقض:

(. بنابراین قانون حذف در ضرب ماتریس‌ها برقرار نیست.A≠O )و حتی B≠C ولی AB=ACپس 

۱۲
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تمرینصفحه ۱۵۲۰

 )A^n=AA^(n-۱))n�� ، n>۱ و ... و A³=AA² و A²=AA را به‌صورت A ماتریسی مربعی باشد و توان‌های ۵Aـ اگر 
 را بیابید.�A و A³ و A²در این صورت با فرض حاصل 

چون ، داریم :

 هستند.(A و توان‌های فرد برابر I برابر A)توان‌های زوج 

تمرینصفحه ۱۶۲۱

 ماتریسی قطری باشد.A×B را طوری به‌دست آورید که حاصل‌ضرب b و ۶aـ اگر مقادیر 

ماتریس قطری باید درایه‌های غیر واقع بر قطر اصلی‌اش صفر باشد:

،

در این صورت که قطری است.

تمرینصفحه ۱۷۲۱

 را با درایه‌هایشانB و A به صورت زیر معرفی شده باشند، ابتدا B=[b_ij]_۲×۳ و ۷A=[a_ij]_۳×۲ـ اگر 
 را به‌دست آورید.B×A و A×Bنوشته و سپس 

 )A:)۲×۳ماتریس 

 )B:)۳×۲ماتریس 

تمرینصفحه ۱۸۲۱

( را تشکیل دهید.A×B ماتریسی ۳×۳ و دلخواه باشد در این صورت ماتریس )۸Bـ اگر ماتریسی قطری باشد و 
چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

فرض می‌کنیم . آنگاه:

 ضرب می‌کندA را در درایه‌ی نظیر قطر B، هر سطر B از سمت چپ در ماتریس A ضرب ماتریس قطری نتیجه:
.(r_i در B)سطر i ام 

۱۳
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تمرینصفحه ۱۹۲۱

 در این صورتA ماتریسی هم‌مرتبه‌ی B ماتریسی ۳×۳ و اسکالر باشد و ۹Aـ اگر 
 قوانینی تعریف کنید.B×A و A×Bالف( برای 

 برقرار است؟A×B=B×Aب( آیا تساوی 

 ماتریس اسکالر یعنی قطری با درایه‌های روی قطر برابر؛ پس . طبق تمرین قبل )و طبق ویژگی عضوالف(
خنثی(:

. ،

 به‌دست می‌آید.B در همه‌ی درایه‌های kیعنی هر دو حاصل‌ضرب برابر است با ماتریسی که از ضرب عدد 

 برقرار است.A×B=B×A هستند، تساوی kB بله؛ چون هر دو برابر ب(

تمرینصفحه ۲۰۲۱

( ثابت کنید.A×B=B×A ماتریس‌های ۳×۳ و تعویض‌پذیر باشند )B و ۱۰Aـ اگر 
)A²+۲AB+B²)A+B=²الف( 

A²−B²=(A+B)(A−B)ب( 

 با استفاده از خاصیت توزیع‌پذیری:الف(

چون پس و در نتیجه .

ب(

چون پس و در نتیجه .

تمرینصفحه ۲۱۲۱

 را بدست آورید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟۱۱A³ـ اگر مفروض باشد. حاصل 

امnام ماتریس برابر است با ماتریس قطری که درایه‌های قطر آن توان n برای ماتریس قطری، توان نتیجه:
درایه‌های قطر ماتریس اصلی است.

مسئلهصفحه ۲۲۲۲

مسئله: نشان دهید ماتریس وارون ماتریس است. کافی است با توجه به تعریف ماتریس وارون نشان دهیم
AB=BA=I.

۱۴

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

 است.A وارون ماتریس B، ماتریس AB=BA=Iچون 

مثالصفحه ۲۳۲۳

مثال: وارون ماتریس را به‌دست آورید. ... پاسخ به‌دست آمده را امتحان کنید.

 باشد.A×A�¹=A�¹×A=Iوارون را به‌دست آورده بودیم. امتحان: باید 

پس پاسخ درست است.

پرسش کنار صفحهصفحه ۲۴۲۳

آیا دو ماتریس و وارون یکدیگرند؟ چرا؟

 برابر است با زیرا .(A، این دو ماتریس وارون یکدیگر نیستند. )وارون A×B≠Iچون 

پرسش کنار صفحهصفحه ۲۵۲۳

 را بیابید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟�¹(A�¹)اگر مفروض باشد ماتریس 

پس

: وA�¹اکنون وارون 

 یعنی وارونِ وارونِ هر ماتریس وارون‌پذیر، خودِ آن ماتریس است.نتیجه:

فعالیتصفحه ۲۶۲۴

دستگاه ۲x + y = ۴ ، ۷x + ۴y = ۱۵ را در نظر بگیرید. می‌توان از ماتریس‌ها کمک گرفت و دستگاه را به‌صورت
یک تساوی ماتریسی نوشت:

)۱(
از طرفی با توجه به تعریف ضرب ماتریس‌ها داریم: )۲(

از )۱( و )۲( � . معادله‌ی ماتریسی اخیر معادل با دستگاه دو معادله و دو مجهول مفروض است.
 وارون داردA )( را ماتریس ضرایب می‌نامیم در این صورت اولاً نشان دهید ماتریس ۱Aـ حال اگر فرض کنیم 

 را بیابید.A�¹)وارون‌پذیر است( و در ثانی 
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 ضرب کنید و با توجه به تعریف تساوی بین دو۲A�¹ـ معادله‌ی ماتریسی معادل با دستگاه را از سمت چپ در 
 را بیابید.y و xماتریس، جواب دستگاه یعنی 

تکمیل )۱(:

 وارون‌پذیر است.A � ۱ـ

 ضرب می‌کنیم:A�¹ دو طرف را از چپ در ۲ـ
�

تحقیق: و .

مثال )تکمیلی(صفحه ۲۷۲۵

مثال: دستگاه ۳x − ۴y = ۱ ، −x + ۲y = ۱ را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.

،

پس . )تحقیق: و (

پرسش کنار صفحهصفحه ۲۸۲۵

دستگاه معادلات ۲x − y = ۴ ، −۴x + ۲y = ۲ را در نظر بگیرید. آیا می‌توانید از ماتریس وارون برای حل این
دستگاه استفاده کنید؟ این دو خط نسبت به هم چگونه‌اند؟

 وارون‌پذیر نیست و نمی‌توان از ماتریس وارون استفاده کرد.Aماتریس ضرایب است و . پس 

هر دو خط شیب ۲ دارند ) و ( ولی عرض از مبدأهایشان متفاوت است )(؛ بنابراین دو خط موازی و متمایزند،
نقطه‌ی مشترکی ندارند و دستگاه جواب ندارد.

کار در کلاسصفحه ۲۹۲۶

دستگاه معادلات ۲x − ۳y = ۳ ، −۴x + ۶y = ۱ را در نظر بگیرید.
۱ـ هریک از معادلات دستگاه معادلهٔ یک خط در صفحه است. شیب هریک از این دو خط را معلوم کنید. چه

نتیجه‌ای می‌گیرید؟ آیا این دو خط بر هم منطبق هستند؟
۲ـ ماتریس ضرایب دستگاه را تشکیل دهید، آیا این ماتریس وارون‌پذیر است؟ چرا؟
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 ماتریس ضرایب یک۳Aـ سؤال‌های ۱ و ۲ را در مورد دستگاه x − ۳y = ۲ ، −۳x + ۹y = −۶ پاسخ داده و اگر 
 برای تعداد جواب‌های آن دستگاه دو حالت نتیجه بگیرید.|A|دستگاه باشد و ۰ = 

 � شیب ؛ � شیب۱ـ

شیب‌ها برابرند ولی عرض از مبدأها ) و ( متفاوتند؛ پس دو خط موازی‌اند و بر هم منطبق نیستند و دستگاه
جواب ندارد.

۲ـ

 وارون‌پذیر نیست )وارون ندارد(.Aچون ماتریس 

 در دستگاه : و )معادله‌ی دوم برابر ۳− ضرب معادله‌ی اول است(. پس شیب‌ها و عرض از مبدأها برابر۳ـ
است و دو خط بر هم منطبقند؛ دستگاه بی‌شمار جواب دارد. ماتریس ضرایب با وارون‌پذیر نیست.

، آنگاه دو خط موازی‌اند و دستگاه یا جواب|A|=۰ ماتریس ضرایب یک دستگاه ۲×۲ باشد و A اگر نتیجه‌ی کلی:
ندارد )دو خط موازی و متمایز، مانند حالت ۱( یا بی‌شمار جواب دارد )دو خط منطبق، مانند حالت ۳(.

پرسش کنار صفحهصفحه ۳۰۲۸

دترمینان ماتریس زیر را بیابید.

ابتدا دترمینان‌های ۲×۲ را حساب می‌کنیم: ، ، )با علامت منفی � ۱−(،

پرسش کنار صفحهصفحه ۳۱۲۹

 برقرار باشد.A| − ۵·|A|²| را چنان بیابید که تساوی d + ۶ = ۰ و a ،b ،cاگر در این صورت اعداد حقیقی 

.

 برابر ۲ یا ۳ باشد؛ مثلاad−bcًپس کافی است 

یا . )جواب‌ها بی‌شمارند.(

کار در کلاسصفحه ۳۲۲۹

 را بررسی کنید.|AB|=|A||B| را به‌دست آورده و برقراری تساوی ۱A×Bـ ماتریس‌های مفروض‌اند. ماتریس 
 را به دست آورید.|A²| را محاسبه و A²، سپس ماتریس |A| بنویسید طوری که ۲A = −۶ـ ماتریسی ۳×۳ چون 
چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

۱۷
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 را برحسب سطر اول یا دستور ساروس محاسبه کنید و عدد حاصل را با حاصل‌ضرب|A|۳ـ اگر در این صورت 
، مقایسه کنید. چه نتیجه‌ای می‌توان گرفت؟Aدرایه‌های روی قطرِ اصلی 

نتیجه: ۱ـ دترمینان هر ماتریس قطری برابر است با ................ ۲ـ دترمینان ماتریس مربعی صفر، .............
است.

 را به دست آورید.|A| ماتریسی ۳×۳ باشد و داشته باشیم در این صورت ۴Aـ اگر 

۱ـ

. ، ،

چون ، تساوی برقرار است.

 مثلاً ماتریس قطری که :۲ـ

 نیز نتیجه می‌شود(.B=A یعنی )که از با نتیجه:

 برحسب سطر اول: . دستور ساروس نیز می‌دهد؛ برابر با حاصل‌ضرب درایه‌های قطر اصلی است.۳ـ

. ۲ـ دترمینانحاصل‌ضرب درایه‌های روی قطر اصلی ۱ـ دترمینان هر ماتریس قطری برابر است با نتیجه:
 است )زیرا تمام درایه‌های آن صفرند(.صفرماتریس مربعی صفر، 

۴ـ

 قطری است؛ پس . )راه دیگر: (Aماتریس 

پرسش کنار صفحهصفحه ۳۳۳۰

 را بیابید.|A| در این صورت ��a ماتریسی ۳ × ۳ و اسکالر باشد و A = ۴اگر 

ماتریس اسکالر، قطری با درایه‌های برابر روی قطر است؛ پس و .

تمرینصفحه ۳۴۳۰

 را به‌دست آورید.|BA| و |AB|۱ـ اگر و در این صورت 

 هستند )سطر اول در ۲− و سطر دوم در ۱− و سطر۱ ۲ −۳سطرهای این ماتریس ۳×۳ همگی مضربی از سطر 
سوم در ۳(؛ پس دترمینان آن صفر است. با ساروس نیز: .

۱۸
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تمرینصفحه ۳۵۳۰

 را به‌دست آورید.|A²|۲ـ اگر در این صورت 

با بسط برحسب سطر اول )یا ستون سوم(:

چون ، داریم .

)با محاسبه‌ی مستقیم: (

تمرینصفحه ۳۶۳۰

۳ـ اگر در این صورت حاصل را بیابید.

برای سادگی می‌نامیم. دترمینان ماتریس داده‌شده را از قاعده‌ی می‌نویسیم:

پس یا . اگر باشد )حالت ساده و محتمل مورد نظر( آنگاه .

اگر باشد و .

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

تمرینصفحه ۳۷۳۰

۴ـ دترمینان ماتریس را برحسب سطر سوم بیابید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

 اگر دو سطر یک ماتریس ۳×۳ برابر باشند، دترمینان آن صفر است.نتیجه:

تمرینصفحه ۳۸۳۰

.|A|=۳ بیابید که ۵Aـ ماتریسی ۳ × ۳ چون 

مثلاً ماتریس قطری

. پاسخ یکتا نیست؛ هر ماتریس دیگری با دترمینان ۳ نیز پذیرفته است، مثلاً که با بسط برحسب ستون سوم .

تمرینصفحه ۳۹۳۱

( را بیابید.۶۲A�¹−۳B�¹ـ اگر و حاصل عبارت )

۱۹
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هر درایه را جداگانه حساب می‌کنیم: ، ، ، .

تمرینصفحه ۴۰۳۱

 مقایسه کنید.|A�¹| را با |A| را به‌دست آورده و ۷A�¹ـ اگر ابتدا ماتریس 

 )دترمینان وارون یک ماتریس، وارون دترمینان آن است(.نتیجه:

تمرینصفحه ۴۱۳۱

 را از دستور ساروس محاسبه کرده و با هم مقایسه کنید.|B| و |A|۸ـ الف( ماتریس‌های و را در نظر بگیرید و 
چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟

ب( قسمت )الف( را برای دو ماتریس و بررسی کنید.

 طبق ساروس:الف(

 برابر می‌شود.k ضرب کنیم، دترمینان k اگر همه‌ی درایه‌های یک سطر را در عدد نتیجه:

 ، . همان نتیجه برقرار است.ب(

تمرینصفحه ۴۲۳۱

 را با هم مقایسه کنید. چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟|KA| و |A| دو مقدار ۹Aـ برای ماتریس ۲×۲ مانند 

فرض کنیم ؛ آنگاه و

 ضرب می‌شود. )هرK² در همه‌ی درایه‌های ماتریس، دترمینان در K برای ماتریس ۲×۲، با ضرب عدد نتیجه:
 می‌دهد.(Kسطر یک عامل 

تمرینصفحه ۴۳۳۱

 را بیابید.| A| A| | در این صورت حاصل |A| ماتریسی ۳ × ۳ باشد و ۱۰A = ۵ـ اگر 

A|=۵| عددی ثابت است؛ پس |A|A یعنی ضرب عدد ۵ در ماتریس A ۵، یعنیAدر ماتریس ۳×۳ ضرب عدد در .
همه‌ی درایه‌ها، دترمینان را در ضرب می‌کند )هر یک از سه سطر یک عامل ۵ دارد(:

۲۰

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

تمرینصفحه ۴۴۳۱

۱۱ـ دستگاه معادلات خطی تشکیل دهید که ماتریس ضرایب دستگاه بوده و ماتریس معلومات آن باشد و
 بیابید.A�¹سپس جواب دستگاه را با استفاده از 

دستگاه با شرط :
�

،

پس . )تحقیق: و (

تمرینصفحه ۴۵۳۱

 یک دسته جواب منحصربه‌فرد دارد.kx + ۳y = ۴ ، x − ۲y = ۳ دستگاه ۱۲kـ به ازای چه مقادیری از 

دستگاه جواب منحصربه‌فرد دارد اگر و تنها اگر دترمینان ماتریس ضرایب ناصفر باشد:

 به جز دستگاه جواب منحصربه‌فرد دارد.kپس به ازای هر عدد حقیقی 

تمرینصفحه ۴۶۳۱

۱۳ـ روی وجود و عدم وجود و تعداد جواب‌های هر یک از دستگاه‌های زیر بحث کنید و در صورت وجود، جواب
 بیابید.A�¹را با استفاده از 

۳x − ۵y = −۱ ، ۲x + y = ۸ )الف
x + ۳y = ۵ ، −۲x − ۶y = ۱ )ب

۲x + ۳y = ۲ ، ۴x − ۶y = −۴− )پ

الف(

دستگاه جواب منحصربه‌فرد دارد:

یعنی )تحقیق: و (.

ب(

.جواب نداردماتریس وارون‌پذیر نیست. چون دو خط موازی و متمایزند؛ دستگاه 

پ(

 دارد )مثلاً با ؛ (.بی‌شمار جوابماتریس وارون‌پذیر نیست. چون دو خط بر هم منطبقند؛ دستگاه 

۲۱

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

هندسه )۳( دوازدهم - فصل دوم
آشنایی با مقاطع مخروطی

فهرست

۲۶صفحه ۳۴ · پرسش — فصل مشترک صفحه و کره۴۷

۲۶صفحه ۳۵ · پرسش — فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی در یک نقطه۴۸

۲۶صفحه ۳۶ · فعالیت — فعالیت ۱ - نیمساز زاویه۴۹

۲۷صفحه ۳۷ · فعالیت — فعالیت ۲ - دایره به عنوان مکان هندسی۵۰

۲۷صفحه ۳۷ · فعالیت — فعالیت ۳ - مکان هندسی نقاط هم‌فاصله از یک خط۵۱

۲۸صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۱ - مکان هندسی۵۲

۲۹صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۵۳۲

۲۹صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۵۴۳

۲۹صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۵۵۴

۳۰صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۵۶۵

۳۰صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۶ - مقطع سطح استوانه‌ای۵۷

۳۱صفحه ۴۱ · فعالیت — فعالیت ۱ - معادله‌ی ضمنی دایره۵۸

۲۲
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۳۱صفحه ۴۲ · پرسش — چرا؟ - حالت‌های معادله‌ی ضمنی۵۹

۳۱صفحه ۴۲ · کار در کلاس — کار در کلاس - معادله‌ی دایره۶۰

۳۲صفحه ۴۳ · فعالیت — فعالیت ۲ - دایره‌ی مماس بر خط۶۱

۳۲صفحه ۴۳ · کار در کلاس — کار در کلاس - وتر مشخص۶۲

۳۳صفحه ۴۴ · فعالیت — فعالیت ۳ - دایره‌ی مماس داخل۶۳

۳۳صفحه ۴۴ · کار در کلاس — کار در کلاس - وضعیت دو دایره۶۴

۳۴صفحه ۴۵ · فعالیت — فعالیت ۴ - وضعیت خط و دایره۶۵

۳۴صفحه ۴۵ · سؤال — سؤال - علامت �۶۶

۳۵صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۱ - نوشتن معادله‌ی دایره۶۷

۳۵صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۶۸۲

۳۵صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۶۹۳

۳۶صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۴ - وضعیت دو دایره۷۰

۳۶صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۵ - دایره‌ی محیطی مثلث۷۱

۳۷صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۶ - وضعیت خط و دایره۷۲

۲۳
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۳۷صفحه ۴۷ · فعالیت — فعالیت ۱ - تعریف بیضی۷۳

۳۸صفحه ۴۸ · فعالیت — فعالیت ۲ - قطرها و کانون‌های بیضی۷۴

۷۵D ۳۹صفحه ۴۸ · کار در کلاس — کار در کلاس - مختصات نقطه‌ی

۳۹صفحه ۴۹ · فعالیت — فعالیت ۳ - کشیدگی بیضی۷۶

۷۷c/a = 0 و c/a = 1 - ۴۰صفحه ۴۹ · پرسش — چرا؟

۴۰صفحه ۵۰ · فعالیت — فعالیت ۴ - مماس بر بیضی و بازتاب۷۸

۴۱صفحه ۵۰ · فعالیت — فعالیت ۵ - نقاط هم‌فاصله از خط و نقطه۷۹

۴۱صفحه ۵۰ · فعالیت — ادامه‌ی فعالیت ۵ - ابزار گونیا و نخ۸۰

۴۲صفحه ۵۱ · فعالیت — فعالیت ۶ - معادله‌ی سهمی۸۱

۸۲F(2,5) و کانون A(2,1) ۴۳صفحه ۵۳ · پرسش — چرا؟ - مثال سهمی با رأس

۸۳x=9 و خط هادی A(4,6) ۴۳صفحه ۵۴ · پرسش — چرا؟ - مثال سهمی با رأس

۴۴صفحه ۵۵ · پرسش — چرا؟ - نقاط B و B′ بر سهمی۸۴

۴۴صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۱ - کانون‌ها و نقاط بیضی۸۵

۴۴صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۲ - دایره‌ی کمکی۸۶
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۴۵صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۳ - مماس و خط موازی۸۷

۴۵صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۴ - نقطه‌ای روی بیضی۸۸

۸۹′FBF ۴۵صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۵ - زاویه‌ی

۹۰AD/AF ۴۶صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۶ - نسبت

۴۶صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۹۱۷

۴۶صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۹۲۸

۴۷صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۹۳۹

۴۷صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۹۴۱۰

۴۷صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۹۵۱۱

۴۸صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۹۶۱۲

۴۸صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۱۳ - دیش ماهواره‌ای۹۷

۴۸صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۱۴ - رسم مثلث با خواص بیضی۹۸

۴۹صفحه ۵۹ · تمرین — تمرین ۱۵ - وسط وترهای موازی سهمی۹۹
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پرسشصفحه ۴۷۳۴

به نظر شما فصل مشترک یک صفحه و یک کره چه شکلی می‌تواند باشد؟

 داشته باشیم. سه حالت پیش می‌آید:O از h و صفحه‌ای به فاصله‌ی R و شعاع Oفرض کنیم کره‌ای به مرکز 

 بر صفحه و شعاعش است.O است که مرکز آن پای عمود وارد از دایره باشد، فصل مشترک یک h<Rاگر 

 است.یک نقطه باشد )صفحه بر کره مماس است(، فصل مشترک فقط h=Rاگر 

 باشد، صفحه و کره نقطه‌ی مشترکی ندارند و فصل مشترک تهی است.h>Rاگر 

پس شکل معمول فصل مشترک یک صفحه و یک کره، دایره است.

پرسشصفحه ۴۸۳۵

 خواهد بود؟A و سطح مخروطی تنها نقطه‌ی Pدر چه حالتی فصل مشترک صفحه‌ی 

A عبور کند، فصل مشترک فقط خود نقطه‌ی A بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس Pهرگاه صفحه‌ی 
است؛ زیرا هر صفحه‌ی عمود بر محور، سطح مخروطی را در یک دایره قطع می‌کند و هرچه صفحه به رأس

نزدیک‌تر شود شعاع این دایره کوچک‌تر می‌شود تا وقتی که صفحه از رأس بگذرد و شعاع صفر شود.

)به‌طور کلی هر صفحه‌ی گذرا از رأس که هیچ مولدی را در بر نداشته باشد و زاویه‌اش با محور از زاویه‌ی مولد با
 قطع می‌کند.(Aمحور بزرگ‌تر باشد نیز سطح مخروطی را فقط در 

فعالیتصفحه ۴۹۳۶

۱ـ در کتاب هندسه‌ی ۱ با ویژگی‌ها و طریقه‌ی رسم نیمساز زاویه آشنا شدید. دو قضیه‌ی مهم در مورد نیمساز
زاویه را یادآوری کنید:

۱ـ هر نقطه روی نیمساز زاویه ……………………
۲ـ هر نقطه که …………………… روی نیمساز زاویه است.

 M�Oz  (�Ô�=Ô)اکنون گزاره‌ی زیر را کامل کنید: یک نقطه روی نیمساز زاویه است، اگر و تنها اگر از ………… 
� ……

بنابراین می‌توان گفت: نیمساز هر زاویه، مکان هندسی نقاطی از صفحه است که …………

هر نقطه روی نیمساز زاویه، از دو ضلع زاویه به یک فاصله است.

هر نقطه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله باشد، روی نیمساز زاویه است.

.دو ضلع زاویه به یک فاصله باشدگزاره‌ی کامل‌شده: یک نقطه روی نیمساز زاویه است، اگر و تنها اگر از 
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(Ô�=Ô�)  M�Oz � MH=MH′ یعنی فاصله‌ی( M از Ox برابر فاصله‌ی M از Oy.)است 

نیمساز هر زاویه، مکان هندسی نقاطی از صفحه است که از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله‌اند.

فعالیتصفحه ۵۰۳۷

 را در نظر بگیرید.r و شعاع O به مرکز Cدایره‌ی 
 چه فاصله‌ای دارد؟O روی دایره، از Aالف( هر نقطه‌ی دلخواه 

 روی دایرهB( با برهان خلف نشان دهید، OB=r باشد )r به فاصله‌ی O، یک نقطه در صفحه باشد و از Bب( اگر 
A�C � OA=rاست و از )الف( و )ب( نتیجه بگیرید: 

 است، اگر و فقط اگر …………C(O,r) روی دایره‌ی Aنتیجه: نقطه‌ی 
 مکان هندسی نقاطی از صفحه است که …………C(O,r)نتیجه: دایره‌ی 

.OA=r طبق تعریف دایره، همه‌ی نقاط آن از مرکز به یک فاصله‌ی ثابت یعنی شعاع‌اند؛ پس الف(

 قطع می‌کند و طبق′B دایره را در نقطه‌ای مانند OB روی دایره نیست. نیم‌خط B ولی OB=r فرض می‌کنیم ب(
 نمی‌تواندO ، فاصله‌ی آن‌ها از ′B≠B هستند و O هر دو روی یک نیم‌خط به مبدأ ′B و B. چون OB′=r)الف( 

 و روی دایره است.′B همان B تناقض دارد. پس OB=r که با فرض OB≠OB′=rبرابر باشد؛ یعنی 

.A�C � OA=r ، یعنی OA=r � A�C و A�C � OA=rاز )الف( و )ب(: 

.(OA=r باشد )r برابر O از Aفاصله‌ی  است، اگر و فقط اگر C(O,r) روی دایره‌ی Aنقطه‌ی 

. قرار دارندr به فاصله‌ی Oاز نقطه‌ی ثابت  مکان هندسی نقاطی از صفحه است که C(O,r)دایره‌ی 

فعالیتصفحه ۵۱۳۷

B و A را که فاصله‌ی آن‌ها از هم ۲ سانتی‌متر است، در نظر بگیرید. آیا نقطه‌های دلخواه ′d و dدو خط موازی 
 فاصله‌ی یکسانی دارند؟ این فاصله چقدر است؟ آیا می‌توانید نقطه )یا نقاط( دیگری مشخصd، از خط ′dروی 

 به فاصله‌ی ۲ سانتی‌مترd نباشند؟ همه‌ی نقاطی که از ′d به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر باشند و روی dکنید که از 
واقع‌اند، روی چه شکلی قرار دارند؟

 به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر است، اگر و تنها اگر رویdآیا گزاره‌ی زیر درست است؟ »یک نقطه در صفحه، از خط 
 هستند، واقع باشد.«d که موازی ″d و ′dیکی از دو خط 
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 به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر هستند،dآیا نتیجه‌گیری زیر درست است؟ »مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط 
 )در دو طرف آن( و به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر از آن می‌باشد.«dدو خط راست موازی 

 مستطیل است وAHH′B ، چهارضلعی ′d�d باشند، چون d بر B و A عمودهای وارد از ′BH و AHبله. اگر 
AH=BH′ ؛ پس همه‌ی نقاطd′ از d.به یک فاصله‌اند و این فاصله ۲ سانتی‌متر است 

 است نیز چنین‌اند وd و موازی با آن، به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر از d که در طرف دیگر ″dبله، همه‌ی نقاط خط 
 )در دو طرفdدو خط موازی با  به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر قرار دارند روی d نیستند. بنابراین نقاطی که از ′dروی 

آن( قرار می‌گیرند.

 برابر ۲ است، و برعکس نقطه‌ای که فاصله‌اشd فاصله‌اش از ″d یا ′dگزاره‌ی دوم درست است: هر نقطه‌ی روی 
 در همان طرف و به فاصله‌ی ۲ قرار می‌گیرد؛d است و روی خط موازی d برابر ۲ باشد، در یکی از دو طرف dاز 

 است. در نتیجه نتیجه‌گیری سوم هم درست است.″d یا ′dپس روی 

تمرینصفحه ۵۲۳۹

۱ـ مکان هندسی هر یک از مجموعه نقاط زیر را مشخص کنید:
 به یک فاصله‌اند.′d و dالف( نقاطی از صفحه که از دو خط متقاطع 

 مماس‌اند.A در نقطه‌ی ثابت dب( مرکزهای همه‌ی دایره‌هایی در صفحه که بر خط 
 در صفحه مماس‌اند.d که بر خط rپ( مرکزهای همه‌ی دایره‌هایی با شعاع ثابت 
 در صفحه‌ی این دایره مماس خارجی‌اند.C(O,r) که بر دایره‌ی rت( مرکزهای همه‌ی دایره‌هایی با شعاع ثابت 

 نقاط هم‌فاصله از دو ضلع یک زاویه روی نیمساز آن زاویه‌اند. دو خط متقاطع چهار زاویه می‌سازند کهالف(
 وd )نیمسازهای زاویه‌های بین دو خط عمود بر همنیمسازهای آن‌ها دو خط راست‌اند؛ پس مکان هندسی، 

d′ است که از نقطه‌ی تلاقی )d و d′.می‌گذرند 

 درd عمود است؛ پس مرکز روی عمود بر d مماس باشد، شعاع در نقطه‌ی تماس بر d بر A اگر دایره در ب(
خط عمود( مرکز چنین دایره‌ای است. مکان هندسی: A قرار دارد و هر نقطه‌ی این عمود )به جز خود Aنقطه‌ی 

.A به جز نقطه‌ی A در نقطه‌ی dبر 

دو خط باشد. پس مکان هندسی، r برابر شعاع d مماس است اگر و تنها اگر فاصله‌ی مرکز از d دایره بر پ(
 از آن قرار دارند.r به فاصله‌ی d است که در دو طرف dموازی 

 دو دایره مماس خارج‌اند اگر و تنها اگر فاصله‌ی مرکزهایشان برابر مجموع شعاع‌ها باشد. اینجا ؛ پس مرکزت(
. )اگر شعاع۲r و شعاع Oدایره‌ای به مرکز  است. مکان هندسی: ۲r به فاصله‌ی ثابت Oدایره‌ی متغیر از 

 می‌شد.(′r+r بود، شعاع این دایره ′rدایره‌ی متغیر 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.
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تمرینصفحه ۵۳۳۹

 نیزD و C به یک فاصله و از B و A در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای در این صفحه بیابید که از D و ۲A ،B ،Cـ نقاط 
به یک فاصله باشد )بحث کنید(.

 )عمودمنصف�l، خط D و C( و مکان نقاط هم‌فاصله از AB )عمودمنصف �l، خط B و Aمکان نقاط هم‌فاصله از 
CD است. نقطه‌ی خواسته شده، محل برخورد )l� و l� است. چون l��AB و l��CDوضع این دو خط به وضع ، 
AB و CD:بستگی دارد 

 دارد.دقیقاً یک جواب متقاطع‌اند و مسئله �l و �l موازی نباشند، CD و ABاگر 

 روی یک خط عمود بر آن‌هاCD و AB بر هم منطبق نباشند )مثلاً وقتی وسط‌های �l و �l باشد و AB�CDاگر 
.جواب نداردقرار ندارند(، دو خط موازی و متمایزند و مسئله 

 بر هم منطبق شوند )مانند رأس‌های یک ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین(، همه‌ی�l و �l باشد و AB�CDاگر 
 دارد.بی‌شمار جوابنقاط این خط جواب‌اند و مسئله 

تمرینصفحه ۵۴۳۹

 به فاصله‌ی C۳ به یک فاصله و از B و A در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای بیابید که از C و ۳A ،Bـ نقاط 
سانتی‌متر باشد )بحث کنید(.

 به فاصله‌ی ۳ هستند،C و مکان نقاطی که از AB از پاره‌خط l، عمودمنصف B و Aمکان نقاط هم‌فاصله از 
 بنامیم:h را l از C و این دایره‌اند. اگر فاصله‌ی l است. جواب‌ها نقاط برخورد C(C,۳)دایره‌ی 

 قطع می‌کند؛ مسئله دو جواب دارد.دو نقطه: خط دایره را در h<۳اگر 

.یک جواب: خط بر دایره مماس است؛ h=۳اگر 

.مسئله جواب ندارد: خط و دایره برخورد ندارند؛ h>۳اگر 

تمرینصفحه ۵۵۳۹

 به فاصله‌ی d۳ به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر و از A در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای بیابید که از d و خط ۴Aـ نقطه‌ی 
سانتی‌متر باشد )بحث کنید(.

 به فاصله‌ی ۳ هستند، دو خطd و مکان نقاطی که از C(A,۲) به فاصله‌ی ۲ هستند، دایره‌ی Aمکان نقاطی که از 
d� و d� موازی d.در دو طرف آن و به فاصله‌ی ۳ از آن است. جواب‌ها محل برخورد دایره با این دو خط‌اند 
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| برابر �d از A قرار دارد. فاصله‌ی A خطی باشد که در همان طرفِ �d باشد و h برابر d از Aفرض کنیم فاصله‌ی 
|h−۳ و از d� برابر h+۳≥۳ است. چون h+۳>۲ دایره هرگز ،d� را قطع نمی‌کند و فقط d�:اهمیت دارد 

 قطع می‌کند؛ دو جواب.دو نقطه را در �d(: دایره |h−۳|<۲ )یعنی h<۵<۱اگر 

.یک جواب مماس است؛ �d(: دایره بر |h−۳|=۲ )یعنی h=۵ یا h=۱اگر 

.جواب ندارد :(|h−۳|>۲ )یعنی h>۵ یا h<۱اگر 

تمرینصفحه ۵۶۳۹

۵ـ هرگاه صفحه‌ای شامل محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهد، فصل مشترک )مقطع( حاصل چه شکل
است؟

 می‌گذرد و دو مولد متقارن نسبت به محور را در بر دارد؛ بنابراین فصل مشترکAصفحه‌ی شامل محور از رأس 
( است که نسبت به محور متقارن‌اند. )یعنیA )دو مولد گذرنده از رأس دو خط متقاطعآن با سطح مخروطی 

حالت تبهگون که همان دو خط متقاطع است.(

تمرینصفحه ۵۷۳۹

 سطحی ایجاد می‌شود که آن را یک سطح استوانه‌ایl حول d موازی باشند، از دوران l و ۶dـ هرگاه دو خط 
، یک سطح استوانه‌ای را قطع کند. در حالت‌های مختلف درباره‌ی سطحPمی‌نامیم. حال فرض کنید صفحه‌ی 

مقطع حاصل بحث کنید )چهار حالت(.

:(l از محور d باشد )فاصله‌ی rفرض کنیم شعاع استوانه 

 است.r به شعاع دایره باشد: مقطع یک عمودl بر محور Pاگر 

 است.بیضی نه بر محور عمود و نه با آن موازی باشد )محور را مایل قطع کند(: مقطع یک Pاگر 

 )دو مولددو خط موازی باشد: مقطع r باشد و فاصله‌اش از محور کمتر از موازیl با محور Pاگر 
استوانه( است.

 باشد: صفحه بر استوانه مماس است و مقطعr با محور موازی باشد و فاصله‌اش از محور برابر Pاگر 
 باشد، مقطع تهی است.(r )یک مولد( است. )اگر فاصله بیشتر از یک خط

این جواب ممکن است دقیق نباشد.
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فعالیتصفحه ۵۸۴۱

 را در حالت کلی به‌دستx²+y²+ax+by+c=۰می‌خواهیم مختصات مرکز و طول شعاع دایره به معادله‌ی ضمنی 
آوریم. با پر کردن جاهای خالی این کار را انجام دهید:

 به‌دست می‌آید؟c ،b ،aبا توجه به شرط نامنفی بودن عبارت زیر رادیکال چه نتیجه‌ای درباره‌ی 

 )یاa²+b²−۴c≥۰چون طول شعاع باید عددی حقیقی )و مثبت( باشد، عبارت زیر رادیکال باید نامنفی باشد: 
a²+b²≥۴c برای آن‌که معادله دایره‌ای واقعی با شعاع مثبت باشد باید .)a²+b²−۴c>۰.برقرار باشد 

پرسشصفحه ۵۹۴۲

a²+b²<۴c باشد و اگر a²+b²>۴c معادله‌ی یک دایره است، اگر و تنها اگر x²+y²+ax+by+c=۰رابطه‌ی ضمنی 
 باشد، این معادله تنها یک نقطه بهa²+b²=۴cباشد، این معادله هیچ نقطه از صفحه را مشخص نمی‌کند و اگر 

مختصات را در صفحه مشخص می‌کند )چرا؟(

معادله با تبدیل به مربع کامل به صورت درمی‌آید. سمت چپ مجموع دو مربع و همواره نامنفی است.

 در معادله صدق نمی‌کند؛ پس هیچ(x,y)، سمت راست منفی است و هیچ زوج حقیقی a²+b²−۴c<۰اگر 
نقطه‌ای مشخص نمی‌شود.

، سمت راست صفر است و مجموع دو مربع فقط وقتی صفر است که هر دو صفر باشند:a²+b²−۴c=۰اگر 
x=−a/۲ و y=−b/۲.؛ پس فقط یک نقطه مشخص می‌شود

r( است و معادله‌ی استاندارد دایره‌ای به شعاع r²، سمت راست برابر مربع عدد مثبتی )a²+b²−۴c>۰اگر 
می‌شود.

کار در کلاسصفحه ۶۰۴۲

 و شعاع آن ۳ واحد باشد.۱O(۰,۱)ـ معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن 
 به چه صورت است؟۲rـ معادله‌ی دایره‌ای به مرکز مبدأ مختصات و شعاع 

۳ـ کدام یک از روابط زیر می‌تواند معادله‌ی یک دایره باشد؟ مختصات مرکز و طول شعاع دایره‌ها را به‌دست
آورید و دایره را رسم کنید.

الف(
ب(
ج(

)۱

۳۱
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)۲

۳( الف(

پس معادله‌ی یک دایره است:

ب(

مقدار منفی است؛ پس این رابطه معادله‌ی دایره نیست )هیچ نقطه‌ای را مشخص نمی‌کند(.

 ابتدا دو طرف را بر ۲ تقسیم می‌کنیم:ج(

پس دایره است با .

فعالیتصفحه ۶۱۴۳

 مماس باشد.۳x−۴y+۳=۰ مرکز آن بوده و بر خط به معادله‌ی O(۱,−۱)معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که نقطه‌ی 
( بر خط ……………………۱Hـ با توجه به آنچه از هندسه‌ی ۲ به یاد دارید، شعاع دایره در نقطه‌ی تماس )

۲ـ طول شعاع دایره برابر است با فاصله‌ی مرکز دایره از …………
۳ـ به کمک دستور فاصله‌ی نقطه از خط داریم:

۴ـ معادله‌ی دایره را با داشتن مختصات مرکز و شعاع آن می‌نویسیم:

.عمود است شعاع دایره در نقطه‌ی تماس بر خط مماس ۱(

 بر خط عمود است(.OH )زیرا خط مماس طول شعاع دایره برابر است با فاصله‌ی مرکز دایره از ۲(

)۳

)۴

کار در کلاسصفحه ۶۲۴۳

 وتری به طول جدا کند.x+y=۲ بوده و روی خط به معادله‌ی O(۰,۱)معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن 
)راهنمایی: می‌دانیم که عمودی که از مرکز دایره بر یک وتر رسم می‌شود، آن وتر را نصف می‌کند.(

فاصله‌ی مرکز از خط:

عمود وارد از مرکز بر وتر آن را نصف می‌کند؛ پس نصف وتر است و در مثلث قائم‌الزاویه‌ی ساخته‌شده )شعاع
وتر است(:

معادله‌ی دایره:

۳۲
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فعالیتصفحه ۶۳۴۴

 مماس داخل باشد.x²+y²−۴x−۶y=۳ بوده و با دایره‌ی O(۰,۱)معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن 
۱ـ معادله‌ی دایره‌ی فوق را به صورت استاندارد تبدیل کنید و از آنجا مختصات مرکز و طول شعاع آن را بیابید.

۲ـ طول خط‌المرکزین دو دایره را به‌دست می‌آوریم:
۳ـ با توجه به آنچه از هندسه‌ی ۲ می‌دانیم، داریم:

۴ـ با داشتن مختصات مرکز و طول شعاع، معادله‌ی دایره را می‌نویسیم: چرا مسئله دو جواب دارد؟

)۱

)۲

)۳

)۴

مسئله دو جواب دارد چون هر دو مقدار و مثبت‌اند. در حالت اول دایره‌ی داده‌شده درون دایره‌ی جدید )که
بزرگ‌تر است( و در حالت دوم دایره‌ی جدید درون دایره‌ی داده‌شده قرار می‌گیرد؛ در هر دو حالت دو دایره

مماس داخل‌اند.

کار در کلاسصفحه ۶۴۴۴

وضعیت هر یک از جفت دایره‌های زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
الف(

ب(
ج(
د(

)راهنمایی: مختصات مرکز و طول شعاع‌های هر دو دایره را به‌دست آورده و پس از تعیین طول خط‌المرکزین از
اطلاعات خود از هندسه‌ی ۲ استفاده کنید.(

 والف(
 )فاصله‌ی مرکزها برابر مجموع شعاع‌هاست(مماس خارج �

 وب(
 )در دو نقطه یکدیگر را قطع می‌کنند(متقاطع �

 وج(
 )دایره‌ی کوچک‌تر کاملاً درون دایره‌ی بزرگ‌تر است و نقطه‌ی مشترکی ندارند(متداخل �

 ود(

۳۳
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 )هر دو بیرون یکدیگرند و نقطه‌ی مشترکی ندارند(متخارج �

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۶۵۴۵

 را تعیین کنیم.x²+y²−۲y−۳=۰ و دایره‌ی x+y=۴می‌خواهیم وضعیت خط به معادله‌ی 
 را در معادله‌ی دایره جایگزین می‌کنیم )با این کار در صورت برخورد خط وy=۴−xروش اول: از معادله‌ی خط، 

دایره، مختصات نقطه‌های برخورد از معادله‌ی حاصل به‌دست می‌آید(:
، نشان دهید معادله‌ی فوق ریشه‌ی حقیقی ندارد و در نتیجه�با ساده‌کردن معادله‌ی حاصل و تعیین علامت 

خط و دایره نقطه‌ی برخوردی ندارند.
روش دوم: معادله‌ی دایره را استاندارد کنید و مختصات مرکز و طول شعاع آن را بیابید. سپس فاصله‌ی مرکز

دایره از خط را بیابید. چگونه تشخیص می‌دهید خط و دایره نسبت به هم چه وضعی دارند؟
با رسم شکل خط و دایره در یک دستگاه مختصات، درستی نتیجه‌گیری‌تان را ببینید.

روش اول:

 است معادله ریشه‌ی حقیقی ندارد، یعنی خط و دایره نقطه‌ی مشترکی ندارند.۰>�چون 

روش دوم:

فاصله‌ی مرکز از خط :

 خطd<rچون فاصله‌ی مرکز از خط از شعاع بیشتر است، خط بیرون دایره قرار دارد و آن را قطع نمی‌کند. )اگر 
 بیرون دایره است.( شکل نیزd>r مماس است، و اگر d=rدایره را در دو نقطه قطع می‌کند ]متقاطع[، اگر 

درستی این نتیجه را نشان می‌دهد.

سؤالصفحه ۶۶۴۵

 شود وضع دایره و خط نسبت به هم چگونه است؟۰=� یا ۰<�اگر در معادله‌ی حاصل از برخورد خط و دایره، 
در این حالت‌ها فاصله‌ی مرکز دایره از این خط چگونه است؟

 است( وقاطع: معادله دو ریشه‌ی حقیقی متمایز دارد؛ خط دایره را در دو نقطه قطع می‌کند )خط ۰<�اگر 
.(d<r است )کمتر از شعاعفاصله‌ی مرکز از خط 

 است( ومماس: معادله یک ریشه‌ی مضاعف دارد؛ خط دایره را در یک نقطه قطع می‌کند )خط ۰=�اگر 
.(d=r است )برابر شعاعفاصله‌ی مرکز از خط 

۳۴
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 است.(d>r: خط و دایره نقطه‌ی مشترک ندارند و ۰>�)اگر 

تمرینصفحه ۶۷۴۶

۱ـ معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که:
 نقطه‌ای از آن باشد.A(۳,۲) مرکز آن و O(۱,۱)الف( 

 مماس باشد.۳x+۴y=۰ مرکز آن بوده و بر خط O(۲,۱)ب( 
 وتری به طول ۲ ایجاد کند.x+y=۱ مرکز آن بوده و روی خط O(−۱,−۱)پ( 

 بر آن مماس باشد.۴x+۳y=۶ شامل قطرهایی از آن بوده و خط x−y=۳ و x+y=۱ت( خطوط 
 شامل قطری از آن باشد.y=۲x−۱ بگذرد و B(۳,۰) و A(۱,۲)ج( از نقاط 

الف(

ب(

پ(

 مرکز دایره روی هر دو قطر است، پس محل برخورد دو خط است:ت(

:OA=OB است: . چون y=۲x−۱ مرکز روی خط ج(

: �(. معادله:Bمرکز و )برای 

تمرینصفحه ۶۸۴۶

 بتواند معادله‌ی یک دایره باشد.x²+y²−۳x+۵y+a=۰ را طوری به‌دست آورید که ۲aـ حدود 

 باشد )در اینجا ضرایب هستند(:a²+b²−۴c>۰باید 

 هیچ نقطه‌ایa>۱۷/۲ فقط یک نقطه و برای a=۱۷/۲ معادله‌ی یک دایره است. )برای a<۱۷/۲پس به ازای 
به‌دست می‌آید.(

تمرینصفحه ۶۹۴۶

x²+y²−۲x+۴y−۵=۰ را نسبت به دایره‌ی D(۴,−۱) و C(۲,۳) و B(۱,−۲) و ۳A(−۱,−۱)ـ وضعیت هر یک از نقاط 
تعیین کنید.

دایره:

۳۵
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هر نقطه را با فاصله‌اش از مرکز مقایسه می‌کنیم )یا مقدار را حساب می‌کنیم؛ علامت منفی: درون، صفر: روی
دایره، مثبت: بیرون(.

وضعیتr²=۱۰f(x,y)مقایسه با مربع فاصله از مرکزنقطه

A(−۱,−۱)۵=۴+۱۱۰<۵۵−درون دایره

B(۱,−۲)۰=۰+۰۱۰<۰۱۰−)درون دایره )مرکز

C(۲,۳)۲۶=۱+۲۵۱۰>۲۶۱۶بیرون دایره

D(۴,−۱)۱۰=۹+۱۱۰=۱۰۰روی دایره

تمرینصفحه ۷۰۴۶

۴ـ وضعیت هر یک از جفت دایره‌های زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
الف(

ب(
ج(
د(

الف(
 )دو نقطه‌ی مشترک(.متقاطع �

ب(
.متقاطع �

ج(
.مماس خارج �

د(
 )نقطه‌ی مشترکی ندارند(.متخارج �

تمرینصفحه ۷۱۴۶

 راABC هستند. معادله‌ی دایره‌ی محیطی مثلث ABC رئوس مثلث C(۱,−۳) و B(۱,۱) و ۵A(−۱,−۱)ـ نقاط 
 به‌دست آورید.Bبنویسید. سپس معادله‌ی مماس بر این دایره را در رأس 

دایره‌ی را از سه نقطه می‌گذرانیم:

۳۶
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جمع دو معادله‌ی اول: ؛ آنگاه و از معادله‌ی سوم .

دایره‌ی محیطی:

( پس مماسx_O=x_B=۱ قائم، چون OB بی‌نهایت است )OB عمود است. شیب OB بر شعاع B(۱,۱)مماس در 
 است.(r برابر y=۱ = ۲ از O می‌باشد. )تحقیق: فاصله‌ی y=۱افقی است و معادله‌ی آن 

تمرینصفحه ۷۲۴۶

۶ـ وضعیت هر یک از خطوط و دایره‌های زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
الف(

ب(
ج(

.(جدا � خط بیرون دایره است )الف(

 است.مماس � خط بر دایره ب(

.(قاطع � خط دایره را در دو نقطه قطع می‌کند )ج(

فعالیتصفحه ۷۳۴۷

 باشدl ثابت کنید. فرض کنید طول نخ ′F و Fیک تکه نخ در نظر گرفته و دو سر آن را مطابق شکل در دو نقطه‌ی 
. یک مداد را مانند شکل داخل نخ کنید و منحنی‌ای به‌گونه‌ای رسم کنید که در تمام زمان رسم، دو طرف′l>FFو 

نخ به‌صورت صاف و کشیده شده باشد. شکل حاصل منحنی بسته‌ای خواهد بود که بیضی نام دارد.
۱ـ یک نقطه‌ی دلخواه روی شکل رسم‌شده در نظر بگیرید. مجموع فاصله‌های این نقطه از این دو نقطه‌ی ثابت

F و F′برابر چیست؟ 
 وصل′F و F در درونِ بیضیِ رسم‌شده در نظر بگیرید و آن را به دو نقطه‌ی ثابت ۲Aـ یک نقطه‌ی دلخواه مانند 

 را ازFA است. )راهنمایی: پاره‌خط l کوچک‌تر از ′F و Fکنید و نشان دهید مجموع فواصل نقطه‌ی مورد نظر از 
 امتداد دهید تا بیضی را قطع کند. سپس از نامساوی مثلثی استفاده نمایید.(Aسمت 

 وصل کنید و′F و F بیرونِ بیضیِ رسم‌شده در نظر بگیرید و آن را به دو نقطه‌ی ۳Bـ یک نقطه‌ی دلخواه مانند 
 محل برخوردD است. )راهنمایی: اگر نقطه‌ی l بزرگ‌تر از ′F و Fنشان دهید مجموع فواصل نقطه‌ی مورد نظر از 

FB ،با بیضی باشد F′D).را رسم کنید و از نامساوی مثلثی استفاده نمایید 
۴ـ از مراحل )۱( تا )۳( متوجه وجود چه ویژگی مشترکی در همه‌ی نقاط بیضی شدید که هیچ نقطه‌ی دیگری از

صفحه، آن ویژگی را ندارد؟

۳۷
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۵ـ با توجه به آنچه گفته شد تعریف بیضی را که با استفاده از مکان هندسی در زیر آمده است تکمیل نمایید.
بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصلشان از دو ………… یک مقدار ………… است.

PF+PF′=l تقسیم شده و هر دو کشیده‌اند؛ پس ′PF و PF است، نخ به دو پاره‌ی P وقتی نوک مداد در نقطه‌ی ۱(
 است و برای همه‌ی نقاط شکل یکسان است.طول نخیعنی مجموع فاصله‌ها برابر 

)۲FA را از طرف A امتداد می‌دهیم تا بیضی را در P قطع کند. در مثلث AF′Pطبق نامساوی مثلثی 
AF′<AP+PF′ دو طرف را با .AF:جمع می‌کنیم 

AF+AF′<AF+AP+PF′=FP+PF′=l زیرا( A روی FP پس مجموع فواصل .)است A از F و F′ کمتر از l.است 

)۳B بیرون بیضی است؛ پاره‌خط FB بیضی را در نقطه‌ای مانند D قطع می‌کند و FB=FD+DB در مثلث .DBF′:
BF′+BD>DF′ دو طرف را با .FD:جمع می‌کنیم 

BF+BF′=FD+DB+BF′>FD+DF′=l چون( D روی بیضی است و FD+DF′=l پس مجموع فواصل .)B از F و F′
 است.lبزرگ‌تر از 

l برابر مقدار ثابت ′F و Fمجموع فاصله‌هایشان از دو نقطه‌ی ثابت  همه‌ی نقاط بیضی ویژگی مشترک »۴(
 دارند؛ پس هیچ نقطه‌یl« را دارند؛ نقاط درون بیضی مجموعی کمتر و نقاط بیرون آن مجموعی بیشتر از است

دیگری این ویژگی را ندارد.

ثابت یک مقدار نقطه‌ی ثابت بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصلشان از دو ۵(
)بزرگ‌تر از فاصله‌ی آن دو نقطه( است.

فعالیتصفحه ۷۴۴۸

′F و F قطر کوچک بیضی نامیده می‌شود. ′BB قطر بزرگ )قطر کانونی( و ′AAبیضی مقابل را در نظر بگیرید. 
،OB، مرکز بیضی است. فرض کنید اندازه‌ی پاره‌خط‌های ′FF، وسط پاره‌خط Oکانون‌های بیضی هستند و نقطه‌ی 

OA و OF را به ترتیب با b ،a و c ۲ نمایش دهیم. بنابراین فاصله‌ی دو کانون بیضی برابرc.است 
 قرار می‌گیرد در نظر بگیرید.′A و ۱Aـ در ترسیم بیضی با نخ و مداد دو وضعیتی که مداد در نقاط 

 است.۲a و لذا اندازه‌ی قطر بزرگ بیضی برابر OA′=OA=a و از آن نتیجه بگیرید ′FA=F′Aالف( نشان دهید که 
ب( نشان دهید طول نخ مورد نظر برابر است با طول قطر بزرگ بیضی.

b²+c²=a² قرار دارد در نظر بگیرید و نشان دهید ۲Bـ الف( در رسم بیضی وضعیتی که مداد در نقطه‌ی 
 وOB′=OB=b و با توجه به آن نتیجه بگیرید OB′²+c²=a² نتیجه بگیرید ′Bب( با انجام همین کار برای نقطه‌ی 
 است.۲bلذا اندازه‌ی قطر کوچک بیضی برابر 

 کشیده است:′FF است، نخ روی خط A است. وقتی مداد در A′, F′, F, A ترتیب نقاط روی قطر بزرگ ۱ الف(
′l=AF+AF′=AF+(AF+FF′)=۲AF+FF وقتی مداد در .A′ :است ′l=A′F′+A′F=A′F′+(A′F′+F′F)=۲A′F′+FFپس .

′۲AF+FF′=۲A′F′+FF و FA=F′A′.
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.AA′=OA+OA′=۲a و OA=OA′=a. پس ′OA=OF+FA=OF′+F′A′=OA(، داریم ′OF=OF است )′FF وسط Oچون 

 ؛ یعنی طول نخ برابر طول قطر بزرگ است.ب(

،BF+BF′=l=۲a و چون ′BF=BF )قطر کوچک( قرار دارد پس ′FF روی عمودمنصف B است؛ B مداد در ۲ الف(
:(O )قائمه در OBF. در مثلث قائم‌الزاویه‌ی BF=BF′=aنتیجه می‌شود 

:OB′F و در مثلث B′F=B′F′=a است(: ′FF )که آن هم روی عمودمنصف ′B همین استدلال برای ب(
OB′²+c²=a² پس .OB′²=a²−c²=b²=OB² و OB′=OB=b و BB′=۲b.

کار در کلاسصفحه ۷۵۴۸

 منطبق هستند و فاصله‌یy و ۱xـ مرکز بیضی مقابل بر مبدأ مختصات و قطرهای آن مانند شکل بر محورهای 
F از هر دو نقطه‌ی O و A برابر ۴ است. اگر خطی که در نقطه‌ی F بر AA′ عمود کرده‌ایم بیضی را در نقطه‌ی D

 را به‌دست آورید.Dقطع کرده باشد، مختصات 

OF=c=۴ و FA=a−c=۴ ؛ پسa=۸:و . معادله‌ی بیضی 

 است. با جایگذاری:x=۴ همان Fخط عمود در 

 است(: )نقطه‌ی قرینه‌ی آن است(.x بالای محور Dبا توجه به شکل )

فعالیتصفحه ۷۶۴۹

 وa≥c≥۰ بیضی مورد نظر را رسم می‌کنیم. می‌دانیم که c و aدر این فعالیت با انتخاب مقادیر مختلفی برای 
لذا . دقت کنید که چگونگی میزان کشیدگی بیضی چه ارتباطی با مقدار کسر دارد. در رسم بیضی به‌صورت

 به‌گونه‌ای′FF را بر خط ′A و A از هم در نظر بگیرید، سپس نقاط ۲c را به فاصله‌ی ′F و Fتقریبی ابتدا دو کانون 
 باشد، سپس با استفاده از۲a برابر ′AA و اندازه‌ی a−c برابر ′F تا ′A و فاصله‌ی F تا Aانتخاب کنید که فاصله‌ی 

 را مشخص کنید و بیضی را به‌طور تقریبی رسم کنید:′B و B نقاط b²=a²−c²رابطه‌ی 
c/a=۱/۴ ؛ a=۴ و ۱c=۱ـ 
c/a=۱/۴ ؛ a=۸ و ۲c=۲ـ 
c/a=۱/۲ ؛ a=۲ و ۳c=۱ـ 
c/a=۱/۲ ؛ a=۴ و ۴c=۲ـ 
c/a=۳/۴ ؛ a=۴ و ۵c=۳ـ 
c/a=۳/۴ ؛ a=۸ و ۶c=۶ـ 

 را′B و B وسط آن باشد و O را طوری رسم می‌کنیم که AA′=۲a می‌گیریم، ۲c را به فاصله‌ی ′F و Fدر هر حالت 
 می‌گیریم:O از b=√(a²−c²) به فاصله‌ی ′FFروی عمودمنصف 
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cab²=a²−c²bc/aحالت

۱

۲

۳

۴

۵

۶
 کوچک‌تر(، بیضی کشیده‌تر و هرچه به ۰ نزدیک‌تر باشد، بیضی به دایرهb به ۱ نزدیک‌تر باشد )c/a هرچه نتیجه:

 برابر )۱ و ۲؛ ۳ و ۴؛ ۵ و ۶( هم‌شکل )متشابه( و فقط اندازه‌شان فرقc/aنزدیک‌تر است. بیضی‌های با نسبت 
دارد.

پرسشصفحه ۷۷۴۹

 بیضی تبدیل به یک دایره می‌شود. چرا؟c/a=۰ بیضی تبدیل به یک پاره‌خط و در حالتی که c/a=۱در حالتی که 

 برابر فاصله‌ی دو کانون است؛ نخ باید رویl=۲a=۲c=FF′. طول نخ b=۰ پس b²=a²−c²=۰ و c/a=۱:c=aاگر 
(′FF )همان ′AA کشیده شود و مداد فقط روی همین پاره‌خط حرکت می‌کند. پس بیضی به پاره‌خط ′FFپاره‌خط 

تبدیل می‌شود.

۲PO=۲a می‌شود PF+PF′=۲a. شرط b²=a² منطبق می‌شوند و O؛ دو کانون بر هم و بر مرکز c/a=۰:c=۰اگر 
.‌aاند، یعنی دایره‌ای به شعاع a به فاصله‌ی ثابت O؛ همه‌ی نقاط از PO=aیعنی 

فعالیتصفحه ۷۸۵۰

 بر بیضی مماس باشد.M مانند شکل مقابل در نقطه‌ی dفرض کنیم خط 
 کمترین مقدار را دارد؟ چرا؟′F و F نسبت به دو کانون ۱dـ مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط 

 نسبت به هم چگونه‌اند؟ چرا؟� و �۲ـ دو زاویه‌ی 
۳ـ با توجه به آنچه گفته شد اگر بدنه‌ی داخلی یک بیضی آینه‌ای باشد و از یکی از کانون‌های بیضی اشعه‌ی

نوری بر بدنه‌ی داخلی بیضی تابیده شود، انعکاس نور از کدام نقطه خواهد گذشت؟ چرا؟

d از X همه‌جا بیرون بیضی است؛ پس برای هر نقطه‌ی دیگر M. زیرا خط مماس به جز در M نقطه‌ی تماس ۱(
 رخM. پس کمترین مجموع در MF+MF′=l که روی بیضی است M، در حالی که برای XF+XF′>lطبق فعالیت ۱: 

می‌دهد.
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 و این′XF+XF′=XF″+XF پس ″d ،XF=XF روی X می‌نامیم؛ برای هر ″F را d نسبت به F. قرینه‌ی �=�۲(
″F و F′ ،M است، پس M باشد. طبق )۱( کمینه در ″F′F روی پاره‌خط Xمجموع وقتی کمترین است که 

 است؛ پس� )قرینه( یعنی d با MF( برابر زاویه‌ی � )متقابل به رأس با زاویه‌ی d با ″MFهم‌خط‌اند. زاویه‌ی 
�=�.

 به نقطه‌یF، پرتوی تابیده‌شده از کانون �=� مطابق قانون بازتاب )زاویه‌ی تابش = زاویه‌ی بازتاب( و برابری ۳(
M پس از بازتاب در امتداد MF′ می‌رود؛ یعنی ( از کانون دیگرF′خواهد گذشت ).

فعالیتصفحه ۷۹۵۰

l برابر d از خط F خارج آن در نظر بگیرید و فرض کنید فاصله‌ی F و یک نقطه‌ی ثابت مانند dیک خط ثابت مانند 
باشد.

 یکسان باشد.F و نقطه‌ی dـ یک نقطه بیابید که فاصله‌ی آن از خط 
′d خطی موازی رسم کنید و آن را dـ آیا می‌توانید نقطه‌ی دیگری با همین خاصیت بیابید؟ برای این کار از خط 

 است. حال توضیح دهید چگونه می‌توانید نقاطیl برابر d فاصله‌شان از خط ′dبنامید. تمام نقاط واقع بر خط 
 به یک فاصله باشند.d و خط F بیابید که از نقطه‌ی ′dبر خط 

 قرار دارند، آیاF و نقطه‌ی dـ اگر مسئله‌ی پیدا کردن تمام نقاطی از صفحه باشد که به فاصله‌ی یکسانی از خط 
می‌توانید راهکاری ارائه دهید؟ در زیر روشی برای یافتن نقاط مورد نظر ارائه می‌گردد.

 است.l/۲ به فاصله‌ی F و از d از FH باشد، وسط پاره‌خط d بر F پای عمود از H اگر نقطه‌ی اول:

l به فاصله‌ی d از ′d( رسم می‌کنیم. همه‌ی نقاط d از l )به فاصله‌ی F و گذرنده از d را موازی ′dنقاط دیگر:
 رسمl و شعاع F باشند: دایره‌ای به مرکز l هم به فاصله‌ی F بیابیم که از ′dهستند؛ پس کافی است نقاطی از 

l هر دو به فاصله‌ی d و F( قطع می‌کند و این دو نقطه از F را در دو نقطه )در دو طرف ′dمی‌کنیم؛ این دایره 
هستند.

 قرار دارد( رسم می‌کنیمF از آن )در سمتی که k به فاصله‌ی d موازی d_k، خط k≥l/۲ برای هر عدد راهکار کلی:
(k>l/۲ است، پس دایره خط را در دو نقطه )برای l−k|≤k| برابر d_k از F. فاصله‌ی k و شعاع Fو دایره‌ای به مرکز 
 نقاط بیشتریk هستند. با تغییر k هر دو به فاصله‌ی F و d( قطع می‌کند. این نقاط از k=l/۲یا یک نقطه )برای 

به‌دست می‌آید و مجموعه‌ی همه‌ی آن‌ها یک خم )سهمی( است.

فعالیتصفحه ۸۰۵۰

 ازA را در رأس AB باشند. یک سر یک تکه نخ به طول C و A ،B)فرض کنید سه رأس مثلث یک گونیا به نام‌های 
 واقع باشد وd بر خط BC ثابت کنید و گونیا را در حالتی قرار دهید که ضلع Fگونیا و سر دیگر نخ را در نقطه‌ی 

 قرار داشته باشد. یک مداد را مانند شکل به‌گونه‌ای به نخ بگیرید که هر دو قسمت نخAB بر ضلع Fنقطه‌ی 
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 نسبتF و از نقطه‌ی dکاملاً کشیده باشد.( در این حالت فاصله‌ی نقطه‌ای که نوک قلم در آن قرار دارد از خط 
به هم چگونه است؟

 واقع است گونیا را حرکت دهید. دقت کنید که نوکd کماکان بر خط BC)صفحه‌ی ۵۱( حال در حالتی که ضلع 
 چسبیده باشد و هر دو تکه‌ی نخ در حالت کاملاً کشیده شده باشند. فرض کنید نقطه‌ی درحالABقلم به ضلع 

 هرکدام نمایانگر چه خصوصیتی ازFX و BX نمایش دهیم. پاره‌خط‌های Xحرکت نوک مداد را در هر حالت با 
 هستند و بین آن‌ها چه ارتباطی برقرار است؟ چرا؟Xنقطه‌ی 

توضیح دهید که با ادامه‌ی این کار نقاطی که توسط مداد رسم می‌شوند چه ویژگی مشترکی دارند؟ )دقت کنید
 می‌توان حرکت داد.(F در هر دو طرف نقطه‌ی d بر خط BCکه گونیا را با منطبق کردن ضلع 

X. از طرفی AX+XF=AB است و مداد آن را کشیده نگه می‌دارد، پس F و سر دیگر در A یک سر در ABنخ به طول 
XB است )زیرا برابرd و از خط F: فاصله‌ی نوک قلم از XF=XB. در نتیجه AX+XB=AB است، پس ABروی 

 عمود است(.d گونیا بر Bبه‌خاطر قائمه بودن زاویه‌ی 

F از نقطه‌ی X فاصله‌ی FX است( و d روی BC و AB�BC )چون d از خط X فاصله‌ی FX:BX و BXپاره‌خط‌های 
.(AX+XF=AB=AX+XB )چرا که BX=FXاست. ارتباط: 

( وXF=XB=d(X,d) به یک فاصله‌اند )F و نقطه‌ی d همه‌ی نقاطی که مداد رسم می‌کند از خط ویژگی مشترک:
 ادامهF با حرکت گونیا قابل رسم است. این منحنی دو طرف نقطه‌ی F و dبرعکس هر نقطه‌ی هم‌فاصله از 

 نام دارد.سهمیمی‌یابد و 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

فعالیتصفحه ۸۱۵۱

ها بهy موازی محور d مثبت است، کانون سهمی و خط هادی a ، که در آن ۱F(a,۰)ـ فرض کنید نقطه‌ی 
. چرا؟ بنابراین با|PF|=|PB| نقطه‌ی دلخواه واقع بر سهمی باشد. داریم: P(x,y) باشد و نقطه‌ی x=−aمعادله‌ی 

.y²=۴axبه توان ۲ رساندن دو طرف و ساده کردن عبارات خواهیم داشت: 
 در سمت چپ آن قرارF(−a,۰) باشد ولی کانون x=aها به معادله‌ی y موازی محور ۲dـ در حالتی که خط هادی 

 است. درy²=−۴axدارد با انجام مراحل قسمت )۱( نشان دهید که در این حالت معادله‌ی سهمی به صورت 
ها محور سهمی است.xاین حالت محور 

 کانون در بالای آن قرار دارد با انجامF(۰,a) و y=−aها به معادله‌ی x موازی محور ۳dـ در حالتی که خط هادی 
هاy است. در این حالت محور x²=۴ayمراحل قسمت )۱( نشان دهید در این حالت معادله‌ی سهمی به صورت 

محور سهمی است. )در واقع این معادله همان است که در پایه‌ی دهم به عنوان معادله‌ی سهمی با آن آشنا
شدید.(
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 کانون در زیر آن قرار دارد با انجامF(۰,−a) و y=aها به معادله‌ی x موازی محور ۴dـ در حالتی که خط هادی 
 است. در این حالت محورx²=−۴ayمراحل قسمت )۱( نشان دهید در این حالت معادله‌ی سهمی به صورت 

y.ها محور سهمی است

)۱B پای عمود از P بر خط هادی است، پس PB فاصله‌ی Pاز خط هادی است و طبق تعریف سهمی )نقاط 
. با مربع کردن:PF=PBهم‌فاصله از کانون و خط هادی( 

)۲

)۳

)۴

پرسشصفحه ۸۲۵۳

 را بیابید و معادله‌ی خط هادی آن را بنویسید«، باF(۲,۵) و کانون A(۲,۱))در مثالِ »معادله‌ی سهمی به رأس 
 )چرا؟( ۲( معادله‌یa=۴توجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات، خواهیم داشت:( ۱( 

 است. چرا؟ ۳( )صفحه‌ی ۵۴( دهانه‌ی سهمی رو به بالاست. چرا؟y=−۳خط هادی آن 

)۱a :فاصله‌ی رأس از کانون است a=AF=۵−۱=۴.

.y=۱−۴=−۳ از رأس است: a=۴( و در طرف مقابل کانون، به فاصله‌ی x=۲ خط هادی عمود بر محور تقارن )۲(

 کانون بالای رأس است و سهمی همواره به سمت کانون باز می‌شود )دور از خط هادی(، پس دهانه رو به۳(
بالاست و معادله‌ی آن است.

پرسشصفحه ۸۳۵۴

 را بنویسید« خواهیمx=۹ و خط هادی A(۴,۶))در مثالِ »مختصات کانون و همچنین معادله‌ی سهمی به رأس 
 است، چرا؟ ۳( دهانه‌ی سهمی رو به چپ است. چرا؟F(−۱,۶) چرا؟ ۲( کانون آن به مختصات a=۵داشت:( ۱( 

.a=۹−۴=۵ است: a فاصله‌ی رأس از خط هادی برابر ۱(

 ازa=۵ است و کانون در طرف مقابل خط هادی نسبت به رأس و به فاصله‌ی y=۶ محور تقارن خط افقی ۲(
.F(−۱,۶)، پس x=۴−۵=−۱رأس قرار دارد: 

 خط هادی سمت راست رأس و کانون سمت چپ آن است و سهمی به سمت کانون باز می‌شود؛ پس دهانه۳(
رو به چپ است و معادله می‌شود.
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پرسشصفحه ۸۴۵۵

 را′B و B بر محور تقارن سهمی عمود است رسم کنیم و روی آن دو نقطه، مثلاً Fحال اگر خطی را که در نقطه‌ی 
 بر سهمی واقع‌اند. چرا؟′B و B هستند مشخص نماییم، در این صورت نقاط F از a×۲که به فاصله‌ی 

 است؛ پس۲a از خط هادی برابر F و عمود بر محور با خط هادی موازی است و فاصله‌ی Fخط گذرنده از 
′B و B. بنابراین BF=B′F=۲a است. از طرفی ۲a، از خط هادی برابر ′B و Bفاصله‌ی هر نقطه‌ی این خط، از جمله 

از کانون و خط هادی به یک فاصله‌اند و طبق تعریف روی سهمی قرار دارند.

(.y=±۲a و y²=۴a² داریم x=a)با معادله: در به ازای 

تمرینصفحه ۸۵۵۷

 نزدیک‌ترF به کانون B نزدیک‌تر و ′F به کانون A کانون‌های بیضی‌اند. ′F و F روی یک بیضی و B و ۱Aـ دو نقطه‌ی 
 باشد، نشان دهید:AF′=BFاست. اگر 

 یکدیگر را درون بیضی قطع نکنند، با هم موازی‌اند.′BF و AFالف( در حالتی که دو پاره‌خط 
′FMF قطع کنند، مثلث M یکدیگر را درون بیضی و در نقطه‌ای مانند ′BF و AFب( در حالتی که 

 روی قطر کوچک بیضی است.Mمتساوی‌الساقین است و 

AF′F. پس مثلث‌های ′AF=BF نتیجه می‌شود AF′=BF و با فرض AF+AF′=BF+BF′=l روی بیضی‌اند: B و Aچون 
.�AFF′=�BF′F مشترک( و هم‌نهشت‌اند: ′AF′=BF ،AF=BF′ ،FF سه ضلع نظیر برابر دارند )′BFFو 

�BF′F و ′�AFF هستند و ′FF در دو طرف خط B و A درون بیضی یکدیگر را قطع نکنند، ′BF و AF اگر الف(
 متوازی‌الاضلاعAF′BF )در واقع ′AF�BF می‌شوند؛ پس ′FFزاویه‌های برابر و مبدل )متبادل( نسبت به مورب 

است چون هر دو جفت ضلع مقابل برابرند(.

 نتیجه می‌شود�MFF′=�MF′F هستند و از ′FF در یک طرف B و A متقاطع باشند، M در ′BF و AF اگر ب(
′FF به یک فاصله است؛ پس روی عمودمنصف ′F و F از M .(′MF=MF متساوی‌الساقین است )′FMFمثلث 

یعنی روی خط قطر کوچک بیضی قرار دارد، و چون درون بیضی است روی قطر کوچک است.

تمرینصفحه ۸۶۵۷

 رسم کرده‌ایم تا دایره را در′AA عمودی بر F است و از کانون e، مانند شکل، قطر بزرگ بیضی ۲Cـ قطر دایره‌ی 
 با نصف قطر کوچک بیضی برابر است.MF قطع کند. ثابت کنید Mنقطه‌ای مانند 

:OFM. در مثلث قائم‌الزاویه‌ی MF�OF و OM=a. OF=c است؛ پس a و شعاع Oدایره به مرکز 

 نصف قطر کوچک بیضی است.bو 
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تمرینصفحه ۸۷۵۷

 را به‌گونه‌ای رسم کنید کهd مشخص شده‌اند. خط ′F و F روی بیضی و کانون‌های ۳Mـ در شکل مقابل نقطه‌ی 
 را در نقطه‌ایd رسم کنید تا خط MF خطی موازی با ′F بر بیضی مماس باشد و سپس از نقطه‌ی Mدر نقطه‌ی 

′NF′=MF قطع کند. ثابت کنید Nمانند 

 درd را نقطه‌ای از ′N زاویه‌های برابر می‌سازد. ′MF و MFطبق فعالیت ۴، خط مماس با دو شعاع کانونی 
.�FMN′=�F′MN بگیرید؛ آنگاه N نسبت به Mآن‌سوی 

 و در�F′NM=�F′MN. پس ′�F′NM=�FMN مورب است، زاویه‌های متناظر برابرند: d و F′N�MFچون 
. )درستی این نتیجه برای یک′NF′=MF برابرند؛ مثلث متساوی‌الساقین است و M و N دو زاویه‌ی F′MNمثلث 

بیضی نمونه نیز با محاسبه‌ی عددی راستی‌آزمایی شد.(

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

تمرینصفحه ۸۸۵۷

 روی بیضی به اقطار ۶ و ۱۰ واحد به‌گونه‌ای قرار دارد که فاصله‌ی آن تا مرکز بیضی برابر ۴ واحد۴Mـ نقطه‌ی 
است.

.′OM=OF=OFالف( نشان دهید 
 قائم‌الزاویه است.′MFFب( نشان دهید مثلث 

 را به‌دست آورید.′MF و MFج( طول‌های 

قطرها ۶ و ۱۰ هستند:

.′OM=OF=OF؛ پس OM=۴ و طبق فرض OF=OF′=c=۴الف(

 است و در′FF نصف ضلع MO است؛ یعنی میانه‌ی ′FF روی دایره‌ای به قطر OM=OF=OF′=½FF′ ،M چون ب(
 متساوی‌الساقین‌اند و مجموع زاویه‌ها نتیجه می‌دهد′OMF و OMF. )یا: مثلث‌های �FMF′=۹۰°نتیجه 
 برابر ۹۰° است.(Mزاویه‌ی 

ج(

 به هر کانون نزدیک‌تر باشد، طول آن کوچک‌تر است(.Mپس یکی از دو طول و دیگری است )نقطه‌ی 

تمرینصفحه ۸۹۵۷

 چند درجه است؟′۵FBFـ در بیضی مقابل طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. اندازه‌ی زاویه‌ی 

۲a=۲·۲b پس a=۲b.
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BF=BF′=a چون( B در مثلث قائم‌الزاویه‌ی .)روی قطر کوچک است OBF:

 است: .′FBF نیمساز زاویه‌ی BOچون 

تمرینصفحه ۹۰۵۷

 را رسم می‌کنیمBF بر بیضی مماس است. پاره‌خط B در نقطه‌ی d دو قطرند. خط ′BB و ′۶AAـ در بیضی مقابل 
 عمودی بر امتداد قطر بزرگC قطع کند و از C را در نقطه‌ی d رسم می‌کنیم تا خط BF عمودی بر Fو در نقطه‌ی 

، مقدار را به‌دست آورید.�BCF=۴۵° قطع کند. اگر Dرسم می‌کنیم تا آن را در نقطه‌ای مانند 

d در B مماس بر بیضی و موازی AA′ است. در مثلث BFC داریم F=۹۰°� و C=۴۵°� پس ،CBF=۴۵°چون� .
BC�OF ،BFO=�CBF=۴۵°� و مثلث قائم‌الزاویه‌ی OBF:متساوی‌الساقین است 

.OD=BC=√۲·a پس ′CD�AA هم متساوی‌الساقین است و ؛ BFCمثلث 

تمرینصفحه ۹۱۵۸

 مفروض است. مختصات رأس و کانون سهمی را یافته و آن را رسم کنید. همچنین۷y²=۲x−۴yـ سهمی 
مختصات نقاط برخورد سهمی و محورهای مختصات را بیابید.

 است.y=−۲؛ دهانه رو به راست و محور سهمی خط a=۱/۲ پس ۴a=۲؛ S(−۲,−۲)رأس 

کانون: ؛ خط هادی:

برخورد با محورها:

.)۰,−۴( و )۰,۰(؛ نقاط y=−۴ یا y=۰ � :(x=۰ها )yبا محور 

ها با محور تقارن سهمی موازی است و آن را فقط یک بار قطعx )محور )۰,۰((: � فقط y=۰ها )xبا محور 
می‌کند(.

تمرینصفحه ۹۲۵۸

 را به دست آورید.۸y=ax²+bx+c (a≠۰)ـ مختصات رأس و کانون سهمی به معادله‌ی 

:(pبا مقایسه با )فاصله‌ی کانونی 

رأس:

 پایین‌تر(: ؛ خط هادی:a<۰ در راستای محور بالاتر از رأس؛ برای pکانون )به اندازه‌ی 
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تمرینصفحه ۹۳۵۸

 کانون آن باشد.F(۱,−۲) رأس و ۹S(۱,۲)ـ معادله‌ی سهمی را بنویسید که 

‌اند؛ محور سهمی قائم است و چون کانون زیر رأس است دهانه رو به پایینx=۱رأس و کانون هر دو روی خط 
است.

معادله:

 نیز ۸ است.(y=۶)تحقیق: برای نقطه‌ی که هم‌تراز کانون است، فاصله‌اش از کانون ۸ و از خط هادی 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

تمرینصفحه ۹۴۵۸

 مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع ۳ واحد دایره‌ای رسم می‌کنیم، مختصات۱۰y²=۴x−۴ـ سهمی 
نقاط برخورد دایره و سهمی را بیابید.

دایره:

:y²=۴x−۴جایگذاری 

 و . نقاط برخورد: و .x=۳ لازم است؛ پس x≥۱برای سهمی 

تمرینصفحه ۹۵۵۸

 مماسd بگذرد و بر خط F مفروض است. ثابت کنید مرکز هر دایره که از d و خط هادی F با کانون ۱۱Pـ سهمی 
 مماسd گذشته و بر Fباشد روی سهمی است و برعکس هر نقطه روی سهمی، مرکز یک دایره است که از 

است. با توجه به این موضوع تعریف دیگری از سهمی ارائه دهید.

 فاصله‌یMH عمود است، پس d بر MH مماس است. شعاع d بر H می‌گذرد و در F از M دایره‌ای به مرکز (�)
M از d است و MH=MF هر دو شعاع‌اند(. بنابراین( M از F و d.به یک فاصله است و روی سهمی قرار دارد 

F از MH و شعاع M. دایره‌ی به مرکز MF=MH، آنگاه d بر M پای عمود از H روی سهمی باشد و M اگر (�)
 مماس است.d بر H در MH�dمی‌گذرد و چون 

( می‌گذرند و بر یک خطF سهمی مکان هندسی مرکز دایره‌هایی است که از یک نقطه‌ی ثابت )تعریف دیگر:
 روی آن نیست( مماس‌اند.F، که dثابت )
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تمرینصفحه ۹۶۵۸

 روی سهمیM به نقطه‌ی دلخواه F رسم شده است. از d و خط هادی F و کانون ۱۲Aـ در شکل سهمی با رأس 
 عمود کرده‌ایم. ثابت کنید:d را بر M ،MT قطع کند و از نقطه‌ی N را در dوصل کرده و امتداد داده‌ایم تا 

H پای عمود از F بر d است؛ رأس A وسط FH( است FH=۲·FA و طبق تعریف )MT=MF چون .MT�FHهر دو( 
 طبق قضیه‌ی تالس:NFH عمودند(، در مثلث dبر 

 نتیجه می‌گیریم .NF=NM+MF=NM+MTاز 

:FH=۲FAاز طرف دیگر ؛ پس و چون 

∎

تمرینصفحه ۹۷۵۸

۱۳ـ یک دانش‌آموز با دیدن دو دیش مخابراتی با ابعاد متفاوت و مشاهده‌ی فاصله‌ی کانونی متفاوت آن‌ها به
این فکر افتاد که چگونه می‌توان با داشتن یک دیش فاصله‌ی کانونی آن را به دست آورد. او از معلمش

خواست که فرمولی برای محاسبه‌ی فاصله‌ی کانونی یک دیش به او بگوید. معلم به او گفت: باید قطر دهانه‌ی
دیش را در خودش ضرب کرد و حاصل‌ضرب را بر اندازه‌ی گودی )عمق( دیش تقسیم کرد و عدد حاصل را بر ۱۶

تقسیم کرد. حاصل فاصله‌ی کانونی دیش است. دلیل درستی این دستور را با توجه به سهمی رسم شده در
شکل مقابل و فرمول سهمی توضیح دهید.

 فاصله‌ی کانونی است. نقطه‌ی لبه‌ی دیش روی سهمیaمقطع دیش سهمی با رأس در مبدأ است: که در آن 
 عمق آن است.�y قطر دهانه‌ی دیش و �۲xاست؛ 

 عمق دیش است؛ یعنی فاصله‌ی کانونی برابر »مربع قطر دهانه تقسیم بر�h=y قطر دهانه و �D=۲xکه در آن 
)۱۶ برابر عمق(« است که همان دستور معلم است.

تمرینصفحه ۹۸۵۸

 و محیط مثلث، داده شده باشد، با استفاده ازAH و ارتفاع BC، اندازه‌ی ضلع ۱۴ABCـ فرض کنید از مثلث 
خواص بیضی شیوه‌ی رسم این مثلث را توضیح دهید.

( است.BC داده شده باشد. آنگاه مقداری ثابت )و بزرگ‌تر از ۲p و محیط BC=a� ،AH=hفرض کنیم 

 را به طول داده‌شده رسم می‌کنیم.BCپاره‌خط 

h برابر AH روی این خط است )زیرا ارتفاع A از آن رسم می‌کنیم؛ رأس h به فاصله‌ی BCخطی موازی 
است(.
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 و مجموع فاصله‌ها )طولC و B روی بیضی‌ای قرار دارد که کانون‌هایش A ثابت است، AB+AC=lچون 
 ثابت است( یا با تعیین نقاطC و B که دو سرش در l است. این بیضی را با نخ و مداد )نخی به طول lنخ( 

رسم می‌کنیم.

.(BC قرینه‌ی آن نسبت به عمودمنصف ′A است )و Aمحل برخورد این بیضی با خط موازی، رأس 

 مثلث‌های هم‌نهشت(، برای′A و A دو جواب )h<b نیم‌قطر کوچک بیضی باشد، برای b=½√(l²−a�²)بحث: اگر 
h=b یک جواب )مثلث متساوی‌الساقین( و برای h>b.مسئله جواب ندارد 

تمرینصفحه ۹۹۵۹

 را که با سهمی متقاطع‌اند، در نظر بگیرید.′d�: y=ax+b و d�: y=ax+b و دو خطِ موازی ۱۵y=x²ـ سهمی 
 باشد.y=x² و سهمی �dالف( معادله‌ی درجه‌ی دومی تشکیل دهید که ریشه‌های آن طول نقاط برخورد خط 

 باشد، مختصات نقطه‌یAB وسط پاره‌خط M و سهمی باشند و نقطه‌ی �d نقاط برخورد خط B و Aب( فرض کنید 
M.را به‌دست آورید 

 )نقطه‌ی وسط′M انجام دهید و مختصات نقطه‌ی �d به جای �dپ( مراحل )الف( و )ب( را با جایگذاری خط 
 و سهمی( به‌دست آورید.�dپاره‌خط حاصل از نقاط تقاطع خط 

ها چه وضعی دارد؟y نسبت به محور ′MMت( خط 
ث( با استفاده از نتایج قسمت‌های قبل روشی برای رسم محور تقارن یک سهمی با داشتن نمودار آن ارائه

دهید و با این روش محور تقارن سهمی مقابل را رسم کنید.

الف(

 ریشه‌های این معادله‌اند:B و A طول‌های ب(

پ(

 )قائم( است، یعنی موازی محور تقارنهاyموازی محور ′MM دارند؛ پس خط a/۲ طول یکسان ′M و Mت(
.y=x²سهمی 

 این ویژگی برای هر سهمی برقرار است: وسط‌های وترهای موازی یک سهمی روی خطی موازی محور تقارنث(
قرار دارند. روش رسم محور:

 موازی′MM می‌نامیم؛ خط ′M و Mدو وتر موازی دلخواه از سهمی رسم می‌کنیم و وسط‌های آن‌ها را 
محور سهمی است.

 روی محور سهمیN )یعنی عمود بر راستای محور( رسم می‌کنیم؛ وسط این وتر ′MMوتری عمود بر 
قرار دارد.

 رسم شود )یا عمودمنصف همین وتر( محور تقارن سهمی است.′MM موازی Nخطی که از 
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هندسه )۳( دوازدهم - فصل سوم
بردارها

فهرست

۵۳صفحه ۶۲ · کار در کلاس — کار در کلاس ۱ - رسم رابطه‌ها در صفحه۱۰۰

۵۳صفحه ۶۳ · کار در کلاس — کار در کلاس ۲ - نوشتن رابطه‌ی شکل۱۰۱

۱۰۲x=0 و معادله‌ی yz ۵۴صفحه ۶۷ · فعالیت — فعالیت - صفحه‌ی

۵۴صفحه ۶۷ · کار در کلاس — کار در کلاس ۱ - دو نقطه روی هر صفحه۱۰۳

۵۵صفحه ۶۸ · کار در کلاس — کار در کلاس ۲ - مکعب مستطیل۱۰۴

۵۶صفحه ۷۰ · پرسش — تعبیر هندسی تفاضل دو بردار۱۰۵

۵۶صفحه ۷۳ · کار در کلاس — کار در کلاس ۱ - جمع و تفاضل در صفحه۱۰۶

۱۰۷a و ra ۵۷صفحه ۷۴ · پرسش — راستای

۵۷صفحه ۷۴ · پرسش — چرا -a هم‌اندازه با a است؟۱۰۸

۱۰۹R³ ۵۷صفحه ۷۴ · کار در کلاس — کار در کلاس - جمع و ضرب عدد در بردار در
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۱۱۰ABCD ۵۸صفحه ۷۶ · تمرین — تمرین ۱ - سطح چهارضلعی

۵۸صفحه ۷۶ · تمرین — تمرین ۲ - نمایش نقاط۱۱۱

۵۸صفحه ۷۶ · تمرین — تمرین ۳ - طول پاره‌خط‌ها۱۱۲

۵۸صفحه ۷۶ · تمرین — تمرین ۴ - وسط پاره‌خط۱۱۳

۵۹صفحه ۷۶ · تمرین — تمرین ۵ - ترکیب خطی بردارها۱۱۴

۱۱۵a ۵۹صفحه ۷۶ · تمرین — تمرین ۶ - طول بردار

۱۱۶j بر i ۵۹صفحه ۸۰ · کار در کلاس — کار در کلاس ۱ - تصویر

۵۹صفحه ۸۰ · کار در کلاس — کار در کلاس ۲ - تصویر بردارهای عمود۱۱۷

۶۰صفحه ۸۰ · کار در کلاس — کار در کلاس ۳ - تصویر بردارهای هم‌راستا۱۱۸

۶۰صفحه ۸۰ · کار در کلاس — کار در کلاس ۴ - نظیر کردن حالت‌ها با شکل۱۱۹

۵۱

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

۶۰صفحه ۸۳ · پرسش — حالت K = 0 در حجم متوازی‌السطوح۱۲۰

۶۱صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۱ - تصویر قائم بردار۱۲۱

۶۱صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۲ - بردارهای با مجموع صفر۱۲۲

۶۱صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۳ - مثال برای حذف در ضرب داخلی۱۲۳

۱۲۴b+c ۶۱صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۴ - تصویر بر

۶۱صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۵ - بردار عمود بر دو بردار۱۲۵

۶۲صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۶ - حذف در ضرب خارجی۱۲۶

۶۲صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۷ - محاسبه‌ی ضرب داخلی از ضرب خارجی۱۲۷

۶۲صفحه ۸۴ · تمرین — تمرین ۸ - مساحت مثلث۱۲۸

۶۲صفحه ۸۶ · مجله ریاضی — مثال ۵ - قطرهای متوازی‌الاضلاع۱۲۹
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کار در کلاسصفحه ۱۰۰۶۲

۱ـ برای هر یک از روابط زیر ابتدا چند نقطه از صفحه که در آن رابطه صدق می‌کند را مشخص کنید و سپس
شکل کلی مربوط به آن رابطه را تعیین نمایید.

x=۰الف( 
y=۰ب( 
x=۱پ( 
x=۱ , −۱≤y<۳ت( 
y=x² , −۱<x≤۲ث( 
y=x² , ۱≤x≤۲ج( 
−y≤۱ , −۱≤x≤۱≤۲چ( 
x²<y≤۲ح( 
y≥x²خ( 

.هاyمحور  صدق می‌کنند )طول همه‌ی نقاط صفر است(. شکل: x=۰ نقاطی مانند در رابطه‌ی الف(

.هاxمحور  نقاطی مانند صدق می‌کنند. شکل: ب(

 که از نقطه‌ی می‌گذرد.هاyخطی قائم موازی محور  نقاطی مانند صدق می‌کنند. شکل: پ(
.(y<۳ از نقطه‌ی )توپر( تا نقطه‌ی )توخالی، چون x=۱ روی خط پاره‌خطی قائم نقاطی مانند . شکل: ت(

 از نقطه‌ی )توخالی( تا نقطه‌ی )توپر(.y=x²قسمتی از سهمی نقاطی مانند . شکل: ث(

 بین دو نقطه‌ی و )هر دو توپر(.y=x²قسمتی از سهمی نقاطی مانند . شکل: ج(

 )با مرز( به رأس‌های و .ناحیه‌ی مستطیلی نقاطی مانند . شکل: چ(

؛ نقاط روی سهمی )مرز پایین( جزو ناحیه نیستندy=۲ناحیه‌ی بین سهمی و خط نقاطی مانند . شکل: ح(
 جزو ناحیه‌اند.y=۲)خط‌چین( ولی نقاط روی خط 

 )شامل خود سهمی(.y=x²ناحیه‌ی درون سهمی نقاطی مانند . شکل: خ(

کار در کلاسصفحه ۱۰۱۶۳

۲ـ در هر یک از شکل‌های روبه‌رو ابتدا مختصات چند نقطه از آن شکل را مشخص نمایید و سپس با توجه به
ویژگی‌های مشترک نقاط مشخص‌شده و ویژگی‌های دیگری که از شکل دریافت می‌کنید رابطه‌ی مربوط به آن
شکل را بنویسید. )صرفاً ناحیه‌هایی مدنظر است که مرزهای آن‌ها خطوط موازی محورهای مختصات باشد.(

 نقاطی مانند ؛ عرض همه‌ی نقاط برابر ۲ است و طول آن‌ها از ۲− تا ۴ تغییر می‌کند )دو سر پاره‌خط جزوالف(
شکل‌اند(:

y=۲ , −۲≤x≤۴
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 نقاطی مانند ؛ عرض نقاط بین ۲− و ۱− و طول آن‌ها از ۳٫۵− به بعد )به سمت راست( است:ب(

y≤−۱ , x≥−۳.۵≤۲−

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

 نقاطی مانند ؛ طول نقاط بین ۱ و ۲ و عرض آن‌ها بین ۱− و ۲ است:پ(

x≤۲ , −۱≤y≤۲≤۱

 نقاطی مانند ؛ طول همه‌ی نقاط ۴ و عرض آن‌ها از ۴− تا ۱− است:ت(

x=۴ , −۴≤y≤−۱

فعالیتصفحه ۱۰۲۶۷

x=۰ است )به عبارتی yz تمام نقاط صفحه‌ی �³ در x=۰در مثال قبل دیدیم که نمودار مربوط به معادله‌ی 
های دلخواه )مؤلفه‌های دوم و سوم دلخواه( وجودz و y است( و دیدیم که نقاط مختلفی با yzمعادله صفحه‌ی 

 به دنبال نقاطی باشیم کهyzدارند که در این معادله صدق می‌کنند. حال اگر در بین تمام نقاط صفحه‌ی 
 را نیز داشته باشیم چه شکلی خواهیمz=۰ شرط x=۰مؤلفه‌ی سوم آن‌ها نیز برابر صفر باشد؛ یعنی علاوه بر 

 باشد.(z=۰ سعی کنید نقاطی از این صفحه را تصور کنید که برای آن‌ها yzداشت؟ )با در نظر گرفتن صفحه‌ی 
 صدق کنند را مشخص کنید و مکان آن‌ها را در دستگاه۱x=۰ , z=۰ـ مختصات چند نقطه را که در رابطه‌ی 

مختصات تعیین نمایید.
 دارد؟x=۰ چه شکلی است و چه ارتباطی با نمودار معادله‌ی ۲x=۰ , z=۰ـ نمودار مربوط به معادلات 

 قرار دارند )مؤلفه‌ی اول و سوم صفر وهاyمحور  نقاط به صورت هستند؛ مانند . همه‌ی این نقاط روی ۱(
مؤلفه‌ی دوم دلخواه است(.

xy صفحه‌ی z=۰ و yz صفحه‌ی x=۰ است. چون هاyمحور  خطی است که همان x=۰ , z=۰ نمودار دستگاه ۲(
است، این نمودار فصل مشترک این دو صفحه است؛ یعنی نمودار دستگاه، زیرمجموعه‌ای )یک خط( از

 از آن جدا شده است.z=۰( است که با افزودن شرط x=۰ )نمودار yzصفحه‌ی 

کار در کلاسصفحه ۱۰۳۶۷

۱ـ در دستگاه مختصات صفحه بعد شکل و معادله چند صفحه مشخص شده است. برای هر کدام از صفحات
دو نقطه را مشخص کنید که در آن صفحه قرار دارند.

 دلخواه است.z و x(: در هر صفحه، عرض نقطه ثابت و xz )موازی صفحه‌ی y=−۳ ،y=۱ ،y=۳ صفحه‌های الف(

y=−۳و :

y=۱و :

y=۳و :
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:(xy )موازی صفحه‌ی z=−۳ ،z=۱ ،z=۳ صفحه‌های ب(

z=−۳و :

z=۱و :

z=۳و :

:(yz )موازی صفحه‌ی x=−۳ ،x=۱ ،x=۳ صفحه‌های پ(

x=−۳و :

x=۱و :

x=۳و :

کار در کلاسصفحه ۱۰۴۶۸

،۲x=۱ ،x=۳ ،y=۱ـ وجه‌های مکعب مستطیل مشخص شده در شکل قسمت‌هایی از صفحات به معادلات 
y=۴ ،z=−۲ و z=۲.هستند 

الف( در هر یک از شش وجه، مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که بر هیچ وجه دیگری قرار نداشته باشد.
ب( مختصات سه نقطه را مشخص کنید که دقیقاً بر دو تا از وجه‌ها قرار دارند.

پ( معادلات مربوط به هر یک از یال‌های این مکعب مستطیل را بنویسید. )دقت کنید که یال‌ها پاره خط‌اند و
نه خط(

ت( مختصات رأس‌های این مکعب مستطیل را بنویسید.
ث( روابط مشخص‌کننده‌ی یکی از وجه‌های مکعب را نوشته‌ایم. روابط مشخص‌کننده‌ی پنج وجه دیگر را شما

x≤۳ , ۱≤y≤۴ , z=۲≤۱مشخص کنید. 
ج( مختصات نقطه‌ای را مشخص کنید که درون مکعب باشد و سپس مختصات نقطه‌ای را بیابید که روی یکی

از وجه‌های آن و غیر واقع بر یال‌ها باشد.
چ( شرط اینکه نقطه‌ای درون این مکعب یا روی یکی از وجه‌های آن باشد چیست؟

ح( روابطی را بنویسید که مشخص‌کننده‌ی حجم محدود شده به درون و روی سطح مکعبِ داده شده باشند.

 مشخص می‌شود.x≤۳ , ۱≤y≤۴ , −۲≤z≤۲≤۱مکعب مستطیل با روابط 

 نقطه‌ی هر وجه را در درون همان وجه )نه روی لبه‌های آن( برمی‌گزینیم:الف(

:x=۳: ؛ وجه x=۱وجه 

:y=۴: ؛ وجه y=۱وجه 

:z=−۲: ؛ وجه z=۲وجه 

(، )رویy=۱ و x=۱ نقاط روی یال‌ها )فصل مشترک دو وجه( دقیقاً بر دو وجه‌اند؛ مثلاً )روی وجه‌های ب(
.(z=−۲ و y=۴( و )روی وجه‌های z=۲ و x=۳وجه‌های 
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 دوازده یال داریم:پ(

x=۱ , y=۱ , −۲≤z≤۲ ،x=۱ , y=۴ , −۲≤z≤۲ ،x=۳ , y=۱ , −۲≤z≤۲ ، , x=۳ , y=۴ها: zچهار یال موازی محور 
z≤۲≤۲−

x=۱ , z=۲ , ۱≤y≤۴ ،x=۱ , z=−۲ , ۱≤y≤۴ ،x=۳ , z=۲ , ۱≤y≤۴ ، , x=۳ , z=−۲ها: yچهار یال موازی محور 
y≤۴≤۱

y=۱ , z=۲ , ۱≤x≤۳ ،y=۱ , z=−۲ , ۱≤x≤۳ ،y=۴ , z=۲ , ۱≤x≤۳ ، , y=۴ , z=−۲ها: xچهار یال موازی محور 
x≤۳≤۱

 هشت رأس: و .ت(

 پنج وجه‌ی دیگر:ث(

z=−۲ , ۱≤x≤۳ , ۱≤y≤۴

x=۱ , ۱≤y≤۴ , −۲≤z≤۲

x=۳ , ۱≤y≤۴ , −۲≤z≤۲

y=۱ , ۱≤x≤۳ , −۲≤z≤۲

y=۴ , ۱≤x≤۳ , −۲≤z≤۲

.(z=۲ نقطه‌ی درونی )همه‌ی نابرابری‌ها اکید(: . نقطه‌ای روی یک وجه و غیر واقع بر یال‌ها: )روی وجه ج(

x≤۳ , ۱≤y≤۴≤۱ ,  و روی یکی از وجه‌ها است اگر در x<۳ , ۱<y<۴ , −۲<z<۲<۱ نقطه‌ی درون مکعب است اگر چ(
z≤۲≤۲−صدق کند و دست‌کم در یکی از این شش نابرابری، تساوی برقرار باشد. بنابراین شرط »درون یا روی 

.x≤۳ , ۱≤y≤۴ , −۲≤z≤۲≤۱یکی از وجه‌ها«: 

. )حجم آن است.(x≤۳ , ۱≤y≤۴ , −۲≤z≤۲≤۱ حجم محدود شده )درون و روی سطح(: ح(

پرسشصفحه ۱۰۵۷۰

به نظر شما تعبیر هندسی تفاضل دو بردار به کمک جمع بردارها چگونه است؟

چون ، برای رسم تفاضل ابتدا قرینه‌ی یعنی )هم‌اندازه با و در خلاف جهت آن( را رسم می‌کنیم، سپس با روش
متوازی‌الاضلاع )یا با گذاشتن ابتدای روی انتهای ( و را جمع می‌کنیم.

 رسم می‌شود؛ یعنی قطر دیگرانتهای a به انتهای bاگر و ابتدای یکسان داشته باشند، برداری است که از 
متوازی‌الاضلاعی که و می‌سازند. )زیرا .(

کار در کلاسصفحه ۱۰۶۷۳

۱ـ در این دستگاه مختصات چند بردار داده شده‌است.
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الف( مختصات بردار را یافته و آن را رسم کنید.
ب( قرینه‌ی بردارهای و را رسم کرده و مختصات آن‌ها را به‌دست آورید.

ج( مؤلفه‌های بردارهای و را یافته، آن‌ها را رسم کنید و اندازه‌ی هر یک را به‌دست آورید.
د( هریک از بردارهای و را برحسب بردارهای واحد به‌دست آورید.

از روی شکل: .

الف(

ب(

ج(

د(
)در شکل، بردارهای خط‌چین قرینه‌ی و و بردار سبز است.(

پرسشصفحه ۱۰۷۷۴

آیا راستای و با هم متفاوت‌اند؟

خیر؛ مضربی از است، پس دو بردار موازی‌اند و راستای یکسان دارند. )برای هم‌جهت‌اند و بلندتر است.(

پرسشصفحه ۱۰۸۷۴

بردار هم اندازه با )چرا؟( ولی در خلاف جهت آن می‌باشد.

زیرا مربع هر عدد با مربع قرینه‌ی آن برابر است؛ ولی چون ضریب منفی دارد، خلاف جهت است.

کار در کلاسصفحه ۱۰۹۷۴

 در نظر بگیرید. اگر بردارهایی�³ را در یک دستگاه D = (۱,۰,−۱) و A = (۲,۳,۱) , B = (−۱,۲,۲) ، C = (۳,۴,۰)نقاط 
 به ترتیب باشند آنگاه آن‌ها را در دستگاه فوق نشان دهید و هریک از بردارهایA,B,C,D با نقاط انتهایی �³در 

زیر را به‌دست آورید.

)هر بردار از مبدأ به نقطه‌ی مربوط رسم می‌شود(.
)برابر حالت قبل: خاصیت شرکت‌پذیری(

)برابر حالت قبل: خاصیت پخشی(
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تمرینصفحه ۱۱۰۷۶

۱ـ چهار نقطه در دستگاه مختصات مقابل مشخص شده‌اند.
 را بنویسید.ABCDالف( معادلات مشخص‌کننده سطح محدود شده به چهارضلعی 

 هم‌مساحت و موازی هستند را بنویسید.ABCDب( معادلات یکی از سطوحی که با سطح 

، هر دو افقی( باAB�CD قرار دارند و چهارضلعی یک ذوزنقه است )z=۳از شکل: . هر چهار نقطه در صفحه‌ی 
رأس‌ها به ترتیب .

 قرار دارند.y=−۱ و y=۱ است؛ قاعده‌ها روی x=۲ و ساق راست روی خط x−y=−۲ساق چپ روی خط 

z=۳ , −۱≤y≤۱ , y−۲≤x≤۲الف(

)مساحت: .(

( که هم‌مساحت و موازی سطحz=۵ )یا z=۰ , −۱≤y≤۱ , y−۲≤x≤۲: مثلاً z انتقال سطح در راستای محور ب(
ABCD.است 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

تمرینصفحه ۱۱۱۷۶

 را در یک دستگاه مختصاتS=(−۲,−۲,−۲) و ۲P=(۱,۰,۱) ، Q=(۰,−۱,−۲) ، R=(۳,۰,−۱)ـ نقاط با مختصات 
نمایش دهید.

 با دو مؤلفه‌ی اول مشخص و سپس به اندازه‌ی مؤلفه‌ی سوم در راستای محورxyهر نقطه را ابتدا در صفحه‌ی 
z:بالا یا پایین می‌بریم 

تمرینصفحه ۱۱۲۷۶

 را بیابید.PS و ۳PQ ،RQـ در سؤال قبل طول پاره‌خط‌های 

تمرینصفحه ۱۱۳۷۶

 را بیابید.PQ وسط پاره‌خط M. مختصات نقطه‌ی Q=(x�,y�,z�) و ۴P=(x�,y�,z�)ـ فرض کنید 

چون ، و در نتیجه :
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تمرینصفحه ۱۱۴۷۶

۵ـ در کدام از حالات زیر بردار خواسته شده را بیابید.
الف(

ب(
ج(
د(

الف(

ب(

ج(

د(

تمرینصفحه ۱۱۵۷۶

۶ـ طول بردار را در هر یک از حالات سؤال قبل بیابید.

الف(

ب(

ج(

د(

کار در کلاسصفحه ۱۱۶۸۰

 را بیابید.j = (۰,۱,۰) بر امتداد بردار ۱i = (۱,۰,۰)ـ تصویر بردار 

)تصویر، بردار صفر است؛ زیرا .(

کار در کلاسصفحه ۱۱۷۸۰

۲ـ نشان دهید که اگر دو بردار و بر هم عمود باشند، آنگاه تصویر یکی بر امتداد دیگری بردار صفر می‌شود.

اگر آنگاه . پس
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و ∎ )فرض: دو بردار ناصفرند.(

کار در کلاسصفحه ۱۱۸۸۰

۳ـ نشان دهید که اگر دو بردار و در یک راستا باشند آنگاه تصویر بر برابر خود می‌شود.

 هست که . آنگاه و وkچون دو بردار )ناصفر( هم‌راستایند، عدد حقیقی ناصفر 

∎

کار در کلاسصفحه ۱۱۹۸۰

۴ـ هر یک از حالات زیر را با شکل‌های داده شده نظیر کنید.
a.b > ۰الف( 

a.b = ۰ب( 
a.b < ۰پ( 
|a.b = |a||bت( 
|a.b = −|a||bج( 

 هستند. از رابطه‌ی و علامت�=� و �>�>۲/�، ۲/�=�، ۰>۲/�>�، ۰=�شکل‌ها از راست به چپ مربوط به 
cos�:

 )شکل دوم از راست(۰>۲/�>� � زاویه‌ی تند: شکل با a.b > ۰ � cos�>۰الف( 

: شکل سوم از راست )دو بردار عمود(a.b = ۰ � cos�=۰ � �=�/۲ب( 

 )شکل چهارم از راست(�>�>۲/� � زاویه‌ی باز: شکل با a.b < ۰ � cos�<۰پ( 

: شکل اول از راست )هم‌جهت(a.b = |a||b| � cos�=۱ � �=۰ت( 

: شکل پنجم از راست )خلاف جهت(�=� � a.b = −|a||b| � cos�=−۱ج( 

پرسشصفحه ۱۲۰۸۳

 در این صورت چه نتیجه‌ای می‌گیرید؟K = ۰اگر 

درحجم متوازی‌السطوح تولیدشده با سه بردار برابر است؛ یعنی متوازی‌السطوح »تخت« شده و سه بردار ، و 
. )به‌طور معادل: و دترمینان سه بردار صفر است.(یک صفحه‌اند )هم‌صفحه‌اند(
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تمرینصفحه ۱۲۱۸۴

۱ـ برای هر یک از بردارهای و که در زیر آمده است تصویر قائم را بر امتداد به‌دست آورید.
a = (۲,−۱,۲) ، b = iالف( 

a = (۲,۳,۱) ، b = (۳,۲,۱)ب( 
a = (۱,۱,۰) ، b = (−۱,۲,۴)ج( 

از فرمول استفاده می‌کنیم.

الف(

ب(

ج(

تمرینصفحه ۱۲۲۸۴

۲ـ فرض کنید ، و بردارهایی باشند به ترتیب به طول‌های ۱ و ۲ و ۳ با این خاصیت که . مقدار را محاسبه کنید.

دو طرف تساوی را در خودش ضرب داخلی می‌کنیم:

تمرینصفحه ۱۲۳۸۴

۳ـ سه بردار ، و مثال بزنید که برای آن‌ها ولی .

ولی . )در حالت کلی فقط می‌گوید بر عمود است؛ پس حذف مجاز نیست.(

تمرینصفحه ۱۲۴۸۴

 باشند آنگاه تصویر قائم بر امتداد را به‌دست آورید.c = (−۱,۱,۴) و ۴a = (۱,−۳,۴) ، b = (۳,−۴,۲)ـ اگر 

تمرینصفحه ۱۲۵۸۴

 بردار پیدا کنید.۵a = (۱,−۳,۲) , b = (−۲,۱,−۵)ـ برداری عمود بر دو 

ضرب خارجی دو بردار بر هر دو عمود است:
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بررسی: و . هر مضرب ناصفر این بردار نیز جواب است.

تمرینصفحه ۱۲۶۸۴

۶ـ سه بردار ، و مثال بزنید که برای آن‌ها ولی . آیا امکان حذف در ضرب خارجی بردارها برقرار است؟ در این باره
در کلاس بحث کنید.

ولی .

 )درحذف در ضرب خارجی برقرار نیست از نتیجه می‌شود ، یعنی فقط با موازی است )در مثال بالا (. پس بحث:
ضرب داخلی نیز برقرار نبود(.

تمرینصفحه ۱۲۷۸۴

 را محاسبه کنید.a.b. مقدار |a×b| = ۷۲ و |۷a| = ۳ , |b| = ۲۶ـ بردارهای و مفروض‌اند به‌طوری که 

از اتحاد )زیرا (:

)علامت به زاویه‌ی بین دو بردار بستگی دارد: برای زاویه‌ی تند و برای زاویه‌ی باز(.

تمرینصفحه ۱۲۸۸۴

 داده شده است را بیابید.۸A = (۳,۵,۷) , B = (۵,۵,۰) , C = (−۴,۰,۴)ـ مساحت مثلثی که رئوس آن با نقاط 

مساحت مثلث نصف مساحت متوازی‌الاضلاع ساخته‌شده بر دو ضلع است:

مجله ریاضیصفحه ۱۲۹۸۶

مثال ۵ : ثابت کنید قطرهای هر متوازی‌الاضلاع یکدیگر را نصف می‌کنند. … اکنون استدلال را خودتان کامل
کنید.

در متوازی‌الاضلاع داریم ، پس و از جمع دو تساوی‌ی کتاب )استدلال ناتمام( نتیجه می‌شود:

O محل برخورد قطرهای AC و BDاست؛ پس برداری در امتداد و برداری در امتداد است. این دو بردار برابرند 
ولی دو امتداد و موازی نیستند؛ بنابراین هر دو بردار صفرند:

 است؛ قطرها یکدیگر را نصف می‌کنند ∎BD و وسط AC وسط Oیعنی 
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این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir
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