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فهرست پرسش‌ها

۷صفحه ۳۴ · پرسش — فصل مشترک صفحه و کره۱

۷صفحه ۳۵ · پرسش — فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی در یک نقطه۲

۷صفحه ۳۶ · فعالیت — فعالیت ۱ - نیمساز زاویه۳

۸صفحه ۳۷ · فعالیت — فعالیت ۲ - دایره به عنوان مکان هندسی۴

۸صفحه ۳۷ · فعالیت — فعالیت ۳ - مکان هندسی نقاط هم‌فاصله از یک خط۵

۹صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۱ - مکان هندسی۶

۱۰صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۷۲

۱۰صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۸۳

۱۰صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۹۴

۱۱صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۱۰۵

۱۱صفحه ۳۹ · تمرین — تمرین ۶ - مقطع سطح استوانه‌ای۱۱

۱۲صفحه ۴۱ · فعالیت — فعالیت ۱ - معادله‌ی ضمنی دایره۱۲
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۱۲صفحه ۴۲ · پرسش — چرا؟ - حالت‌های معادله‌ی ضمنی۱۳

۱۲صفحه ۴۲ · کار در کلاس — کار در کلاس - معادله‌ی دایره۱۴

۱۳صفحه ۴۳ · فعالیت — فعالیت ۲ - دایره‌ی مماس بر خط۱۵

۱۴صفحه ۴۳ · کار در کلاس — کار در کلاس - وتر مشخص۱۶

۱۴صفحه ۴۴ · فعالیت — فعالیت ۳ - دایره‌ی مماس داخل۱۷

۱۵صفحه ۴۴ · کار در کلاس — کار در کلاس - وضعیت دو دایره۱۸

۱۶صفحه ۴۵ · فعالیت — فعالیت ۴ - وضعیت خط و دایره۱۹

۱۷صفحه ۴۵ · سؤال — سؤال - علامت �۲۰

۱۷صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۱ - نوشتن معادله‌ی دایره۲۱

۱۸صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۲۲۲

۱۸صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۲۳۳

۱۸صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۴ - وضعیت دو دایره۲۴

۱۹صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۵ - دایره‌ی محیطی مثلث۲۵

۱۹صفحه ۴۶ · تمرین — تمرین ۶ - وضعیت خط و دایره۲۶
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۲۰صفحه ۴۷ · فعالیت — فعالیت ۱ - تعریف بیضی۲۷

۲۱صفحه ۴۸ · فعالیت — فعالیت ۲ - قطرها و کانون‌های بیضی۲۸

۲۹D ۲۲صفحه ۴۸ · کار در کلاس — کار در کلاس - مختصات نقطه‌ی

۲۲صفحه ۴۹ · فعالیت — فعالیت ۳ - کشیدگی بیضی۳۰

۳۱c/a = 0 و c/a = 1 - ۲۳صفحه ۴۹ · پرسش — چرا؟

۲۴صفحه ۵۰ · فعالیت — فعالیت ۴ - مماس بر بیضی و بازتاب۳۲

۲۴صفحه ۵۰ · فعالیت — فعالیت ۵ - نقاط هم‌فاصله از خط و نقطه۳۳

۲۵صفحه ۵۰ · فعالیت — ادامه‌ی فعالیت ۵ - ابزار گونیا و نخ۳۴

۲۵صفحه ۵۱ · فعالیت — فعالیت ۶ - معادله‌ی سهمی۳۵

۳۶F(2,5) و کانون A(2,1) ۲۶صفحه ۵۳ · پرسش — چرا؟ - مثال سهمی با رأس

۳۷x=9 و خط هادی A(4,6) ۲۷صفحه ۵۴ · پرسش — چرا؟ - مثال سهمی با رأس

۲۷صفحه ۵۵ · پرسش — چرا؟ - نقاط B و B′ بر سهمی۳۸

۲۷صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۱ - کانون‌ها و نقاط بیضی۳۹

۲۸صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۲ - دایره‌ی کمکی۴۰

۵

https://irantooshe.ir


irantooshe.ir

۲۸صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۳ - مماس و خط موازی۴۱

۲۸صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۴ - نقطه‌ای روی بیضی۴۲

۴۳′FBF ۲۹صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۵ - زاویه‌ی

۴۴AD/AF ۲۹صفحه ۵۷ · تمرین — تمرین ۶ - نسبت

۳۰صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۴۵۷

۳۰صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۴۶۸

۳۱صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۴۷۹

۳۱صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۴۸۱۰

۳۱صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۴۹۱۱

۳۲صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۵۰۱۲

۳۲صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۱۳ - دیش ماهواره‌ای۵۱

۳۳صفحه ۵۸ · تمرین — تمرین ۱۴ - رسم مثلث با خواص بیضی۵۲

۳۳صفحه ۵۹ · تمرین — تمرین ۱۵ - وسط وترهای موازی سهمی۵۳
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پرسشصفحه ۱۳۴

به نظر شما فصل مشترک یک صفحه و یک کره چه شکلی می‌تواند باشد؟

 داشته باشیم. سه حالت پیش می‌آید:O از h و صفحه‌ای به فاصله‌ی R و شعاع Oفرض کنیم کره‌ای به مرکز 

 بر صفحه و شعاعشO است که مرکز آن پای عمود وارد از دایره باشد، فصل مشترک یک h<Rاگر 
 است.

 است.یک نقطه باشد )صفحه بر کره مماس است(، فصل مشترک فقط h=Rاگر 

 باشد، صفحه و کره نقطه‌ی مشترکی ندارند و فصل مشترک تهی است.h>Rاگر 

پس شکل معمول فصل مشترک یک صفحه و یک کره، دایره است.

پرسشصفحه ۲۳۵

 خواهد بود؟A و سطح مخروطی تنها نقطه‌ی Pدر چه حالتی فصل مشترک صفحه‌ی 

A عبور کند، فصل مشترک فقط خود نقطه‌ی A بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از رأس Pهرگاه صفحه‌ی 
است؛ زیرا هر صفحه‌ی عمود بر محور، سطح مخروطی را در یک دایره قطع می‌کند و هرچه صفحه به رأس

نزدیک‌تر شود شعاع این دایره کوچک‌تر می‌شود تا وقتی که صفحه از رأس بگذرد و شعاع صفر شود.

)به‌طور کلی هر صفحه‌ی گذرا از رأس که هیچ مولدی را در بر نداشته باشد و زاویه‌اش با محور از زاویه‌ی مولد با
 قطع می‌کند.(Aمحور بزرگ‌تر باشد نیز سطح مخروطی را فقط در 

فعالیتصفحه ۳۳۶

۱ـ در کتاب هندسه‌ی ۱ با ویژگی‌ها و طریقه‌ی رسم نیمساز زاویه آشنا شدید. دو قضیه‌ی مهم در مورد نیمساز
زاویه را یادآوری کنید:

۱ـ هر نقطه روی نیمساز زاویه ……………………
۲ـ هر نقطه که …………………… روی نیمساز زاویه است.

 M�Oz  (�Ô�=Ô)اکنون گزاره‌ی زیر را کامل کنید: یک نقطه روی نیمساز زاویه است، اگر و تنها اگر از ………… 
� ……

بنابراین می‌توان گفت: نیمساز هر زاویه، مکان هندسی نقاطی از صفحه است که …………

هر نقطه روی نیمساز زاویه، از دو ضلع زاویه به یک فاصله است.

هر نقطه که از دو ضلع زاویه به یک فاصله باشد، روی نیمساز زاویه است.

.دو ضلع زاویه به یک فاصله باشدگزاره‌ی کامل‌شده: یک نقطه روی نیمساز زاویه است، اگر و تنها اگر از 
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(Ô�=Ô�)  M�Oz � MH=MH′ یعنی فاصله‌ی( M از Ox برابر فاصله‌ی M از Oy.)است 

نیمساز هر زاویه، مکان هندسی نقاطی از صفحه است که از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله‌اند.

فعالیتصفحه ۴۳۷

 را در نظر بگیرید.r و شعاع O به مرکز Cدایره‌ی 
 چه فاصله‌ای دارد؟O روی دایره، از Aالف( هر نقطه‌ی دلخواه 

 روی دایرهB( با برهان خلف نشان دهید، OB=r باشد )r به فاصله‌ی O، یک نقطه در صفحه باشد و از Bب( اگر 
A�C � OA=rاست و از )الف( و )ب( نتیجه بگیرید: 

 است، اگر و فقط اگر …………C(O,r) روی دایره‌ی Aنتیجه: نقطه‌ی 
 مکان هندسی نقاطی از صفحه است که …………C(O,r)نتیجه: دایره‌ی 

.OA=r طبق تعریف دایره، همه‌ی نقاط آن از مرکز به یک فاصله‌ی ثابت یعنی شعاع‌اند؛ پس الف(

 قطع می‌کند و طبق′B دایره را در نقطه‌ای مانند OB روی دایره نیست. نیم‌خط B ولی OB=r فرض می‌کنیم ب(
 نمی‌تواندO ، فاصله‌ی آن‌ها از ′B≠B هستند و O هر دو روی یک نیم‌خط به مبدأ ′B و B. چون OB′=r)الف( 

 و روی دایره است.′B همان B تناقض دارد. پس OB=r که با فرض OB≠OB′=rبرابر باشد؛ یعنی 

.A�C � OA=r ، یعنی OA=r � A�C و A�C � OA=rاز )الف( و )ب(: 

.(OA=r باشد )r برابر O از Aفاصله‌ی  است، اگر و فقط اگر C(O,r) روی دایره‌ی Aنقطه‌ی 

. قرار دارندr به فاصله‌ی Oاز نقطه‌ی ثابت  مکان هندسی نقاطی از صفحه است که C(O,r)دایره‌ی 

این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

فعالیتصفحه ۵۳۷

B و A را که فاصله‌ی آن‌ها از هم ۲ سانتی‌متر است، در نظر بگیرید. آیا نقطه‌های دلخواه ′d و dدو خط موازی 
 فاصله‌ی یکسانی دارند؟ این فاصله چقدر است؟ آیا می‌توانید نقطه )یا نقاط( دیگری مشخصd، از خط ′dروی 

 به فاصله‌ی ۲ سانتی‌مترd نباشند؟ همه‌ی نقاطی که از ′d به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر باشند و روی dکنید که از 
واقع‌اند، روی چه شکلی قرار دارند؟

 به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر است، اگر و تنها اگر رویdآیا گزاره‌ی زیر درست است؟ »یک نقطه در صفحه، از خط 
 هستند، واقع باشد.«d که موازی ″d و ′dیکی از دو خط 
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 به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر هستند،dآیا نتیجه‌گیری زیر درست است؟ »مکان هندسی نقاطی از صفحه که از خط 
 )در دو طرف آن( و به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر از آن می‌باشد.«dدو خط راست موازی 

 مستطیل است وAHH′B ، چهارضلعی ′d�d باشند، چون d بر B و A عمودهای وارد از ′BH و AHبله. اگر 
AH=BH′ ؛ پس همه‌ی نقاطd′ از d.به یک فاصله‌اند و این فاصله ۲ سانتی‌متر است 

 است نیز چنین‌اند وd و موازی با آن، به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر از d که در طرف دیگر ″dبله، همه‌ی نقاط خط 
 )در دو طرفdدو خط موازی با  به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر قرار دارند روی d نیستند. بنابراین نقاطی که از ′dروی 

آن( قرار می‌گیرند.

 برابر ۲ است، و برعکس نقطه‌ای که فاصله‌اشd فاصله‌اش از ″d یا ′dگزاره‌ی دوم درست است: هر نقطه‌ی روی 
 در همان طرف و به فاصله‌ی ۲ قرار می‌گیرد؛d است و روی خط موازی d برابر ۲ باشد، در یکی از دو طرف dاز 

 است. در نتیجه نتیجه‌گیری سوم هم درست است.″d یا ′dپس روی 

تمرینصفحه ۶۳۹

۱ـ مکان هندسی هر یک از مجموعه نقاط زیر را مشخص کنید:
 به یک فاصله‌اند.′d و dالف( نقاطی از صفحه که از دو خط متقاطع 

 مماس‌اند.A در نقطه‌ی ثابت dب( مرکزهای همه‌ی دایره‌هایی در صفحه که بر خط 
 در صفحه مماس‌اند.d که بر خط rپ( مرکزهای همه‌ی دایره‌هایی با شعاع ثابت 
 در صفحه‌ی این دایره مماس خارجی‌اند.C(O,r) که بر دایره‌ی rت( مرکزهای همه‌ی دایره‌هایی با شعاع ثابت 

 نقاط هم‌فاصله از دو ضلع یک زاویه روی نیمساز آن زاویه‌اند. دو خط متقاطع چهار زاویه می‌سازند کهالف(
 وd )نیمسازهای زاویه‌های بین دو خط عمود بر همنیمسازهای آن‌ها دو خط راست‌اند؛ پس مکان هندسی، 

d′ است که از نقطه‌ی تلاقی )d و d′.می‌گذرند 

 درd عمود است؛ پس مرکز روی عمود بر d مماس باشد، شعاع در نقطه‌ی تماس بر d بر A اگر دایره در ب(
خط عمود( مرکز چنین دایره‌ای است. مکان هندسی: A قرار دارد و هر نقطه‌ی این عمود )به جز خود Aنقطه‌ی 

.A به جز نقطه‌ی A در نقطه‌ی dبر 

دو خط باشد. پس مکان هندسی، r برابر شعاع d مماس است اگر و تنها اگر فاصله‌ی مرکز از d دایره بر پ(
 از آن قرار دارند.r به فاصله‌ی d است که در دو طرف dموازی 

؛ دو دایره مماس خارج‌اند اگر و تنها اگر فاصله‌ی مرکزهایشان برابر مجموع شعاع‌ها باشد. اینجا ت(
. )اگر۲r و شعاع Oدایره‌ای به مرکز  است. مکان هندسی: ۲r به فاصله‌ی ثابت Oپس مرکز دایره‌ی متغیر از 

 می‌شد.(′r+r بود، شعاع این دایره ′rشعاع دایره‌ی متغیر 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.
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تمرینصفحه ۷۳۹

 نیزD و C به یک فاصله و از B و A در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای در این صفحه بیابید که از D و ۲A ،B ،Cـ نقاط 
به یک فاصله باشد )بحث کنید(.

 )عمودمنصف�l، خط D و C( و مکان نقاط هم‌فاصله از AB )عمودمنصف �l، خط B و Aمکان نقاط هم‌فاصله از 
CD است. نقطه‌ی خواسته شده، محل برخورد )l� و l� است. چون l��AB و l��CDوضع این دو خط به وضع ، 
AB و CD:بستگی دارد 

 دارد.دقیقاً یک جواب متقاطع‌اند و مسئله �l و �l موازی نباشند، CD و ABاگر 

 روی یک خط عمود بر آن‌هاCD و AB بر هم منطبق نباشند )مثلاً وقتی وسط‌های �l و �l باشد و AB�CDاگر 
.جواب نداردقرار ندارند(، دو خط موازی و متمایزند و مسئله 

 بر هم منطبق شوند )مانند رأس‌های یک ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین(، همه‌ی�l و �l باشد و AB�CDاگر 
 دارد.بی‌شمار جوابنقاط این خط جواب‌اند و مسئله 

تمرینصفحه ۸۳۹

 به فاصله‌ی C۳ به یک فاصله و از B و A در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای بیابید که از C و ۳A ،Bـ نقاط 
سانتی‌متر باشد )بحث کنید(.

 به فاصله‌ی ۳ هستند،C و مکان نقاطی که از AB از پاره‌خط l، عمودمنصف B و Aمکان نقاط هم‌فاصله از 
 بنامیم:h را l از C و این دایره‌اند. اگر فاصله‌ی l است. جواب‌ها نقاط برخورد C(C,۳)دایره‌ی 

 قطع می‌کند؛ مسئله دو جواب دارد.دو نقطه: خط دایره را در h<۳اگر 

.یک جواب: خط بر دایره مماس است؛ h=۳اگر 

.مسئله جواب ندارد: خط و دایره برخورد ندارند؛ h>۳اگر 

تمرینصفحه ۹۳۹

 به فاصله‌ی d۳ به فاصله‌ی ۲ سانتی‌متر و از A در صفحه مفروض‌اند. نقطه‌ای بیابید که از d و خط ۴Aـ نقطه‌ی 
سانتی‌متر باشد )بحث کنید(.

 به فاصله‌ی ۳ هستند، دو خطd و مکان نقاطی که از C(A,۲) به فاصله‌ی ۲ هستند، دایره‌ی Aمکان نقاطی که از 
d� و d� موازی d.در دو طرف آن و به فاصله‌ی ۳ از آن است. جواب‌ها محل برخورد دایره با این دو خط‌اند 
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| برابر �d از A قرار دارد. فاصله‌ی A خطی باشد که در همان طرفِ �d باشد و h برابر d از Aفرض کنیم فاصله‌ی 
|h−۳ و از d� برابر h+۳≥۳ است. چون h+۳>۲ دایره هرگز ،d� را قطع نمی‌کند و فقط d�:اهمیت دارد 

 قطع می‌کند؛ دو جواب.دو نقطه را در �d(: دایره |h−۳|<۲ )یعنی h<۵<۱اگر 

.یک جواب مماس است؛ �d(: دایره بر |h−۳|=۲ )یعنی h=۵ یا h=۱اگر 

.جواب ندارد :(|h−۳|>۲ )یعنی h>۵ یا h<۱اگر 

تمرینصفحه ۱۰۳۹

۵ـ هرگاه صفحه‌ای شامل محور یک سطح مخروطی، آن را برش دهد، فصل مشترک )مقطع( حاصل چه شکل
است؟

 می‌گذرد و دو مولد متقارن نسبت به محور را در بر دارد؛ بنابراین فصل مشترکAصفحه‌ی شامل محور از رأس 
( است که نسبت به محور متقارن‌اند. )یعنیA )دو مولد گذرنده از رأس دو خط متقاطعآن با سطح مخروطی 

حالت تبهگون که همان دو خط متقاطع است.(

تمرینصفحه ۱۱۳۹

 سطحی ایجاد می‌شود که آن را یک سطح استوانه‌ایl حول d موازی باشند، از دوران l و ۶dـ هرگاه دو خط 
، یک سطح استوانه‌ای را قطع کند. در حالت‌های مختلف درباره‌ی سطحPمی‌نامیم. حال فرض کنید صفحه‌ی 

مقطع حاصل بحث کنید )چهار حالت(.

:(l از محور d باشد )فاصله‌ی rفرض کنیم شعاع استوانه 

 است.r به شعاع دایره باشد: مقطع یک عمودl بر محور Pاگر 

 است.بیضی نه بر محور عمود و نه با آن موازی باشد )محور را مایل قطع کند(: مقطع یک Pاگر 

 )دو مولددو خط موازی باشد: مقطع r باشد و فاصله‌اش از محور کمتر از موازیl با محور Pاگر 
استوانه( است.

 باشد: صفحه بر استوانه مماس است و مقطعr با محور موازی باشد و فاصله‌اش از محور برابر Pاگر 
 باشد، مقطع تهی است.(r )یک مولد( است. )اگر فاصله بیشتر از یک خط

این جواب ممکن است دقیق نباشد.
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فعالیتصفحه ۱۲۴۱

 را در حالت کلی به‌دستx²+y²+ax+by+c=۰می‌خواهیم مختصات مرکز و طول شعاع دایره به معادله‌ی ضمنی 
آوریم. با پر کردن جاهای خالی این کار را انجام دهید:

 به‌دست می‌آید؟c ،b ،aبا توجه به شرط نامنفی بودن عبارت زیر رادیکال چه نتیجه‌ای درباره‌ی 

 )یاa²+b²−۴c≥۰چون طول شعاع باید عددی حقیقی )و مثبت( باشد، عبارت زیر رادیکال باید نامنفی باشد: 
a²+b²≥۴c برای آن‌که معادله دایره‌ای واقعی با شعاع مثبت باشد باید .)a²+b²−۴c>۰.برقرار باشد 

پرسشصفحه ۱۳۴۲

a²+b²<۴c باشد و اگر a²+b²>۴c معادله‌ی یک دایره است، اگر و تنها اگر x²+y²+ax+by+c=۰رابطه‌ی ضمنی 
 باشد، این معادله تنها یک نقطه بهa²+b²=۴cباشد، این معادله هیچ نقطه از صفحه را مشخص نمی‌کند و اگر 

 را در صفحه مشخص می‌کند )چرا؟(مختصات 

 درمی‌آید. سمت چپ مجموع دو مربع ومعادله با تبدیل به مربع کامل به صورت 
همواره نامنفی است.

 در معادله صدق نمی‌کند؛ پس هیچ(x,y)، سمت راست منفی است و هیچ زوج حقیقی a²+b²−۴c<۰اگر 
نقطه‌ای مشخص نمی‌شود.

، سمت راست صفر است و مجموع دو مربع فقط وقتی صفر است که هر دو صفر باشند:a²+b²−۴c=۰اگر 
x=−a/۲ و y=−b/۲.؛ پس فقط یک نقطه مشخص می‌شود

r( است و معادله‌ی استاندارد دایره‌ای به شعاع r²، سمت راست برابر مربع عدد مثبتی )a²+b²−۴c>۰اگر 
می‌شود.

کار در کلاسصفحه ۱۴۴۲

 و شعاع آن ۳ واحد باشد.۱O(۰,۱)ـ معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن 
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 به چه صورت است؟۲rـ معادله‌ی دایره‌ای به مرکز مبدأ مختصات و شعاع 
۳ـ کدام یک از روابط زیر می‌تواند معادله‌ی یک دایره باشد؟ مختصات مرکز و طول شعاع دایره‌ها را به‌دست

آورید و دایره را رسم کنید.
الف( 

ب( 
ج( 

)۱

)۲

۳( الف(

پس معادله‌ی یک دایره است: 

ب(

مقدار منفی است؛ پس این رابطه معادله‌ی دایره نیست )هیچ نقطه‌ای را مشخص نمی‌کند(.

 ابتدا دو طرف را بر ۲ تقسیم می‌کنیم: ج(

.پس دایره است با 

فعالیتصفحه ۱۵۴۳

 مماس باشد.۳x−۴y+۳=۰ مرکز آن بوده و بر خط به معادله‌ی O(۱,−۱)معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که نقطه‌ی 
( بر خط ……………………۱Hـ با توجه به آنچه از هندسه‌ی ۲ به یاد دارید، شعاع دایره در نقطه‌ی تماس )

۲ـ طول شعاع دایره برابر است با فاصله‌ی مرکز دایره از …………
۳ـ به کمک دستور فاصله‌ی نقطه از خط داریم: 
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۴ـ معادله‌ی دایره را با داشتن مختصات مرکز و شعاع آن می‌نویسیم: 

.عمود است شعاع دایره در نقطه‌ی تماس بر خط مماس ۱(

 بر خط عمود است(.OH )زیرا خط مماس طول شعاع دایره برابر است با فاصله‌ی مرکز دایره از ۲(

)۳

)۴

کار در کلاسصفحه ۱۶۴۳

 جدا وتری به طول x+y=۲ بوده و روی خط به معادله‌ی O(۰,۱)معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن 
کند.

)راهنمایی: می‌دانیم که عمودی که از مرکز دایره بر یک وتر رسم می‌شود، آن وتر را نصف می‌کند.(

فاصله‌ی مرکز از خط: 

 است و در مثلث قائم‌الزاویه‌ی ساخته‌شدهعمود وارد از مرکز بر وتر آن را نصف می‌کند؛ پس نصف وتر 
)شعاع وتر است(:

معادله‌ی دایره: 

فعالیتصفحه ۱۷۴۴

 مماس داخل باشد.x²+y²−۴x−۶y=۳ بوده و با دایره‌ی O(۰,۱)معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که مرکز آن 
۱ـ معادله‌ی دایره‌ی فوق را به صورت استاندارد تبدیل کنید و از آنجا مختصات مرکز و طول شعاع آن را بیابید.

۲ـ طول خط‌المرکزین دو دایره را به‌دست می‌آوریم: 
۳ـ با توجه به آنچه از هندسه‌ی ۲ می‌دانیم، داریم: 

 چرا۴ـ با داشتن مختصات مرکز و طول شعاع، معادله‌ی دایره را می‌نویسیم: 
مسئله دو جواب دارد؟

)۱

)۲

)۳
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)۴

 مثبت‌اند. در حالت اول و مسئله دو جواب دارد چون هر دو مقدار 
دایره‌ی داده‌شده درون دایره‌ی جدید )که بزرگ‌تر است( و در حالت دوم دایره‌ی جدید درون دایره‌ی داده‌شده

قرار می‌گیرد؛ در هر دو حالت دو دایره مماس داخل‌اند.

کار در کلاسصفحه ۱۸۴۴

وضعیت هر یک از جفت دایره‌های زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
الف( 

ب( 
ج( 
د( 

)راهنمایی: مختصات مرکز و طول شعاع‌های هر دو دایره را به‌دست آورده و پس از تعیین طول خط‌المرکزین از
اطلاعات خود از هندسه‌ی ۲ استفاده کنید.(

 و الف(
 )فاصله‌ی مرکزها برابر مجموع شعاع‌هاست(مماس خارج � 

 و ب(
 )در دو نقطه یکدیگر را قطع می‌کنند(متقاطع � 

 و ج(
 )دایره‌ی کوچک‌تر کاملاً درون دایره‌ی بزرگ‌تر است و نقطه‌ی مشترکیمتداخل � 

ندارند(
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 و د(
 )هر دو بیرون یکدیگرند و نقطه‌ی مشترکی ندارند(متخارج � 

فعالیتصفحه ۱۹۴۵

 را تعیین کنیم.x²+y²−۲y−۳=۰ و دایره‌ی x+y=۴می‌خواهیم وضعیت خط به معادله‌ی 
 را در معادله‌ی دایره جایگزین می‌کنیم )با این کار در صورت برخورد خط وy=۴−xروش اول: از معادله‌ی خط، 

دایره، مختصات نقطه‌های برخورد از معادله‌ی حاصل به‌دست می‌آید(: 
، نشان دهید معادله‌ی فوق ریشه‌ی حقیقی ندارد و در نتیجه�با ساده‌کردن معادله‌ی حاصل و تعیین علامت 

خط و دایره نقطه‌ی برخوردی ندارند.
روش دوم: معادله‌ی دایره را استاندارد کنید و مختصات مرکز و طول شعاع آن را بیابید. سپس فاصله‌ی مرکز

دایره از خط را بیابید. چگونه تشخیص می‌دهید خط و دایره نسبت به هم چه وضعی دارند؟
با رسم شکل خط و دایره در یک دستگاه مختصات، درستی نتیجه‌گیری‌تان را ببینید.

روش اول:

 است معادله ریشه‌ی حقیقی ندارد، یعنی خط و دایره نقطه‌ی مشترکی ندارند.۰>�چون 

روش دوم:

 : فاصله‌ی مرکز از خط 

 خطd<rچون فاصله‌ی مرکز از خط از شعاع بیشتر است، خط بیرون دایره قرار دارد و آن را قطع نمی‌کند. )اگر 
 بیرون دایره است.( شکل نیزd>r مماس است، و اگر d=rدایره را در دو نقطه قطع می‌کند ]متقاطع[، اگر 

درستی این نتیجه را نشان می‌دهد.
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سؤالصفحه ۲۰۴۵

 شود وضع دایره و خط نسبت به هم چگونه است؟۰=� یا ۰<�اگر در معادله‌ی حاصل از برخورد خط و دایره، 
در این حالت‌ها فاصله‌ی مرکز دایره از این خط چگونه است؟

 است( وقاطع: معادله دو ریشه‌ی حقیقی متمایز دارد؛ خط دایره را در دو نقطه قطع می‌کند )خط ۰<�اگر 
.(d<r است )کمتر از شعاعفاصله‌ی مرکز از خط 

 است( ومماس: معادله یک ریشه‌ی مضاعف دارد؛ خط دایره را در یک نقطه قطع می‌کند )خط ۰=�اگر 
.(d=r است )برابر شعاعفاصله‌ی مرکز از خط 

 است.(d>r: خط و دایره نقطه‌ی مشترک ندارند و ۰>�)اگر 

تمرینصفحه ۲۱۴۶

۱ـ معادله‌ی دایره‌ای را بنویسید که:
 نقطه‌ای از آن باشد.A(۳,۲) مرکز آن و O(۱,۱)الف( 

 مماس باشد.۳x+۴y=۰ مرکز آن بوده و بر خط O(۲,۱)ب( 
 وتری به طول ۲ ایجاد کند.x+y=۱ مرکز آن بوده و روی خط O(−۱,−۱)پ( 

 بر آن مماس باشد.۴x+۳y=۶ شامل قطرهایی از آن بوده و خط x−y=۳ و x+y=۱ت( خطوط 
 شامل قطری از آن باشد.y=۲x−۱ بگذرد و B(۳,۰) و A(۱,۲)ج( از نقاط 

الف(

ب(

پ(

 مرکز دایره روی هر دو قطر است، پس محل برخورد دو خط است:ت(

:OA=OB. چون  است: y=۲x−۱ مرکز روی خط ج(

 �(. معادله:  :B )برای  و مرکز 
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این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

تمرینصفحه ۲۲۴۶

 بتواند معادله‌ی یک دایره باشد.x²+y²−۳x+۵y+a=۰ را طوری به‌دست آورید که ۲aـ حدود 

 هستند(: باشد )در اینجا ضرایب a²+b²−۴c>۰باید 

 هیچ نقطه‌ایa>۱۷/۲ فقط یک نقطه و برای a=۱۷/۲ معادله‌ی یک دایره است. )برای a<۱۷/۲پس به ازای 
به‌دست می‌آید.(

تمرینصفحه ۲۳۴۶

x²+y²−۲x+۴y−۵=۰ را نسبت به دایره‌ی D(۴,−۱) و C(۲,۳) و B(۱,−۲) و ۳A(−۱,−۱)ـ وضعیت هر یک از نقاط 
تعیین کنید.

دایره: 

 را حساب می‌کنیم؛هر نقطه را با فاصله‌اش از مرکز مقایسه می‌کنیم )یا مقدار 
علامت منفی: درون، صفر: روی دایره، مثبت: بیرون(.

وضعیتr²=۱۰f(x,y)مقایسه با مربع فاصله از مرکزنقطه

A(−۱,−۱)۵=۴+۱۱۰<۵۵−درون دایره

B(۱,−۲)۰=۰+۰۱۰<۰۱۰−)درون دایره )مرکز

C(۲,۳)۲۶=۱+۲۵۱۰>۲۶۱۶بیرون دایره

D(۴,−۱)۱۰=۹+۱۱۰=۱۰۰روی دایره

تمرینصفحه ۲۴۴۶

۴ـ وضعیت هر یک از جفت دایره‌های زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
الف( 

ب( 
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ج( 
د( 

الف(
 )دو نقطه‌ی مشترک(.متقاطع � 

ب(
.متقاطع � 

ج(
.مماس خارج � 

د(
 )نقطه‌ی مشترکی ندارند(.متخارج � 

تمرینصفحه ۲۵۴۶

 راABC هستند. معادله‌ی دایره‌ی محیطی مثلث ABC رئوس مثلث C(۱,−۳) و B(۱,۱) و ۵A(−۱,−۱)ـ نقاط 
 به‌دست آورید.Bبنویسید. سپس معادله‌ی مماس بر این دایره را در رأس 

 را از سه نقطه می‌گذرانیم:دایره‌ی 

 و از معادله‌ی سوم ؛ آنگاه جمع دو معادله‌ی اول: 
.

دایره‌ی محیطی: 

( پس مماسx_O=x_B=۱ قائم، چون OB بی‌نهایت است )OB عمود است. شیب OB بر شعاع B(۱,۱)مماس در 
 است.(r برابر y=۱ = ۲ از O می‌باشد. )تحقیق: فاصله‌ی y=۱افقی است و معادله‌ی آن 

تمرینصفحه ۲۶۴۶

۶ـ وضعیت هر یک از خطوط و دایره‌های زیر را نسبت به هم مشخص کنید:
الف( 

ب( 
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ج( 

.(جدا � خط بیرون دایره است )الف(

 است.مماس � خط بر دایره ب(

.(قاطع � خط دایره را در دو نقطه قطع می‌کند )ج(

فعالیتصفحه ۲۷۴۷

 باشدl ثابت کنید. فرض کنید طول نخ ′F و Fیک تکه نخ در نظر گرفته و دو سر آن را مطابق شکل در دو نقطه‌ی 
. یک مداد را مانند شکل داخل نخ کنید و منحنی‌ای به‌گونه‌ای رسم کنید که در تمام زمان رسم، دو طرف′l>FFو 

نخ به‌صورت صاف و کشیده شده باشد. شکل حاصل منحنی بسته‌ای خواهد بود که بیضی نام دارد.
۱ـ یک نقطه‌ی دلخواه روی شکل رسم‌شده در نظر بگیرید. مجموع فاصله‌های این نقطه از این دو نقطه‌ی ثابت

F و F′برابر چیست؟ 
 وصل′F و F در درونِ بیضیِ رسم‌شده در نظر بگیرید و آن را به دو نقطه‌ی ثابت ۲Aـ یک نقطه‌ی دلخواه مانند 

 را ازFA است. )راهنمایی: پاره‌خط l کوچک‌تر از ′F و Fکنید و نشان دهید مجموع فواصل نقطه‌ی مورد نظر از 
 امتداد دهید تا بیضی را قطع کند. سپس از نامساوی مثلثی استفاده نمایید.(Aسمت 

 وصل کنید و′F و F بیرونِ بیضیِ رسم‌شده در نظر بگیرید و آن را به دو نقطه‌ی ۳Bـ یک نقطه‌ی دلخواه مانند 
 محل برخوردD است. )راهنمایی: اگر نقطه‌ی l بزرگ‌تر از ′F و Fنشان دهید مجموع فواصل نقطه‌ی مورد نظر از 

FB ،با بیضی باشد F′D).را رسم کنید و از نامساوی مثلثی استفاده نمایید 
۴ـ از مراحل )۱( تا )۳( متوجه وجود چه ویژگی مشترکی در همه‌ی نقاط بیضی شدید که هیچ نقطه‌ی دیگری از

صفحه، آن ویژگی را ندارد؟
۵ـ با توجه به آنچه گفته شد تعریف بیضی را که با استفاده از مکان هندسی در زیر آمده است تکمیل نمایید.

بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصلشان از دو ………… یک مقدار ………… است.

PF+PF′=l تقسیم شده و هر دو کشیده‌اند؛ پس ′PF و PF است، نخ به دو پاره‌ی P وقتی نوک مداد در نقطه‌ی ۱(
 است و برای همه‌ی نقاط شکل یکسان است.طول نخیعنی مجموع فاصله‌ها برابر 

)۲FA را از طرف A امتداد می‌دهیم تا بیضی را در P قطع کند. در مثلث AF′Pطبق نامساوی مثلثی 
AF′<AP+PF′ دو طرف را با .AF:جمع می‌کنیم 

AF+AF′<AF+AP+PF′=FP+PF′=l زیرا( A روی FP پس مجموع فواصل .)است A از F و F′ کمتر از l.است 

)۳B بیرون بیضی است؛ پاره‌خط FB بیضی را در نقطه‌ای مانند D قطع می‌کند و FB=FD+DB در مثلث .DBF′:
BF′+BD>DF′ دو طرف را با .FD:جمع می‌کنیم 

BF+BF′=FD+DB+BF′>FD+DF′=l چون( D روی بیضی است و FD+DF′=l پس مجموع فواصل .)B از F و F′
 است.lبزرگ‌تر از 
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l برابر مقدار ثابت ′F و Fمجموع فاصله‌هایشان از دو نقطه‌ی ثابت  همه‌ی نقاط بیضی ویژگی مشترک »۴(
 دارند؛ پس هیچ نقطه‌یl« را دارند؛ نقاط درون بیضی مجموعی کمتر و نقاط بیرون آن مجموعی بیشتر از است

دیگری این ویژگی را ندارد.

ثابت یک مقدار نقطه‌ی ثابت بیضی مکان هندسی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصلشان از دو ۵(
)بزرگ‌تر از فاصله‌ی آن دو نقطه( است.

فعالیتصفحه ۲۸۴۸

′F و F قطر کوچک بیضی نامیده می‌شود. ′BB قطر بزرگ )قطر کانونی( و ′AAبیضی مقابل را در نظر بگیرید. 
،OB، مرکز بیضی است. فرض کنید اندازه‌ی پاره‌خط‌های ′FF، وسط پاره‌خط Oکانون‌های بیضی هستند و نقطه‌ی 

OA و OF را به ترتیب با b ،a و c ۲ نمایش دهیم. بنابراین فاصله‌ی دو کانون بیضی برابرc.است 
 قرار می‌گیرد در نظر بگیرید.′A و ۱Aـ در ترسیم بیضی با نخ و مداد دو وضعیتی که مداد در نقاط 

 است.۲a و لذا اندازه‌ی قطر بزرگ بیضی برابر OA′=OA=a و از آن نتیجه بگیرید ′FA=F′Aالف( نشان دهید که 
ب( نشان دهید طول نخ مورد نظر برابر است با طول قطر بزرگ بیضی.

b²+c²=a² قرار دارد در نظر بگیرید و نشان دهید ۲Bـ الف( در رسم بیضی وضعیتی که مداد در نقطه‌ی 
 وOB′=OB=b و با توجه به آن نتیجه بگیرید OB′²+c²=a² نتیجه بگیرید ′Bب( با انجام همین کار برای نقطه‌ی 
 است.۲bلذا اندازه‌ی قطر کوچک بیضی برابر 

 کشیده است:′FF است، نخ روی خط A است. وقتی مداد در A′, F′, F, A ترتیب نقاط روی قطر بزرگ ۱ الف(
′l=AF+AF′=AF+(AF+FF′)=۲AF+FF وقتی مداد در .A′ :است ′l=A′F′+A′F=A′F′+(A′F′+F′F)=۲A′F′+FFپس .

′۲AF+FF′=۲A′F′+FF و FA=F′A′.

.AA′=OA+OA′=۲a و OA=OA′=a. پس ′OA=OF+FA=OF′+F′A′=OA(، داریم ′OF=OF است )′FF وسط Oچون 

؛ یعنی طول نخ برابر طول قطر بزرگ است.ب(

،BF+BF′=l=۲a و چون ′BF=BF )قطر کوچک( قرار دارد پس ′FF روی عمودمنصف B است؛ B مداد در ۲ الف(
:(O )قائمه در OBF. در مثلث قائم‌الزاویه‌ی BF=BF′=aنتیجه می‌شود 

:OB′F و در مثلث B′F=B′F′=a است(: ′FF )که آن هم روی عمودمنصف ′B همین استدلال برای ب(
OB′²+c²=a² پس .OB′²=a²−c²=b²=OB² و OB′=OB=b و BB′=۲b.
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کار در کلاسصفحه ۲۹۴۸

 منطبق هستند و فاصله‌یy و ۱xـ مرکز بیضی مقابل بر مبدأ مختصات و قطرهای آن مانند شکل بر محورهای 
F از هر دو نقطه‌ی O و A برابر ۴ است. اگر خطی که در نقطه‌ی F بر AA′ عمود کرده‌ایم بیضی را در نقطه‌ی D

 را به‌دست آورید.Dقطع کرده باشد، مختصات 

OF=c=۴ و FA=a−c=۴ ؛ پسa=۸ معادله‌ی بیضی:  و .

 است. با جایگذاری: x=۴ همان Fخط عمود در 

 است(. )نقطه‌ی قرینه‌ی آن  است(: x بالای محور Dبا توجه به شکل )

فعالیتصفحه ۳۰۴۹

 و لذاa≥c≥۰ بیضی مورد نظر را رسم می‌کنیم. می‌دانیم که c و aدر این فعالیت با انتخاب مقادیر مختلفی برای 
 دارد. در رسم بیضی. دقت کنید که چگونگی میزان کشیدگی بیضی چه ارتباطی با مقدار کسر 

′FF را بر خط ′A و A از هم در نظر بگیرید، سپس نقاط ۲c را به فاصله‌ی ′F و Fبه‌صورت تقریبی ابتدا دو کانون 
 باشد، سپس با۲a برابر ′AA و اندازه‌ی a−c برابر ′F تا ′A و فاصله‌ی F تا Aبه‌گونه‌ای انتخاب کنید که فاصله‌ی 

 را مشخص کنید و بیضی را به‌طور تقریبی رسم کنید:′B و B نقاط b²=a²−c²استفاده از رابطه‌ی 
c/a=۱/۴ ؛ a=۴ و ۱c=۱ـ 
c/a=۱/۴ ؛ a=۸ و ۲c=۲ـ 
c/a=۱/۲ ؛ a=۲ و ۳c=۱ـ 
c/a=۱/۲ ؛ a=۴ و ۴c=۲ـ 
c/a=۳/۴ ؛ a=۴ و ۵c=۳ـ 
c/a=۳/۴ ؛ a=۸ و ۶c=۶ـ 

 را′B و B وسط آن باشد و O را طوری رسم می‌کنیم که AA′=۲a می‌گیریم، ۲c را به فاصله‌ی ′F و Fدر هر حالت 
 می‌گیریم:O از b=√(a²−c²) به فاصله‌ی ′FFروی عمودمنصف 
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cab²=a²−c²bc/aحالت

۱

۲

۳

۴

۵

۶

 کوچک‌تر(، بیضی کشیده‌تر و هرچه به ۰ نزدیک‌تر باشد، بیضی به دایرهb به ۱ نزدیک‌تر باشد )c/a هرچه نتیجه:
 برابر )۱ و ۲؛ ۳ و ۴؛ ۵ و ۶( هم‌شکل )متشابه( و فقط اندازه‌شان فرقc/aنزدیک‌تر است. بیضی‌های با نسبت 

دارد.

پرسشصفحه ۳۱۴۹

 بیضی تبدیل به یک دایره می‌شود. چرا؟c/a=۰ بیضی تبدیل به یک پاره‌خط و در حالتی که c/a=۱در حالتی که 

 برابر فاصله‌ی دو کانون است؛ نخ باید رویl=۲a=۲c=FF′. طول نخ b=۰ پس b²=a²−c²=۰ و c/a=۱:c=aاگر 
(′FF )همان ′AA کشیده شود و مداد فقط روی همین پاره‌خط حرکت می‌کند. پس بیضی به پاره‌خط ′FFپاره‌خط 

تبدیل می‌شود.

۲PO=۲a می‌شود PF+PF′=۲a. شرط b²=a² منطبق می‌شوند و O؛ دو کانون بر هم و بر مرکز c/a=۰:c=۰اگر 
.‌aاند، یعنی دایره‌ای به شعاع a به فاصله‌ی ثابت O؛ همه‌ی نقاط از PO=aیعنی 
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فعالیتصفحه ۳۲۵۰

 بر بیضی مماس باشد.M مانند شکل مقابل در نقطه‌ی dفرض کنیم خط 
 کمترین مقدار را دارد؟ چرا؟′F و F نسبت به دو کانون ۱dـ مجموع فواصل کدام یک از نقاط خط 

 نسبت به هم چگونه‌اند؟ چرا؟� و �۲ـ دو زاویه‌ی 
۳ـ با توجه به آنچه گفته شد اگر بدنه‌ی داخلی یک بیضی آینه‌ای باشد و از یکی از کانون‌های بیضی اشعه‌ی

نوری بر بدنه‌ی داخلی بیضی تابیده شود، انعکاس نور از کدام نقطه خواهد گذشت؟ چرا؟

d از X همه‌جا بیرون بیضی است؛ پس برای هر نقطه‌ی دیگر M. زیرا خط مماس به جز در M نقطه‌ی تماس ۱(
 رخM. پس کمترین مجموع در MF+MF′=l که روی بیضی است M، در حالی که برای XF+XF′>lطبق فعالیت ۱: 

می‌دهد.

 و این′XF+XF′=XF″+XF پس ″d ،XF=XF روی X می‌نامیم؛ برای هر ″F را d نسبت به F. قرینه‌ی �=�۲(
″F و F′ ،M است، پس M باشد. طبق )۱( کمینه در ″F′F روی پاره‌خط Xمجموع وقتی کمترین است که 

 است؛ پس� )قرینه( یعنی d با MF( برابر زاویه‌ی � )متقابل به رأس با زاویه‌ی d با ″MFهم‌خط‌اند. زاویه‌ی 
�=�.

 به نقطه‌یF، پرتوی تابیده‌شده از کانون �=� مطابق قانون بازتاب )زاویه‌ی تابش = زاویه‌ی بازتاب( و برابری ۳(
M پس از بازتاب در امتداد MF′ می‌رود؛ یعنی ( از کانون دیگرF′خواهد گذشت ).

فعالیتصفحه ۳۳۵۰

l برابر d از خط F خارج آن در نظر بگیرید و فرض کنید فاصله‌ی F و یک نقطه‌ی ثابت مانند dیک خط ثابت مانند 
باشد.

 یکسان باشد.F و نقطه‌ی dـ یک نقطه بیابید که فاصله‌ی آن از خط 
′d خطی موازی رسم کنید و آن را dـ آیا می‌توانید نقطه‌ی دیگری با همین خاصیت بیابید؟ برای این کار از خط 

 است. حال توضیح دهید چگونه می‌توانید نقاطیl برابر d فاصله‌شان از خط ′dبنامید. تمام نقاط واقع بر خط 
 به یک فاصله باشند.d و خط F بیابید که از نقطه‌ی ′dبر خط 

 قرار دارند، آیاF و نقطه‌ی dـ اگر مسئله‌ی پیدا کردن تمام نقاطی از صفحه باشد که به فاصله‌ی یکسانی از خط 
می‌توانید راهکاری ارائه دهید؟ در زیر روشی برای یافتن نقاط مورد نظر ارائه می‌گردد.

 است.l/۲ به فاصله‌ی F و از d از FH باشد، وسط پاره‌خط d بر F پای عمود از H اگر نقطه‌ی اول:

l به فاصله‌ی d از ′d( رسم می‌کنیم. همه‌ی نقاط d از l )به فاصله‌ی F و گذرنده از d را موازی ′dنقاط دیگر:
 رسمl و شعاع F باشند: دایره‌ای به مرکز l هم به فاصله‌ی F بیابیم که از ′dهستند؛ پس کافی است نقاطی از 

l هر دو به فاصله‌ی d و F( قطع می‌کند و این دو نقطه از F را در دو نقطه )در دو طرف ′dمی‌کنیم؛ این دایره 
هستند.
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 قرار دارد( رسم می‌کنیمF از آن )در سمتی که k به فاصله‌ی d موازی d_k، خط k≥l/۲ برای هر عدد راهکار کلی:
(k>l/۲ است، پس دایره خط را در دو نقطه )برای l−k|≤k| برابر d_k از F. فاصله‌ی k و شعاع Fو دایره‌ای به مرکز 
 نقاط بیشتریk هستند. با تغییر k هر دو به فاصله‌ی F و d( قطع می‌کند. این نقاط از k=l/۲یا یک نقطه )برای 

به‌دست می‌آید و مجموعه‌ی همه‌ی آن‌ها یک خم )سهمی( است.

فعالیتصفحه ۳۴۵۰

 ازA را در رأس AB باشند. یک سر یک تکه نخ به طول C و A ،B)فرض کنید سه رأس مثلث یک گونیا به نام‌های 
 واقع باشد وd بر خط BC ثابت کنید و گونیا را در حالتی قرار دهید که ضلع Fگونیا و سر دیگر نخ را در نقطه‌ی 

 قرار داشته باشد. یک مداد را مانند شکل به‌گونه‌ای به نخ بگیرید که هر دو قسمت نخAB بر ضلع Fنقطه‌ی 
 نسبتF و از نقطه‌ی dکاملاً کشیده باشد.( در این حالت فاصله‌ی نقطه‌ای که نوک قلم در آن قرار دارد از خط 

به هم چگونه است؟
 واقع است گونیا را حرکت دهید. دقت کنید که نوکd کماکان بر خط BC)صفحه‌ی ۵۱( حال در حالتی که ضلع 

 چسبیده باشد و هر دو تکه‌ی نخ در حالت کاملاً کشیده شده باشند. فرض کنید نقطه‌ی درحالABقلم به ضلع 
 هرکدام نمایانگر چه خصوصیتی ازFX و BX نمایش دهیم. پاره‌خط‌های Xحرکت نوک مداد را در هر حالت با 

 هستند و بین آن‌ها چه ارتباطی برقرار است؟ چرا؟Xنقطه‌ی 
توضیح دهید که با ادامه‌ی این کار نقاطی که توسط مداد رسم می‌شوند چه ویژگی مشترکی دارند؟ )دقت کنید

 می‌توان حرکت داد.(F در هر دو طرف نقطه‌ی d بر خط BCکه گونیا را با منطبق کردن ضلع 

X. از طرفی AX+XF=AB است و مداد آن را کشیده نگه می‌دارد، پس F و سر دیگر در A یک سر در ABنخ به طول 
XB است )زیرا برابرd و از خط F: فاصله‌ی نوک قلم از XF=XB. در نتیجه AX+XB=AB است، پس ABروی 

 عمود است(.d گونیا بر Bبه‌خاطر قائمه بودن زاویه‌ی 

F از نقطه‌ی X فاصله‌ی FX است( و d روی BC و AB�BC )چون d از خط X فاصله‌ی FX:BX و BXپاره‌خط‌های 
.(AX+XF=AB=AX+XB )چرا که BX=FXاست. ارتباط: 

( وXF=XB=d(X,d) به یک فاصله‌اند )F و نقطه‌ی d همه‌ی نقاطی که مداد رسم می‌کند از خط ویژگی مشترک:
 ادامهF با حرکت گونیا قابل رسم است. این منحنی دو طرف نقطه‌ی F و dبرعکس هر نقطه‌ی هم‌فاصله از 

 نام دارد.سهمیمی‌یابد و 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

فعالیتصفحه ۳۵۵۱

ها بهy موازی محور d مثبت است، کانون سهمی و خط هادی a ، که در آن ۱F(a,۰)ـ فرض کنید نقطه‌ی 
. چرا؟ بنابراین|PF|=|PB| نقطه‌ی دلخواه واقع بر سهمی باشد. داریم: P(x,y) باشد و نقطه‌ی x=−aمعادله‌ی 
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 با به توان ۲ رساندن دو طرف و ساده کردن عبارات خواهیم داشت:
y²=۴ax.

 در سمت چپ آن قرارF(−a,۰) باشد ولی کانون x=aها به معادله‌ی y موازی محور ۲dـ در حالتی که خط هادی 
 است. درy²=−۴axدارد با انجام مراحل قسمت )۱( نشان دهید که در این حالت معادله‌ی سهمی به صورت 

ها محور سهمی است.xاین حالت محور 
 کانون در بالای آن قرار دارد با انجامF(۰,a) و y=−aها به معادله‌ی x موازی محور ۳dـ در حالتی که خط هادی 

هاy است. در این حالت محور x²=۴ayمراحل قسمت )۱( نشان دهید در این حالت معادله‌ی سهمی به صورت 
 است که در پایه‌ی دهم به عنوان معادله‌ی سهمی بامحور سهمی است. )در واقع این معادله همان 

آن آشنا شدید.(
 کانون در زیر آن قرار دارد با انجامF(۰,−a) و y=aها به معادله‌ی x موازی محور ۴dـ در حالتی که خط هادی 

 است. در این حالت محورx²=−۴ayمراحل قسمت )۱( نشان دهید در این حالت معادله‌ی سهمی به صورت 
y.ها محور سهمی است

)۱B پای عمود از P بر خط هادی است، پس PB فاصله‌ی Pاز خط هادی است و طبق تعریف سهمی )نقاط 
. با مربع کردن:PF=PBهم‌فاصله از کانون و خط هادی( 

)۲

)۳

)۴

پرسشصفحه ۳۶۵۳

 را بیابید و معادله‌ی خط هادی آن را بنویسید«، باF(۲,۵) و کانون A(۲,۱))در مثالِ »معادله‌ی سهمی به رأس 
 )چرا؟( ۲( معادله‌یa=۴توجه به جایگاه رأس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات، خواهیم داشت:( ۱( 

 است. چرا؟ ۳( )صفحه‌ی ۵۴( دهانه‌ی سهمی رو به بالاست. چرا؟y=−۳خط هادی آن 

)۱a :فاصله‌ی رأس از کانون است a=AF=۵−۱=۴.

.y=۱−۴=−۳ از رأس است: a=۴( و در طرف مقابل کانون، به فاصله‌ی x=۲ خط هادی عمود بر محور تقارن )۲(

 کانون بالای رأس است و سهمی همواره به سمت کانون باز می‌شود )دور از خط هادی(، پس دهانه رو به۳(
 است.بالاست و معادله‌ی آن 

۲۶
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پرسشصفحه ۳۷۵۴

 را بنویسید« خواهیمx=۹ و خط هادی A(۴,۶))در مثالِ »مختصات کانون و همچنین معادله‌ی سهمی به رأس 
 است، چرا؟ ۳( دهانه‌ی سهمی رو به چپ است. چرا؟F(−۱,۶) چرا؟ ۲( کانون آن به مختصات a=۵داشت:( ۱( 

.a=۹−۴=۵ است: a فاصله‌ی رأس از خط هادی برابر ۱(

 ازa=۵ است و کانون در طرف مقابل خط هادی نسبت به رأس و به فاصله‌ی y=۶ محور تقارن خط افقی ۲(
.F(−۱,۶)، پس x=۴−۵=−۱رأس قرار دارد: 

 خط هادی سمت راست رأس و کانون سمت چپ آن است و سهمی به سمت کانون باز می‌شود؛ پس دهانه۳(
 می‌شود.رو به چپ است و معادله 

پرسشصفحه ۳۸۵۵

 را′B و B بر محور تقارن سهمی عمود است رسم کنیم و روی آن دو نقطه، مثلاً Fحال اگر خطی را که در نقطه‌ی 
 بر سهمی واقع‌اند. چرا؟′B و B هستند مشخص نماییم، در این صورت نقاط F از a×۲که به فاصله‌ی 

 است؛ پس۲a از خط هادی برابر F و عمود بر محور با خط هادی موازی است و فاصله‌ی Fخط گذرنده از 
′B و B. بنابراین BF=B′F=۲a است. از طرفی ۲a، از خط هادی برابر ′B و Bفاصله‌ی هر نقطه‌ی این خط، از جمله 

از کانون و خط هادی به یک فاصله‌اند و طبق تعریف روی سهمی قرار دارند.

(.y=±۲a و y²=۴a² داریم x=a به ازای )با معادله: در 

تمرینصفحه ۳۹۵۷

 نزدیک‌ترF به کانون B نزدیک‌تر و ′F به کانون A کانون‌های بیضی‌اند. ′F و F روی یک بیضی و B و ۱Aـ دو نقطه‌ی 
 باشد، نشان دهید:AF′=BFاست. اگر 

 یکدیگر را درون بیضی قطع نکنند، با هم موازی‌اند.′BF و AFالف( در حالتی که دو پاره‌خط 
′FMF قطع کنند، مثلث M یکدیگر را درون بیضی و در نقطه‌ای مانند ′BF و AFب( در حالتی که 

 روی قطر کوچک بیضی است.Mمتساوی‌الساقین است و 

AF′F. پس مثلث‌های ′AF=BF نتیجه می‌شود AF′=BF و با فرض AF+AF′=BF+BF′=l روی بیضی‌اند: B و Aچون 
.�AFF′=�BF′F مشترک( و هم‌نهشت‌اند: ′AF′=BF ،AF=BF′ ،FF سه ضلع نظیر برابر دارند )′BFFو 

�BF′F و ′�AFF هستند و ′FF در دو طرف خط B و A درون بیضی یکدیگر را قطع نکنند، ′BF و AF اگر الف(
 متوازی‌الاضلاعAF′BF )در واقع ′AF�BF می‌شوند؛ پس ′FFزاویه‌های برابر و مبدل )متبادل( نسبت به مورب 

است چون هر دو جفت ضلع مقابل برابرند(.

۲۷
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 نتیجه می‌شود�MFF′=�MF′F هستند و از ′FF در یک طرف B و A متقاطع باشند، M در ′BF و AF اگر ب(
′FF به یک فاصله است؛ پس روی عمودمنصف ′F و F از M .(′MF=MF متساوی‌الساقین است )′FMFمثلث 

یعنی روی خط قطر کوچک بیضی قرار دارد، و چون درون بیضی است روی قطر کوچک است.

تمرینصفحه ۴۰۵۷

 رسم کرده‌ایم تا دایره را در′AA عمودی بر F است و از کانون e، مانند شکل، قطر بزرگ بیضی ۲Cـ قطر دایره‌ی 
 با نصف قطر کوچک بیضی برابر است.MF قطع کند. ثابت کنید Mنقطه‌ای مانند 

:OFM. در مثلث قائم‌الزاویه‌ی MF�OF و OM=a. OF=c است؛ پس a و شعاع Oدایره به مرکز 

 نصف قطر کوچک بیضی است.bو 

تمرینصفحه ۴۱۵۷

 را به‌گونه‌ای رسم کنید کهd مشخص شده‌اند. خط ′F و F روی بیضی و کانون‌های ۳Mـ در شکل مقابل نقطه‌ی 
 را در نقطه‌ایd رسم کنید تا خط MF خطی موازی با ′F بر بیضی مماس باشد و سپس از نقطه‌ی Mدر نقطه‌ی 

′NF′=MF قطع کند. ثابت کنید Nمانند 

 درd را نقطه‌ای از ′N زاویه‌های برابر می‌سازد. ′MF و MFطبق فعالیت ۴، خط مماس با دو شعاع کانونی 
.�FMN′=�F′MN بگیرید؛ آنگاه N نسبت به Mآن‌سوی 

 و در�F′NM=�F′MN. پس ′�F′NM=�FMN مورب است، زاویه‌های متناظر برابرند: d و F′N�MFچون 
. )درستی این نتیجه برای یک′NF′=MF برابرند؛ مثلث متساوی‌الساقین است و M و N دو زاویه‌ی F′MNمثلث 

بیضی نمونه نیز با محاسبه‌ی عددی راستی‌آزمایی شد.(

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

تمرینصفحه ۴۲۵۷

 روی بیضی به اقطار ۶ و ۱۰ واحد به‌گونه‌ای قرار دارد که فاصله‌ی آن تا مرکز بیضی برابر ۴ واحد۴Mـ نقطه‌ی 
است.

.′OM=OF=OFالف( نشان دهید 
 قائم‌الزاویه است.′MFFب( نشان دهید مثلث 

۲۸
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 را به‌دست آورید.′MF و MFج( طول‌های 

قطرها ۶ و ۱۰ هستند: 

.′OM=OF=OF؛ پس OM=۴ و طبق فرض OF=OF′=c=۴الف(

 است و در′FF نصف ضلع MO است؛ یعنی میانه‌ی ′FF روی دایره‌ای به قطر OM=OF=OF′=½FF′ ،M چون ب(
 متساوی‌الساقین‌اند و مجموع زاویه‌ها نتیجه می‌دهد′OMF و OMF. )یا: مثلث‌های �FMF′=۹۰°نتیجه 
 برابر ۹۰° است.(Mزاویه‌ی 

ج(

 به هر کانون نزدیک‌تر باشد، طول آنM است )نقطه‌ی  و دیگری پس یکی از دو طول 
کوچک‌تر است(.

تمرینصفحه ۴۳۵۷

 چند درجه است؟′۵FBFـ در بیضی مقابل طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک است. اندازه‌ی زاویه‌ی 

۲a=۲·۲b پس a=۲b. 

BF=BF′=a چون( B در مثلث قائم‌الزاویه‌ی .)روی قطر کوچک است OBF:

. است: ′FBF نیمساز زاویه‌ی BOچون 

تمرینصفحه ۴۴۵۷

 را رسم می‌کنیمBF بر بیضی مماس است. پاره‌خط B در نقطه‌ی d دو قطرند. خط ′BB و ′۶AAـ در بیضی مقابل 
 عمودی بر امتداد قطر بزرگC قطع کند و از C را در نقطه‌ی d رسم می‌کنیم تا خط BF عمودی بر Fو در نقطه‌ی 

 را به‌دست آورید.، مقدار �BCF=۴۵° قطع کند. اگر Dرسم می‌کنیم تا آن را در نقطه‌ای مانند 

d در B مماس بر بیضی و موازی AA′ است. در مثلث BFC داریم F=۹۰°� و C=۴۵°� پس ،CBF=۴۵°چون� .
BC�OF ،BFO=�CBF=۴۵°� و مثلث قائم‌الزاویه‌ی OBF:متساوی‌الساقین است 

.OD=BC=√۲·a پس ′CD�AA؛  هم متساوی‌الساقین است و BFCمثلث 

۲۹
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تمرینصفحه ۴۵۵۸

 مفروض است. مختصات رأس و کانون سهمی را یافته و آن را رسم کنید. همچنین۷y²=۲x−۴yـ سهمی 
مختصات نقاط برخورد سهمی و محورهای مختصات را بیابید.

 است.y=−۲؛ دهانه رو به راست و محور سهمی خط a=۱/۲ پس ۴a=۲؛ S(−۲,−۲)رأس 

 ؛ خط هادی: کانون: 

برخورد با محورها:

.)۰,−۴( و )۰,۰(؛ نقاط y=−۴ یا y=۰ �  :(x=۰ها )yبا محور 

ها با محور تقارن سهمی موازی است و آن راx )محور )۰,۰( � فقط  :(y=۰ها )xبا محور 
فقط یک بار قطع می‌کند(.

تمرینصفحه ۴۶۵۸

 را به دست آورید.۸y=ax²+bx+c (a≠۰)ـ مختصات رأس و کانون سهمی به معادله‌ی 

 :(p )فاصله‌ی کانونی با مقایسه با 

رأس: 

۳۰
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 ؛ خط هادی: پایین‌تر(: a<۰ در راستای محور بالاتر از رأس؛ برای pکانون )به اندازه‌ی 

تمرینصفحه ۴۷۵۸

 کانون آن باشد.F(۱,−۲) رأس و ۹S(۱,۲)ـ معادله‌ی سهمی را بنویسید که 

‌اند؛ محور سهمی قائم است و چون کانون زیر رأس است دهانه رو به پایینx=۱رأس و کانون هر دو روی خط 
است. 

معادله: 

 که هم‌تراز کانون است، فاصله‌اش از کانون ۸ و از خط هادی)تحقیق: برای نقطه‌ی 
y=۶).نیز ۸ است 

این جواب ممکن است دقیق نباشد.

تمرینصفحه ۴۸۵۸

 مفروض است. به مرکز کانون سهمی و به شعاع ۳ واحد دایره‌ای رسم می‌کنیم، مختصات۱۰y²=۴x−۴ـ سهمی 
نقاط برخورد دایره و سهمی را بیابید.

دایره: 

 :y²=۴x−۴جایگذاری 

. و . نقاط برخورد:  و x=۳ لازم است؛ پس x≥۱برای سهمی 

تمرینصفحه ۴۹۵۸

 مماسd بگذرد و بر خط F مفروض است. ثابت کنید مرکز هر دایره که از d و خط هادی F با کانون ۱۱Pـ سهمی 
 مماسd گذشته و بر Fباشد روی سهمی است و برعکس هر نقطه روی سهمی، مرکز یک دایره است که از 

است. با توجه به این موضوع تعریف دیگری از سهمی ارائه دهید.

 فاصله‌یMH عمود است، پس d بر MH مماس است. شعاع d بر H می‌گذرد و در F از M دایره‌ای به مرکز (�)
M از d است و MH=MF هر دو شعاع‌اند(. بنابراین( M از F و d.به یک فاصله است و روی سهمی قرار دارد 

۳۱
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F از MH و شعاع M. دایره‌ی به مرکز MF=MH، آنگاه d بر M پای عمود از H روی سهمی باشد و M اگر (�)
 مماس است.d بر H در MH�dمی‌گذرد و چون 

( می‌گذرند و بر یک خطF سهمی مکان هندسی مرکز دایره‌هایی است که از یک نقطه‌ی ثابت )تعریف دیگر:
 روی آن نیست( مماس‌اند.F، که dثابت )

تمرینصفحه ۵۰۵۸

 روی سهمیM به نقطه‌ی دلخواه F رسم شده است. از d و خط هادی F و کانون ۱۲Aـ در شکل سهمی با رأس 
 عمود کرده‌ایم. ثابت کنید:d را بر M ،MT قطع کند و از نقطه‌ی N را در dوصل کرده و امتداد داده‌ایم تا 

H پای عمود از F بر d است؛ رأس A وسط FH( است FH=۲·FA و طبق تعریف )MT=MF چون .MT�FHهر دو( 
 طبق قضیه‌ی تالس:NFH عمودند(، در مثلث dبر 

. نتیجه می‌گیریم NF=NM+MF=NM+MTاز 

:FH=۲FA و چون ؛ پس از طرف دیگر 

 ∎

تمرینصفحه ۵۱۵۸

۱۳ـ یک دانش‌آموز با دیدن دو دیش مخابراتی با ابعاد متفاوت و مشاهده‌ی فاصله‌ی کانونی متفاوت آن‌ها به
این فکر افتاد که چگونه می‌توان با داشتن یک دیش فاصله‌ی کانونی آن را به دست آورد. او از معلمش

خواست که فرمولی برای محاسبه‌ی فاصله‌ی کانونی یک دیش به او بگوید. معلم به او گفت: باید قطر دهانه‌ی
دیش را در خودش ضرب کرد و حاصل‌ضرب را بر اندازه‌ی گودی )عمق( دیش تقسیم کرد و عدد حاصل را بر ۱۶

تقسیم کرد. حاصل فاصله‌ی کانونی دیش است. دلیل درستی این دستور را با توجه به سهمی رسم شده در
شکل مقابل و فرمول سهمی توضیح دهید.

 فاصله‌ی کانونی است. نقطه‌ی لبه‌ی دیشa که در آن مقطع دیش سهمی با رأس در مبدأ است: 
 عمق آن است.�y قطر دهانه‌ی دیش و �۲x روی سهمی است؛ 

 عمق دیش است؛ یعنی فاصله‌ی کانونی برابر »مربع قطر دهانه تقسیم بر�h=y قطر دهانه و �D=۲xکه در آن 
)۱۶ برابر عمق(« است که همان دستور معلم است.

۳۲
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این فایل توسط سایت ایران‌توشه تهیه شده است.
irantooshe.ir

تمرینصفحه ۵۲۵۸

 و محیط مثلث، داده شده باشد، با استفاده ازAH و ارتفاع BC، اندازه‌ی ضلع ۱۴ABCـ فرض کنید از مثلث 
خواص بیضی شیوه‌ی رسم این مثلث را توضیح دهید.

 مقداری ثابت )و بزرگ‌تر داده شده باشد. آنگاه ۲p و محیط BC=a� ،AH=hفرض کنیم 
( است.BCاز 

 را به طول داده‌شده رسم می‌کنیم.BCپاره‌خط 

h برابر AH روی این خط است )زیرا ارتفاع A از آن رسم می‌کنیم؛ رأس h به فاصله‌ی BCخطی موازی 
است(.

 و مجموع فاصله‌ها )طولC و B روی بیضی‌ای قرار دارد که کانون‌هایش A ثابت است، AB+AC=lچون 
 ثابت است( یا با تعیین نقاطC و B که دو سرش در l است. این بیضی را با نخ و مداد )نخی به طول lنخ( 

رسم می‌کنیم.

.(BC قرینه‌ی آن نسبت به عمودمنصف ′A است )و Aمحل برخورد این بیضی با خط موازی، رأس 

 مثلث‌های هم‌نهشت(، برای′A و A دو جواب )h<b نیم‌قطر کوچک بیضی باشد، برای b=½√(l²−a�²)بحث: اگر 
h=b یک جواب )مثلث متساوی‌الساقین( و برای h>b.مسئله جواب ندارد 

تمرینصفحه ۵۳۵۹

 را که با سهمی متقاطع‌اند، در نظر بگیرید.′d�: y=ax+b و d�: y=ax+b و دو خطِ موازی ۱۵y=x²ـ سهمی 
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 باشد.y=x² و سهمی �dالف( معادله‌ی درجه‌ی دومی تشکیل دهید که ریشه‌های آن طول نقاط برخورد خط 
 باشد، مختصات نقطه‌یAB وسط پاره‌خط M و سهمی باشند و نقطه‌ی �d نقاط برخورد خط B و Aب( فرض کنید 

M.را به‌دست آورید 
 )نقطه‌ی وسط′M انجام دهید و مختصات نقطه‌ی �d به جای �dپ( مراحل )الف( و )ب( را با جایگذاری خط 

 و سهمی( به‌دست آورید.�dپاره‌خط حاصل از نقاط تقاطع خط 
ها چه وضعی دارد؟y نسبت به محور ′MMت( خط 

ث( با استفاده از نتایج قسمت‌های قبل روشی برای رسم محور تقارن یک سهمی با داشتن نمودار آن ارائه
دهید و با این روش محور تقارن سهمی مقابل را رسم کنید.

الف(

 ریشه‌های این معادله‌اند: B و A طول‌های ب(

پ(

 )قائم( است، یعنی موازی محور تقارنهاyموازی محور ′MM دارند؛ پس خط a/۲ طول یکسان ′M و Mت(
.y=x²سهمی 

 این ویژگی برای هر سهمی برقرار است: وسط‌های وترهای موازی یک سهمی روی خطی موازی محور تقارنث(
قرار دارند. روش رسم محور:

 موازی′MM می‌نامیم؛ خط ′M و Mدو وتر موازی دلخواه از سهمی رسم می‌کنیم و وسط‌های آن‌ها را 
محور سهمی است.

 روی محور سهمیN )یعنی عمود بر راستای محور( رسم می‌کنیم؛ وسط این وتر ′MMوتری عمود بر 
قرار دارد.

 رسم شود )یا عمودمنصف همین وتر( محور تقارن سهمی است.′MM موازی Nخطی که از 

۳۴
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